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Grécka abeceda
α ELQiUQ\ YHNWRU� WLHå DM FKURPR]yP� UH"D]HF Readovho kódu, parameter pre

]QLåRYDQLH WHSORW\ X VLPXORYDQpKR åtKDQLD� URWDþQê XKRO� SDUDPHWHU VWUPRVWL

sigmoidy, sekvencia DNA
aα  ELQiUQ\ YHNWRU RGSRYHGDM~FL þtVOX ]DNyGRYDQpPX Grayovým kódom
β FKURPR]yP� WLHå DM SDUDPHWHU PXWiFLH X HYROXþQHM VWUDWpJLH� VWUPRV" Y ��������

sekvencia DNA
γ konštanta váhy porušenia podmienky v (10.27)
δ PDOp NODGQp þtVOR

δ(y,yopt) Kroneckerova funkcia
ε PDOp NODGQp þtVOR

ζ binárna hodnota v "messy" chromozómu
η UêFKORV" XþHQLD

ϑ prahový koeficient neurónu
θ externý vstup do Hopfieldovej siete
κ "messy" chromozóm
λ NRHILFLHQW XþHQLD �PDOp NODGQp þtVOR�� WLHå DM Langtonov parameter na opis

G\QDPLFNêFK UHåLPRY celulárnych automatov
µ index hodnoty v "PHVV\� FKURPR]yPX� WLHå DM VWUHGQi KRGQRWD SUHPHQQHM� SRNXWRYi

konštanta pri magnetizácii.
ν binárna hodnota v "messy" chromozómu
ξ index hodnoty v "PHVV\� FKURPR]yPX� WLHå DM SRWHQFLiO QHXUyQX� G�åND LQWHUYDOX

π n�WLFD SULURG]HQêFK þtVHO� WLHå DM ]REUD]HQLH PQRåLQ\ QD PQRåLQX� /XGROIRYR þtVOR

ρ okraj intervalu
σ VFKpPD� WLHå DM ãWDQGDUGQi RGFKêOND

σ2(T) disperzia funkcie pri teplote T
τ PXWDþQê ERG� WLHå DM SDUDPHWHU PXWiFLH X HYROXþQHM VWUDWpJLH� þDVRYi NRQãWDQWD

diferenciálnej rovnice v (10.23)
τ(w) parameter nasýtenia
φ zobrazenie vrcholov v grafoch na vrcholy alebo symboly
ϕ koeficient úspešnosti
χ (w) parameter usporiadania (3.10), (4.18)
χ SHQDOL]DþQi NRQãWDQWD ������� �messy" chromozóm (4.38)
χT(y) SRþHW Yýskytov stavu x , NWRUê RGSRYHGi IXQNþQHM KRGQRWH y a ktoré sa vyskytujú v

Metropolisovom algoritme pre danú teplotu T
ω IUHNYHQFLD YêVN\WX QD LQWHUYDOX� WLHå IUHNYHQFLD WUDQVIRUPiFLt

ωσ(x) funkcia hustoty rozdelenia náhodnej premennej

Γ ]REUD]HQLH PQRåLQ\ ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ kn na body - n�WLFH UHiOQ\FK þtVHO

∆ UR]GLHO� WLHå DM G�åND VFKpP\

Θ prahový koeficient skrytého neurónu
Ξ abeceda nad DNA bázami
Ξ+

PQRåLQD QHSUi]GQ\FK NRQHþQêFK VORY QDG DEHFHGRX Ξ
∏ produkt (násobenie)
Σ VXPD� V~þHW
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0QRåLQRYp V\PERO\
{a,b,...} SUYN\ PQRåLQ\

{0,1}k
PQRåLQD UH"D]FRY �ELQiUQ\FK YHNWRURY� G�åN\ k ]ORåHQi ]R V\PERORY � D �

|X| NDUGLQDOLWD �SRþHW SUYNRY� PQRåLQ\ X
∈  MH SUYNRP PQRåLQ\

A⊂ B A je vlastnou SRGPQRåLQRX B
A⊆ B A je SRGPQRåLQRX B (teda A P{åH E\" DM WRWRåQp V B)
dim(X) NDUGLQDOLWD PQRåLQ\ DOHER YH�NRV" SULHVWRUX X
A\B UR]GLHO GYRFK PQRåtQ

A∪ B ]MHGQRWHQLH GYRFK PQRåtQ

A∩B SULHQLN GYRFK PQRåtQ

∅  SUi]GQD PQRåLQD

0QRåLQ\
D n-rozmerná kocka
R SULHVWRU UHiOQ\FK þtVHO

R+ SULHVWRU QH]iSRUQêFK UHiOQ\FK þtVHO

U SRPRFQi PQRåLQD

U(α) okolie binárneho vektora α zostrojené z binárnych vektorov
U(w) RNROLH ]RVWURMHQp ] ELQiUQ\FK YHNWRURY QiKRGQH JHQHURYDQêFK Y]K�DGRP N

pravdepodobnostnému vektoru w
,i PQRåLQD REVDKXM~FD YãHWN\ PRåQp NRUH�RYp VWURP\� NWRUp V~ ]ORåHQp ] i vrcholov,

WLHå DM PQRåLQD V\QWDNWLFNêFK VWURPRY

Symboly binárnych operácií
× NDUWH]LiQVN\ SURGXNW LQWHUYDORY� WLHå DM QiVREHQLH

⊕ ]UH"D]HQLH SRGYHNWRURY� WLHå DM �[RU� V~þHW ELQiUQ\FK þtVHO

∗  YR�Qê V\PERO� WLHå DM QiVREHQLH

∨ ORJLFNê V~þLQ �konjukcia)
• RGGH�RYDþ NyGRYDQê ãSHFLiOQRX SRVWXSQRV"RX Ei] Y '1$� RGGH�XM~FL sekvencie

kódujúce páskové symboly

Symboly porovnania
∝  je priamo úmerné
≈ MH SULEOLåQH� MH L]RPRUIQê

>> MH RPQRKR YlþãLH

> ãSHFLiOQD SRVWXSQRV" '1$ UR]SR]QiYDQi UHãWULNþQêP HQ]êPRP

≠ nerovná sa

Šípky
→ ]REUD]HQLH ] SULHVWRUX GR SULHVWRUX� WLHå DM KRGQRWD VD EOtåL þtVOX� ]iPHQD þtVOD ]D

þtVOR

x←y priradenie hodnoty y premennej x, perturbed←current prechod zo stavu current na
stav perturbed

⇔ je ekvivalentné
⇒ z toho vyplýva
↑x molekula DNA, v ktorej za sebou nasledujúce bázy v orientácii 5’-3’ (pozri obr.

11.1) zodpovedajú symbolom slova x
↓  x molekula DNA komplementárna k molekule ↑  x
= x molekuly ↑  x a ↓  x spojené väzbami medzi komplementárnymi bázami, dvojzávit
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Rôzne symboly
∀  univerzálny NYDQWLILNiWRU� �SUH NDåGp�

∞ QHNRQHþQR
# V\PERO YR�QH ]DPHQLWH�Qê ]D � DOHER �

X
T

∂
∂

parciálna derivácia X SRG�D T

Zátvorky
[a,b] uzavretý interval od a po b
[a,b) ]�DYD X]DYUHWê� VSUDYD RWYRUHQê LQWHUYDO RG a po b
 x FHOi þDV" UHiOQHKR þtVOD x �]DRNU~KOHQLH GROH QD FHOp þtVOR�

  x  ]DRNU~KOHQLH UHiOQHKR þtVOD QD QDMEOLåãLH FHOp þtVOR �DM KRUH�

|x| absolútna hodnota premennej x
|X| NDUGLQDOLWD �SRþHW SUYNRY� PQRåLQ\ X
〈x〉T VWUHGQi KRGQRWD YHOLþLQ\ x pri teplote T

Funkcie a operátory
( )

∈
arg min

D
f

x
x globálne minimum funkcie f premennej alebo vektora premenných x z

oblasti D
code(T ) OLQHiUQ\ NyG NRUH�RYpKR VWURPX T
exp(x) ex

f funkcia
int(α) FHOp þtVOR RGSRYHGDM~FH ELQiUQHPX þtVOX α
ln prirodzený logaritmus (pri základe e)
max(a,b) PD[LPXP ] GYRFK þtVHO a a b
min(a,b) PLQLPXP ] GYRFK þtVHO a a b
mod 2 modulo 2, zvyšok po delení dvojkou
N! faktoriál N
Ocross RSHUiWRU NUtåHQLD

Oinv operátor inverzie
Omut operátor mutácie
Orepro operátor reprodukcie
P(A|B) pravdepodobnos"� åH QDVWDQH XGDORV" $ SUL VSOQHQt SRGPLHQN\ %

random QiKRGQp þtVOR V rovnomernou distribúciou z intervalu [0,1).

random(x) IXQNFLD JHQHUXM~FD QiKRGQp FHOp þtVOR z uzavretého intervalu [0,x-1].

real(α) UHiOQH þtVOR RGSRYHGDM~FH ELQiUQHPX þtVOX α
tanh(x) hyperbolický tangens

Akcenty, horné a dolné indexy
�W "najstaršia" transformácia zavedená do zakázaného zoznamu pred s iteráciami.

t-1 inverzná transformácia k transformácii t
t* transformácia, ktorá vytvára lokálne minimálne riešenie
p, p� G�åND Readovho kódu
〈x〉T VWUHGQi KRGQRWD YHOLþLQ\ x pri teplote T
tCPU þDV FHQWUiOQHM MHGQRWN\ SURFHVRUD SRWUHEQê QD ULHãHQLH ~ORK\

Pmut SUDYGHSRGREQRV" PXWiFLH

Pcross SUDYGHSRGREQRV" NUtåHQLD
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Predslov

2SWLPDOL]iFLD Y LQIRUPDWLNH ]QDPHQi K�DGD" RGSRYH� QD RWi]NX �NWRUp ULHãHQLH MH QDMOHSãLH�

SUH WLH SUREOpP\� NGH VD Gi NYDOLWD NDåGpKR ULHãHQLD RKRGQRWL" MHGQêP þtVORP �KRGQRWRX
optimalizovanej funkcie). Takéto problémy sa vyskytujú v matematike, fyzike, chémii, biológii,
HNRQyPLL� VWDYHEQtFWYH� DUFKLWHNW~UH D PQRKêFK �DOãtFK RGERURFK� 7\SLFNp "DåNp �NP-úplné)
SUREOpP\� QD NWRUp VD SRXåtYDM~ VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� V~ QDSUtNODG SUREOpP\

v teórii grafov (pokrytie a rozklad, podgrafy a supergrafy, izomorfizmus), plánovanie sietí
�NRVWU\� UH]\� VSRMLWRV"� SOiQRYDQLH FLHVW D SRG��� UR]NODG\ D SRNU\WLH PQRåtQ� NRPSUHVLD D

UHSUH]HQWiFLD GiW� SULGH�RYDQLH ~ORK QD PXOWLSURFHVRURYRP SRþtWDþL DOHER VWURMRP Y WRYiUQL�

PDWHPDWLFNp SURJUDPRYDQLH� KU\ �VQDåtPH VD GRVWD" URERWD N FLH�X þR QDMPHQãtP SRþWRP

SRVXQRY� P{åHPH SRK\ERYD" EX� URERWRP DOHER SUHNiåNRX�� SURJUDPRYDQLH DXWRPDWRY�

(YROXþQp D JHQHWLFNp VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ Y\XåtYDM~ PRGHO\ ]iNODGQêFK

PHFKDQL]PRY HYRO~FLH åLYHM KPRW\ SUH ~þHO\ RSWLPDOL]iFLH� (YROXþQp D JHQHWLFNp DOJRULWP\

SUDFXM~ V QiKRGQêPL ]PHQDPL QDYUKRYDQêFK ULHãHQt D QHSRXåtYDM~ GHULYiFLX optimalizovanej
IXQNFLH� LED KRGQRW\ IXQNFLH VDPRWQHM� 3RNLD� V~ QRYp ULHãHQLD YêKRGQHMãLH� QDKUiG]DM~ Y

evolúcii riešení predchádzajúce riešenia.
9R YãHREHFQRVWL HYROXþQêFK D JHQHWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY MH LFK VLOD DOH DM

VODERV"� 3RXåtYDM~ VD DNR SRVOHGQi PRåQRV"� NH� QHYLHPH ]RVWURML" ãSHFLDOL]RYDQp DOJRULWP\

]DORåHQp QD KOERNHM YQ~WRUQHM ]QDORVWL SUREOpPX� DOHER ]O\KiYDM~ NODVLFNp gradientové a
QHJUDGLHQWRYp PHWyG\ RSWLPDOL]iFLH� 1D GUXKHM VWUDQH HYROXþQp D JHQHWLFNp stochastické
RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ P{åHPH SRXåL" QD RSWLPDOL]iFLX SUDNWLFN\ DNHMNR�YHN IXQNFLH� NWRUHM

KRGQRWD VD Gi GRVWDWRþQH UêFKOR Y\SRþtWD"�
3RSUL HYROXþQêFK D JHQHWLFNêFK DOJRULWPRFK V~ Y WHMWR NQLKH SUHGVWDYHQp DM LQp

VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ DNR MH �KRUROH]HFNê� DOJRULWPXV� ]DNi]DQp

SUHK�DGiYDQLH �WDEX VHDUFK� D VLPXORYDQp åtKDQLH �simulated DQQHDOLQJ�� NWRUp Y\XåtYDM~ LQp

DNR HYROXþQp SULQFtS\ QD ~þHO\ RSWLPDOL]iFLH� 3R]RUQRV" MH YHQRYDQi DM JHQHWLFNpPX
programovaniu. To sa vyvinulo z genetických algoritmov, no svojim zameraním na
symbolickú UHJUHVLX �NHG\ K�DGiPH QLHOHQ NRHILFLHQW\ regresnej funkcie, ale aj regresnú
funkciu samotnú) sa oddelilo od ostatných VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG� NWRUp V~

]DPHUDQp QD RSWLPDOL]iFLX DNHMNR�YHN IXQNFLH� 1DMQRYãRX RSWLPDOL]DþQRX PHWyGRX� NWRUi MH

SUHGVWDYHQi DM Y WHMWR NQLKH D NWRUi QD YêSRþHW RSWLPiOQHM KRGQRW\ QHMDNHM IXQNFLH Y\XåtYD

VDPRWQp PROHNXO\ QRVLþD JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH� W�M� PROHNXO\ deoxyribonukleovej kyseliny
�'1$�� MH W]Y� SRþtWDQLH QD Ei]H '1$ �'1$ computing).

.QLKD MH XUþHQi WêP SUDFRYQtNRP YR YêVNXPH DM SUD[L� DNR DM ãWXGHQWRP Y\ããLH
XYHGHQêFK RGERURY� NWRUt SRWUHEXM~ ]YOiGQX" VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ SUH

ULHãHQLH VYRMLFK SUDFRYQêFK ~ORK� .QLKD P{åH VO~åL" DM SUH YãHREHFQp Y]GHODQLH YãHWNêFK�

NWRUt FKF~ KOEãLH SUHQLNQ~" GR SUREOHPDWLN\ SRFKRSHQLD HYRO~FLH D RSWLPDOL]iFLH�

�XELFD %H�XãNRYi

3R�DNRYDQLH

$XWRUL NQLK\ E\ VD WRXWR FHVWRX FKFHOL SR�DNRYD" 'U� Danke Valkovej a Dr. Jozefovi
1RVHNRYL ]D FHQQp SULSRPLHQN\ RK�DGRP REMDVQHQLD WHUPLQROyJLH D SULQFtSRY SUHQRVX

JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH Y åLYêFK RUJDQL]PRFK� �DOHM DXWRUL NQLK\ �DNXM~ UHFHQ]HQWRP GRF� *�

Andrejkovej, doc. M. Brezovi a doc. J. &VRQWy ]D VWDURVWOLYp SUHþtWDQLH D SRV~GHQLH WHMWR
NQLK\ D RSUDYHQLH PQRåVWYD FKêE D SUHNOHSRY�
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1. Úvodné poznámky

5R]YRM PRGHUQHM LQIRUPDWLN\ MH SR]LWtYQH SR]QDPHQDQê VNXWRþQRV"RX� åH K�DGi LQãSLUiFLX Y

åLYHM SUtURGH� VQDåt VD IRUPDOL]RYD" D LPSOHPHQWRYD" SDUDGLJP\ åLYHM SUtURG\ SUH QiYUK

QRYêFK DOJRULWPRY� SRVWXSRY D PHWyG >�@� 9 WHMWR NQLKH VD EXGHPH ]DREHUD" PHWDIRURX

SUHY]DWRX ]R åLYHM SUtURG\� D WR 'DUZLQRYRX HYROXþQRX WHyULRX� 7iWR PHWDIRUD YLHGOD NX

Y]QLNX HYROXþQêFK DOJRULWPRY >����@� NWRUp SDWULD Y V~þDVQRVWL PHG]L DNWXiOQX SUREOHPDWLNX

LQIRUPDWLN\ D QXPHULFNHM PDWHPDWLN\� 3UHNYDSXM~FH QD WHMWR QRYHM QHWUDGLþQHM REODVWL
LQIRUPDWLN\ MH� åH RNUHP WRKR� åH VD Xå VWDOD RUJDQLFNRX V~þDV"RX PRGHUQHM LQIRUPDWLN\� VWDOD

VD WLHå PRVWRP PHG]L H[DNWQêPL SUtURGRYHGHFNêPL REODV"DPL D YHGDPL R åLYHM SUtURGH D

XUþLWRX þDV"RX KXPDQLWQêFK YLHG� Informatici majú teraz v rukách mocný VLPXODþQê QiVWURM�

SRPRFRX NWRUpKR P{åX ]tVND" UHOHYDQWQp RGSRYHGH QD U{]QH G{OHåLWp RWi]N\ D SUREOpP\

HYROXþQHM ELROyJLH� SV\FKROyJLH� VRFLROyJLH DW��� NWRUp EROL GRQHGiYQD SUtVWXSQp OHQ

ãSHNXODWtYQ\P GLVNXVLiP ]DORåHQêP KODYQH QD DQDOyJLiFK DOHER GRPQLHQNDFK DXWRURY� =
SRK�DGX WHyULH D KLVWyULH YHG\ LGH R XQLNiWQ\ IHQRPpQ PRGHUQHM YHG\� �0RVW\� PHG]L U{]Q\PL

YHGQêPL REODV"DPL Y]QLNDM~ REY\NOH DNR YêVOHGRN LQWHQ]tYQ\FK LQWHUGLVFLSOLQiUQ\FK VQiK

SUHNOHQ~" GYH U{]QH YHGQp REODVWL� 9 QDãRP SUtSDGH LãOR R SRPHUQH �MHGQRVWUDQQê DNW� Y
UiPFL LQIRUPDWLN\� DSOLNRYDOL VD SDUDGLJP\ åLYHM SUtURG\ DNR PRåQp DOWHUQDWtYQH DOJRULWP\

XþHQLD D DGDSWiFLH� D Då QHVN{U VD XNi]DOR� DNê VLOQê VLPXODþQê SURVWULHGRN Pi LQIRUPDWLND N

GLVSR]tFLL QD SRFKRSHQLH D LQWHUSUHWiFLX MDYRY D SURFHVRY SUHELHKDM~FLFK Y åLYHM SUtURGH� 1D
tejto situácii je pre LQIRUPDWLNRY IDVFLQXM~FH WR� åH VD GRVWDOL GR FHQWUD YHGHFNêFK DNWLYtW� NGH
Y UiPFL PLHUQH PRGLILNRYDQpKR DUJXPHQWDþQpKR D SRMPRYpKR DSDUiWX LQIRUPDWLN\ ]tVNDYDM~

UHOHYDQWQp YêVOHGN\ WêNDM~FH VD HYROXþQêFK SURFHVRY Y åLYHM SUtURGH DOHER SURFHVRY

prebiehajúcich na elementárnej úrovni neurónov v mozgu pri jeho kognitívnych aktivitách.
8YHGLHPH QLHNR�NR SR]QiPRN N PHWDIRUH 'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULH� NWRUi REVDKXMH

WLHWR WUL ]ORåN\�

1. Prirodzený výber� W�M� SURFHV Y NWRURP MHGLQFL V YH�NêP ILWQHVV YVWXSXM~ GR
SURFHVX UHSURGXNFLH V YlþãRX SUDYGHSRGREQRV"RX DNR MHGLQFL V PDOêP

fitness. Pod ILWQHVV UR]XPLHPH NYDQWLWDWtYQX PLHUX VFKRSQRVWL SUHåL" D

YVWXSRYD" GR UHSURGXNþQpKR SURFHVX�

2. Náhodný genetický drift� Y NWRURP QiKRGQp XGDORVWL Y åLYRWH MHGLQFRY

RYSO\Y�XM~ SRSXOiFLX� 7DNêPLWR XGDORV"DPL V~ QDSU� QiKRGQi PXWiFLD

JHQHWLFNpKR PDWHULiOX DOHER QiKRGQi VPU" MHGLQFD V YH�NêP ILWQHVV
SUHGWêP� DNR PDO PRåQRV" ]~þDVWQL" VD UHSURGXNþQpKR SURFHVX�
Náhodné efekty genetického driftu sú významné hlavne pre malé
populácie.

3. 5HSURGXNþQê SURFHV� Y UiPFL NWRUpKR VD ] URGLþRY Y\WYiUDM~ SRWRPNRYLD�

Genetická informácia potomkov sa vytvára vzájomnou výmenou
JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH URGLþRY� 1DMþDVWHMãLH WHQWR SURFHV SUHELHKD WDN� åH

] JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH GYRFK MHGLQFRY VD QiKRGQH Y\EHU~ þDVWL

chromozómu - informácie, z ktorých sa potom zostaví genetická
informácia nového jedinca - potomka (tzv. sexuálna reprodukcia). Tento
SURFHV VD LQDN YROi NUtåHQLH D Y]K�DGRP QD WR� åH VD Y\VN\WXMH X YãHWNêFK

]ORåLWHMãtFK RUJDQL]PRY� P{åHPH XV~GL"� åH SRGVWDWQH ]YlþãXMH UêFKORV"

D ~þLQQRV" HYRO~FLH�

(YROXþQp DOJRULWP\ ]DORåHQp QD PHWDIRUH 'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULH SUHGVWDYXM~ QRYê
QHWUDGLþQê SUtVWXS N K�DGDQLX RSWLPiOQHKR �DOHER VXERSWLPiOQHKR� ULHãHQLD ]ORåLWêFK
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RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY� NWRUp QLH V~ ULHãLWH�Qp NODVLFNêPL WHFKQLNDPL� =iNODGQêP

pojmom týchto algoritmov je populácia chromozómov, ktoré sú obvykle tvorené lineárnymi
UH"D]FDPL V\PERORY� 9 WêFKWR FKURPR]yPRFK MH ]DNyGRYDQp DNWXiOQH ULHãHQLH

RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX� FKURPR]yP\ ]RGSRYHGDM~FH NYDOLWQpPX ULHãHQLX V~ RKRGQRWHQp

YH�NêP ILWQHVV� 9VWXS GR SURFHVX UHSURGXNFLH MH ~PHUQê ILWQHVV FKURPR]yPRY �FKURPR]yP\
V YH�NêP ILWQHVV YVWXSXM~ V YlþãRX SUDYGHSRGREQRV"RX GR UHSURGXNFLH�� 7iWR UHSURGXNFLD

REVDKXMH HãWH DM XUþLWê QiKRGQê IDNWRU �JHQHWLFNê GULIW� Y\MDGUHQê PRåQRV"RX QiKRGQHM
PXWiFLH �Y UH"D]FL MH QiKRGQH Y\EUDQê V\PERO ]DPHQHQê LQêP QiKRGQH Y\EUDQêP
V\PERORP�� 7iWR VNXWRþQRV" XPRå�XMH HYRO~FLL K�DGD" QRYp ULHãHQLD� NWRUp VD Y SRSXOiFLL

HãWH Y{EHF QHY\VN\WOL D P{åX E\" YH�PL QiGHMQp SUH �DOãLX HYRO~FLX SRSXOiFLH� 3R XUþLWRP

SRþWH JHQHUiFLt VD ]DþQ~ Y SRSXOiFLL Y\VN\WRYD" MHGLQFL � FKURPR]yP\� NWRUp UHSUH]HQWXM~
Y\VRNRNYDOLWQp ULHãHQLH GDQpKR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX�

9\ããLH SRStVDQi ]iNODGQi LGHD HYROXþQêFK DOJRULWPRY MH ]DORåHQi QD IRUPDOL]iFLL
'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULH� NWRUi VD SUHY]DOD GR LQIRUPDWLN\ ] ELROyJLH� 9 V~þDVQRVWL Xå
H[LVWXMH Y LQIRUPDWLNH FHOi SDOHWD HYROXþQêFK DOJRULWPRY� NWRUp V~ ]DORåHQp QD U{]QHM

interpretácii 'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULH� QD ]G{UD]QHQt QLHNWRUpKR partikulárneho aspektu
DW�� 'RNRQFD Y]QLNOL HYROXþQp DOJRULWP\� NWRUp VYRMX LQãSLUiFLX QHK�DGDOL Y åLYHM SUtURGH� DOH Y

QHåLYHM SUtURGH � YR I\]LNH� 'REURX LOXVWUiFLRX HYROXþQêFK DOJRULWPRY ]DORåHQêFK QD

paradigme inej ako 'DUZLQRYD HYROXþQi WHyULD MH PHWyGD VLPXORYDQpKR åtKDQLD� NWRUi
vychádza z predstáv evolúcie termodynamických systémov [10].

(YROXþQp DOJRULWP\ Y V~þDVQRVWL SDWULD PHG]L ]iNODGQp QiVWURMH PRdernej informatiky v
SUtSDGRFK K�DGDQLD ULHãHQt Y H[WUpPQH ]ORåLWêFK VLWXiFLiFK� NHG\ SRXåLWLH ãWDQGDUGQêFK

GHWHUPLQLVWLFNêFK PHWyG ]DORåHQêFK QD WHFKQLNiFK ~SOQpKR SUHK�DGiYDQLD QHPRåQR

DSOLNRYD" �DNRE\ VPH KUDOL ãDFK WDN� åH QDMSUY ]RVWURMtPH YãHWN\ PRåQp "DK\ Då GR NRQFD KU\

D ] WêFKWR Y\EHULHPH WHQ "DK� NWRUê QDMUêFKOHMãLH YHGLH N YêKUH�� 8ND]XMH VD� åH HYROXþQi

PHWDIRUD MH YH�PL HIHNWtYQ\P SUtVWXSRP N ULHãHQLX WêFKWR ]ORåLWêFK SUREOpPRY QDMPl Y

SUtSDGRFK� NH� QHSRWUHEXMHPH RSWLPiOQH ULHãHQLH SUREOpPX� DOH Y\VWDþtPH DM V NYDOLWQêP

VXERSWLPiOQ\P ULHãHQtP� =iNODGQp YODVWQRVWL WêFKWR DOJRULWPRY P{åHPH ]KUQ~" WDNWR�

1. (YROXþQp DOJRULWP\ SDWULD PHG]L ]iNODGQp SURVWULHGN\ PRGHUQHM
QXPHULFNHM PDWHPDWLN\ SUH ULHãHQLH ]ORåLWêFK RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY�

3RXåtYDM~ VD YWHG\� DN K�DGiPH WDNp JOREiOQH PLQLPXP� NWRUp MH

RENORSHQp PQRåVWYRP ORNiOQ\FK PLQtP� 6NXWRþQRV"� åH VD GDM~ WDNWR

SRXåL"� MH SUHNYDSXM~FD �SRGREQH DNR SUH QHXUyQRYp VLHWH YODVWQRV"� åH

sú univerzálnym aproximátorom funkcií), adaptáciou a modifikáciou
všeobecných predstáv o 'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULL VPH GRVWDOL
XQLYHU]iOQX QXPHULFN~ RSWLPDOL]DþQ~ PHWyGX�

2. (YROXþQp DOJRULWP\ VD P{åX YR YãHREHFQRVWL FKiSD" DNR DEVWUDNFLD D

formalizácia 'DUZLQRYHM HYROXþQHM WHyULH� 3RPRFRX HYROXþQêFK DOJRULWPRY
P{åHPH QXPHULFN\ VLPXORYD" GDUZLQRYVN~ HYRO~FLX ]DORåHQ~ QD

prirodzenom výbere a náhodnom genetickom GULIWH� (YROXþQp DOJRULWP\
poskytujú univerzálny algoritmus pre simuláciu evolúcie, v ktorom je
SRWUHEQp PRGLILNRYD" OHQ VS{VRE XUþHQLD fitness chromozómu pomocou
]RGSRYHGDM~FHKR UH"D]FD V\PERORY �Y ELROyJLL VD WHQWR SUREOpP QD]êYD

]REUD]HQLH JHQRW\SX QD IHQRW\S� NGH OLQHiUQ\ UH"D]HF FKURPR]yPX

NyGXMH RUJDQL]PXV� NWRUpKR VFKRSQRV" UHSURGXNFLH D SUHåLWLD MH PLHURX

ILWQHVV GDQpKR FKURPR]yPX�� 7iWR VNXWRþQRV" RWYiUD YH�Np PRåQRVWL SUH

informatikov zaoberajúcich sa genetickými algoritmami pre nové
QHWUDGLþQp DSOLNiFLH Y UiPFL HYROXþQHM ELROyJLH� SUL VOHGRYDQt HYROXþQpKR

vývoja tej-ktorej (aj sociálnej) vlastnosti, ktorá je zakódovaná v
chromozóme.
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Nech funkcia
→f : D R                                                           (2.1a)

[ ] [ ] [ ] [ ]
=

= = × × ×∏ 1 1 2 2
1

n

i i n n
i

D a ,b a ,b a ,b ... a ,b                                    (2.1b)

zobrazuje n-rozmernú kocku D (karteziánsky produkt uzavretých intervalov [ai,bi]) na reálne
þtVOR y∈ R, (pozri obr. 2.1).

Obrázok 2.1. Schematické znázornenie zobrazenia f � NWRUp SULUDGt UHiOQH þtVOR \∈ R NDåGpPX

n-rozmernému vektoru x∈ D.

7iWR IXQNFLD MH RKUDQLþHQi GYRPD SRGPLHQNDPL�
(1) Existuje taký algoritmus, ktorý funkciu f �Y\SRþtWD GRVWDWRþQH UêFKOR� V SRåDGRYDQRX

SUHVQRV"RX SUH NDåGp x∈ D �KRYRUtPH� åH IXQNFLD f je dobre Y\SRþtWDWH�Qi).
��� 3UH NDåG~ GYRMLFX ORNiOQ\FK PLQtP x1, x2∈ D MH Y]GLDOHQRV" _x1-x2_ YlþãLD DNR GDQp

NODGQp þtVOR δ>0, |x1-x2|>δ �SR]UL REU� ����� 3RGPLHQND ]KRUD RKUDQLþXMH SRþHW ORNiOQ\FK
miním funkcie f, ktoré sa vyskytujú na kocke D. 1LH MH PRåQp� DE\ VD Y �XERYR�QRP RNROt
PLQLPD IXQNFLH Y\VN\WRYDOR LQp PLQLPXP� SUH XUþLWp PDOp RNROLH PLQLPD IXQNFLH E\ Y\ããLH

uvedená podmienka |x1-x2|>δ SUHVWDOD SODWL"� 3RGPLHQND DXWRPDWLFN\ Y\OXþXMH ] WULHG\

prípustných funkcií tie funkcie, ktoré sú "IUDNWiORYpKR� W\SX� W�M� Y NDåGRP RNROt QHMDNpKR
PLQLPD VD QDFKiG]D DVSR� MHGQR LQp PLQLPXP�

Globálne minimum funkcie f na kocke D MH XUþHQp Y]"DKRP

( )
∈

= arg minopt
D

x f
x

x                                                        (2.2)

1iMGHQLH JOREiOQHKR PLQLPD SRXåLWtP NODVLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG >���@ �gradientových
a QHJUDGLHQWRYêFK� SDWUt PHG]L "DåNR ULHãLWH�Qp SUREOpP\ SUH IXQNFLH� NWRUp QLH V~

RKUDQLþHQp �DOãtPL SRGPLHQNDPL �QDSU� åH f (x) je konvexná funkcia v oblasti D). Z týchto
G{YRGRY VD Y V~þDVQRVWL >���@ SUL ULHãHQt SUREOpPX ����� þDVWR SRXåtYDM~ W]Y� HYROXþQp

RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� NWRUp SRVN\WXM~ ULHãHQLD EOt]NH JOREiOQHPX DOHER V QtP WRWRåQp�



7

Obrázok 2.2. Ilustrácia druhej podmienky kladenej na funkciu f� 9]GLDOHQRV" PHG]L NDåGRX GYRMLFRX

miním x1 a x2 MH YlþãLD DNR SUHGStVDQp NODGQp þtVOR δ, |x1-x2|>δ .

Úloha 2.1. Nech funkcia f(x) má tvar

( ) ( )20.01 sinxf x e mx−=
pre m=2,5,10 a x∈ >������@� 3RXåLWtP SURJUDPRYêFK V\VWpPRY W\SX 0$3/( >�@ DOHER
0$7+(0$7,&$ >�@ QDNUHVOLWH SULHEHK WêFKWR IXQNFLt D QiMGLWH QLHNR�NR SUYêFK QDMQLåãtFK

PLQtP �YþtWDQH JOREiOQHKR�� =LVWLWH KRUQp RGKDG\ NRQãWiQW δ (pozri podmienku 2 z kapitoly
2.1) funkcie f(x) pre rôzne hodnoty parametrov m.

Obrázok 2.3. *HRPHWULFNi LQWHUSUHWiFLD ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ k=3 pomocou vrcholov kocky. Dva
susedné vrcholy odpovedajú binárnym vektorom, ktorých +DPPLQJRYD Y]GLDOHQRV" MH MHGQRWNRYi �W�M�
vektory sa líšia len v jednej polohe).

Binárna verzia funkcie (2.1) má tvar

{ } →0 1
k

f : , R                                                       (2.3a)

7iWR IXQNFLD MH GHILQRYDQi QDG PQRåLQRX ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ k, zobrazenie f priradí
NDåGpPX ELQiUQHPX YHNWRUX UHiOQH þtVOR ] PQRåLQ\ R

 ( )=y f α                                                             (2.3b)

.DUGLQDOLWD PQRåLQ\ ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ k MH XUþHQi Y]"DKRP

{ } =0 1 2
k k,                                                           (2.4)

7R ]QDPHQi� åH �GLPHQ]LD� SULHVWRUX YãHWNêFK PRåQêFK ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ k rastie
H[SRQHQFLiOQH V G�åNRX k� -HGQRGXFKi JHRPHWULFNi LQWHUSUHWiFLD ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\
k=3 je znázornená na obr. 2.3.
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Úloha 2.2. Nakreslite analóg kocky na obr. 2.3 pre k=4.

Úloha 2.3. 1DStãWH SURJUDP �Y MD]\NX 3DVFDO DOHER &� QD V\VWHPDWLFNp SUHK�DGiYDQLH

YãHWNêFK ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ N SRPRFRX PHWyG\ VSlWQpKR SUHK�DGiYDQLD

(backtracking) [8] (pozri algoritmus 2.1).

SURFHGXUH %DFNWUDFNB6HDUFKLQJ�RXWSXW � IRSW�αRSW��

EHJLQ IRSW� ∞� S� �� 8�� ��

ZKLOH S≥� GR

LI 8S≥� WKHQ

EHJLQ αS� 8S� 8S� 8S���

LI �S N� DQG �I�α��IRSW� WKHQ

EHJLQ IRSW� I�α�� αRSW� α HQG HOVH

LI S�N WKHQ

EHJLQ S� S��� 8S� � HQG�

HQG HOVH S� S���

HQG�

Algoritmus 2.1. ,PSOHPHQWiFLD PHWyG\ VSlWQpKR SUHK�DGiYDQLD SUH ULHãHQLH RSWLPDOL]DþQpKR
problému (2.5). Priebeh algoritmu pre k=3 je znázornený na obrázku 2.4.

Obrázok 2.4. 'LDJUDPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH DOJRULWPX ��� VSlWQpKR SUHK�DGiYDQLD SRPRFRX ELQiUQHKR

stromu.

$QDOyJ RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ����� SUH ELQiUQH YHNWRU\ Pi WYDU

{ }
( )

.

. .

0 1
arg min

kopt
,

f
∈

=                                                    (2.5)

Vo všeobecnosti sa globálne optimum αopt QiMGH SR SUHVN~ãDQt YãHWNêFK PRåQêFK ELQiUQ\FK

YHNWRURY G�åN\ k� 2EUD]QH SRYHGDQp� SUREOpP ����� Y\ULHãLPH WDN� åH VD XUþLWêP

systematickým spôsobom pohybujeme po vrcholoch k-rozmernej hyperkocky (pozri obr. 2.3)
WDN� åH QDYãWtYLPH YãHWNêFK �

k
YUFKRORY� $OJRULWPLFN\ WHQWR SUtVWXS PRåQR LPSOHPHQWRYD"

SRPRFRX PHWyG\ VSlWQpKR SUHK�DGiYDQLD >�@� SR]UL DOJRULWPXV ���� ýDV &38 SRWUHEQê QD

ULHãHQLH RSWLPDOL]DþQHM ~ORK\ ����� MH SRWRP ~PHUQê kardinalite priestoru riešení

∝ 2k
CPUt                                                           (2.6)
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2.2 Binárna reprezentácia reálnej premennej

Nech sa binárny vektor α G�åN\ k

( ) { }= α α α ∈1 2 0 1
k

k... ,α                                                 (2.7)

LQWHUSUHWXMH DNR FHOp þtVOR

( ) −

=
− −

−

= α =

= α + α + + α + α

∑
1

1 2
1 2 1

int 2

2 2 2

k
k i

i
i

k k
k k...

α
                               (2.8)

. WRPXWR FHOpPX þtVOX MHGQRGXFKêP VS{VRERP SULUDGtPH UHiOQH þtVOR� NWRUp VD P{åH FKiSD"

DNR DSUR[LPiFLD UHiOQHKR þtVOD x∈ [a,b]

( ) ( )real int
2 1k

b a
x a

−≈ = +
−

α α                                           (2.9)

7iWR NRQãWUXNFLD UDFLRQiOQHKR þtVOD a≤real(α)≤b ] ELQiUQHKR UH"D]FD α G�åN\ k sa formálne
interpretuje ako "transformácia" binárnej reprezentácie na "reálnu" reprezentáciu, kde
]RVWURMHQp UDFLRQiOQH þtVOR real(α) DSUR[LPXMH SRåDGRYDQp UHiOQH þtVOR x V SUHVQRV"RX

(b-a)/(2k-1). Interval [a,b] obsahuje m=2k bodov x1=a, x2=a+(b-a)/(2k-1), ..., xi =a+(i -1)(b -
-a)/(2k-1), ..., xn=b, pozri obr. 2.5 a tab. 2.1.

Obrázok 2.5. Reálna premenná x z uzavretého intervalu [a,b] v binárnej reprezentácii sa aproximuje
bodmi x1, x2, ..., xm� NGH SRþHW ERGRY m =2k

� 3UHVQRV" WHMWR DSUR[LPiFLH MH XUþHQi G�åNRX ELQiUQ\FK

UH"D]FRY k� Y]GLDOHQRV" PHG]L GYRPD VXVHGQêPL ERGPL MH �b-a)/(2k -1).

7DEX�ND ���� 5HSUH]HQWiFLD þtVHO

No. α int(α) real(α) aα  (Gray)

1 000 0 0 000
2 001 1 1/7 001
3 010 2 2/7 011
4 011 3 3/7 010
5 100 4 4/7 110
6 101 5 5/7 111
7 110 6 6/7 101
8 111 7 1 100

Inverzná transformácia k vzorcu (2.9) má tvar

( ) ( )− = − − 
int 2 1kx a

b a
α                                                   (2.10)

kde symbol x SUHGVWDYXMH FHO~ þDV" UHiOQHKR þtVOD x (napr. 1.1=1 a 1.9=1). V dôsledku
WRKR� åH a≤x≤b, zlomok (x-a)/(b-a� OHåt Y X]DYUHWRP LQWHUYDOH >���@� DN int(α)=0, potom x=a; ak
int(α)=2k

 -1, potom x=b.
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Vyššie uvedená binárna reprezentácia má jednu podstatnú nevýhodu. Dvojica binárnych
UH"D]FRY� NWRUp VD OtãLD YR YãHWNêFK SRORKiFK ELWRYêFK SUHPHQQêFK� P{åH RGSRYHGD" GYRP

VXVHGQêP FHOêP þtVODP �SR]UL QDSU� WDE� ���� NGH NRPSOHPHQWiUQH ELQiUQH UH"D]FH α1 =(011)
a α2 ����� VD LQWHUSUHWXM~ DNR FHOp þtVOD int(α1)=4, resp. int(α2)=5). Táto nevýhoda
ãWDQGDUGQpKR ELQiUQHKR NyGX VD RGVWUD�XMH SRXåLWtP W]Y� Grayovho kódu [9]. Jeho základná
P\ãOLHQND VSRþtYD Y WRP� åH NyGXMH ELQiUQH þtVOD WDN� åH GYH VXVHGQp FHOp þtVOD V~ ELQiUQH

UHSUH]HQWRYDQp UH"D]FDPL� NWRUp V~ U{]QH OHQ Y MHGQHM SRORKH ELQiUQHKR UH"D]FD �SR]UL WDE�

���� NGH QDSU� ELQiUQH UH"D]FH aα
�
=(010) a aα

�
=(110), ktoré sa líšia len v prvej polohe

UH"D]FD� RGSRYHGDM~ VXVHGQêP FHOêP þtVODP int( aα
�
)=4 resp. int( � 2α )=5). Konštrukcia

UDFLRQiOQHKR þtVOD ] LQWHUYDOX >a,b@ �NWRUp� DNR Xå EROR SRYHGDQp Y\ããLH� aproximuje reálne
þtVOR a≤x≤b� VD ]DNODGi QD WRP� åH ELQiUQH þtVOR Y Grayovom kóde najprv pretransformujeme
GR ãWDQGDUGQpKR NyGX D Då SRWRP VD SRXåLMH Y]"DK �����

( ) ( )real int
2 1k

b a
x a

−≈ = +
−

α α� �                                            (2.11)

kde ( )= α α α� � � �1 2 k, ,...,α MH ELQiUQ\ UH"D]HF ]RVWURMHQê SRPRFRX Grayovho kódu a int( �α ) je

RGSRYHGDM~FH FHOp þtVOR SULUDGHQp UH"D]FX aα

 ( ) ( )=�int intα α                                                      (2.12)

NGH VD MHGQRWOLYp NRPSRQHQW\ UH"D]FD ( )= α α α1 2 k, ,...,α XUþLD SRPRFRX ]ORåLHN UH"D]FD

( )= α α α� � � �1 2 k, ,...,α  (pozri obr. 2.6)

Obrázok 2.6. Transformácie Grayovho kódu na štandardný kód (A, pozri (2.13)) resp. štandardného
kódu na *UD\RY NyG �%� SR]UL ������� SRXåLWtP DOJHEUDLFNHM RSHUiFLH �xor" reprezentovanej
trojuholníkmi.

α α
α α α α α
α α α α α α

α α α α α α

� �

� � � � �

� � � � � �

� � �

=
= ⊕ = ⊕
= ⊕ ⊕ = ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕ −

a

a a a

a a a a

����������������

a a
���

a a

N N N N

                                     (2.13)

kde binárna operácia "⊕ " je definovaná ako "[RU� V~þHW ELQiUQ\FK þtVHO� �⊕ 0=0, 0⊕ 1=1,
1⊕ 0=1 a 1⊕ � �� 7LHWR Y]"DK\ ������ PRåQR MHGQRGXFKR YHULILNRYD" QD SUtNODGRFK ] WDEX�N\

���� 3RVOHGQê VW�SHF WHMWR WDEX�N\ �*UD\RY NyG� VD SRXåLWtP ������ SUHWUDQVIRUPXMH QD GUXKê
VW�SHF �ãWDQGDUGQê NyG�� ,QYHU]Qi WUDQVIRUPiFLD Y]K�DGRP QD ������ �W�M� NRQãWUXNFLD

*UD\RYKR NyGX ]R ãWDQGDUGQpKR NyGX� VD MHGQRGXFKR XUþt DNR ULHãHQLD URYQtF ������
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a

a

a

����������������

a

α α
α α α
α α α

α α α

� �

� � �

� � �

�

=
= ⊕
= ⊕

= ⊕−N N N

                                                     (2.14)

Úloha 2.4. 1DStãWH SURJUDP� NWRUê WUDQVIRUPXMH ELQiUQH YHNWRU\ G�åN\ N QD UHiOQH þtVOD ]

intervalu [������@� SULþRP VD Y\XåtYD WDN ãWDQGDUGQp� DNR DM *UD\RYR NyGRYDQLH� 6~þDV"RX

SURJUDPX QHFK MH DM LQYHU]Qi WUDQVIRUPiFLD Y\SRþtWDQpKR UHiOQHKR þtVOD QD ELQiUQ\ WYDU�

7HQWR ]RVWURMHQê ELQiUQ\ YHNWRU PXVt E\" WRWRåQê V ELQiUQ\P YHNWRURP� NWRUê YVWXSRYDO GR
SURJUDPX� =UHSURGXNXMWH WDEX�NX ��� D ]RVWURMWH SRPRFRX SURJUDPX MHM UR]ãtUHQ~ YHU]LX SUH
k=4.

Úloha 2.5. $Ni PXVt E\" G�åND ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH SUHPHQQHM IXQNFLH I�[� ] ~ORK\ ���� DN

FKFHPH ]tVND" YêVOHGN\ V SUHVQRV"RX ��
-2 ? Je výsledok kompatibilný so získanými

hodnotami konštánt δ z úlohy 2.1?

�� �!��
"#
�������"�
�����
�
����������
��
���
������
�

���������
��
��
����������
����
����

1DãRX KODYQRX ~ORKRX MH ULHãL" VSRMLWê RSWLPDOL]DþQê SUREOpP ����� SUH JOREiOQH PLQLPXP

funkcie f(x� QDG REODV"RX D� 3UH �DOãLH ~YDK\ R SRXåLWt HYROXþQêFK DOJRULWPRY QD ULHãHQLH

WRKWR SUREOpPX EXGH XåLWRþQp SUHWUDQVIRUPRYD" WHQWR VSRMLWê RSWLPDOL]DþQê SUREOpP ����� QD
ELQiUQ\ RSWLPDOL]DþQê SUREOpP ������ 3UHGSRNODGDMPH� åH NDåGi ] n premenných vektora
x∈ D MH Y\MDGUHQi Y ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLL ELWRYêP YHNWRURP G�åN\ k� 7R ]QDPHQi� åH YHNWRU

x∈ D MH Y ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLL Y\MDGUHQê ELWRYêP YHNWRURP G�åN\ kn (pozri obr. 2.7). Nech
funkcia f vyhovuje druhej podmienke z odseku 2.1 pre danú kladnú konštantu δ. Budeme
SUHGSRNODGD"� åH G�åND ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH k MH ]YROHQi WDN� åH SODWt

( )
( ) ( )−

δ >> =
−

pre 1 2
2 1

i i

k

b a
i , ,...,n                                   (2.15)

7iWR SRGPLHQND Y\åDGXMH� DE\ PLQLPiOQD Y]GLDOHQRV" PHG]L GYRPD PLQLPDPL IXQNFLH f (x)
QDG REODV"RX D EROD RPQRKR YlþãLD DNR �SUHVQRV"� ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH SUH NDåG~

premennú vektora x∈ D.

Obrázok 2.7. Schematické znázornenie vektora x∈ D (obsahujúceho n ]ORåLHN� D MHKR ELQiUQHM

UHSUH]HQWiFLH SRPRFRX ELWRYêFK YHNWRURY G�åN\ k� 9êVOHGQê ELWRYê YHNWRU Pi G�åNX kn.

Prechod od binárneho vektora α=(α1,α2, ..., αkn)∈ {0,1} 
kn k spojitému vektoru x=(x1,x2,...,

xn)∈ D VD P{åH IRUPiOQH FKiSD" DNR WUDQVIRUPiFLD

{ }Γ →0 1
kn

: , D                                                   (2.16a)

( )= Γx α                                                       (2.16b)
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NWRUi ]REUD]XMH PQRåLQX ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ kn na body - n�WLFH UHiOQ\FK þtVHO z kocky
D. ,Qiþ SRYHGDQp� NRQHþQi PQRåLQD ��

kn
� ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ kn je reprezentovaná

pomocou zobrazenia Γ ERGPL� NWRUp P{åX E\" Y REODVWL D usporiadané do ortogonálnej
PULHåN\ �SR]UL REU� ����� 0LQLPDOL]DþQê SUREOpP ����� SUL SRXåLWt ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH n-
rozmerných vektorov x VD WHGD UHDOL]XMH QD NRQHþQHM PQRåLQH GLVNUpWQ\FK ERGRY� 2]QDþPH

aα RSW ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ kn� NWRUê ERO ]tVNDQê ULHãHQtP RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ������

SULþRP IXQNFLD f  WRKWR SUREOpPX MH WRWRåQi V IXQNFLRX f Y RSWLPDOL]DþQRP SUREOpPH �����

{ }
( )( )

0 1
arg minopt kn,

f
∈

= Γ
α

α α�                                                 (2.17a)

Vektor reálnych premenných priradený tomuto binárnemu vektoru je ( )= Γ�
�opt optx α . Budeme

SUHGSRNODGD"� åH SUHVQRV" ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH �W�M� SRþHW ELWRY k UH]HUYRYDQêFK SUH NDåG~

UHiOQX SUHPHQQ~� MH WDNi� åH YHNWRU
a

[RSW  je blízky presnému riešeniu xopt spojitého

RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ����� IXQNFLH f QDG REODV"RX D (pozri obr. 2.8).

( )≈ = Γ�
�opt opt optx x α                                                    (2.17b)

Obrázok 2.8. 2EODV" D je aproximovaná RUWRJRQiOQRX PULHåNRX ERGRY� NWRUp PDM~ ELQiUQX

reprezentáciu vyjadrenú pomocou kn-rozmerných vektorov.

3UHVQRV" ULHãHQLD RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ����� SUL SUHFKRGH ]R VSRMLWHM UHSUH]HQWiFLH

do binárnej reprezentácie závisí od konštanty k� NWRUi XUþXMH G�åNX ELQiUQ\FK YHNWRURY

reprezentujúcich jednotlivé reálne premenné. Ak funkcia f obsahuje málo miním, ktoré sú
GRVWDWRþQH QDY]iMRP L]RORYDQp �NRQãWDQWD δ MH YH�Ni� SR]UL REU� ���� D �ãLURNp�� NRQãWDQWD N
QHPXVt E\" YH�Ni� $YãDN DN IXQNFLD f REVDKXMH PQRåVWYR PLQtP� NWRUp OHåLD EOt]NR VHED

(konštanta δ PXVt E\" PDOi�� SRWRP NRQãWDQWD k PXVt E\W SRPHUQH YH�Ni� Ortogonálna
PULHåND ERGRY QDG REODV"RX D, ktoré sú generované zvolenou binárnou reprezentáciou
UHiOQ\FK SUHPHQQêFK� PXVt E\" GRVWDWRþQH MHPQi� DE\ VD SRVWLKOL D RGOtãLOL EOt]NR VHED
OHåLDFH PLQLPi IXQNFLH f.
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Obrázok 2.9. Vrstevnicový graf funkcie f QDG REODV"RX D, ktorá je v binárnej reprezentácii
aproximovaná RUWRJRQiOQRX PULHåNRX ERGRY� 3UHVQp PLQLPXP IXQNFLH f QDG REODV"RX D MH R]QDþHQp

xopt , minimum funkcie f nad bodmi RUWRJRQiOQHM PULHåN\ MH R]QDþHQp opt
�x . Vychádzajúc z podmienky,

åH SDUDPHWUH ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH EROL ]YROHQp WDN� DE\ YKRGQH DSUR[LPRYDOL REODV" D �G�åND k
ELQiUQ\FK YHNWRURY MH GRVWDWRþQi�� SRWRP YHNWRU opt

�x dobre aproximuje presné riešenie xopt .

Literatúra

[1] L. Lukšan: Metody s SURP�QQRX PHWULNRX. Academia, Praha 1990.
[2] M. 0D�DV� 2SWLPDOL]DþQt metody. SNTL, Praha 1979.
[3] A. Brunovská: Malá optimalizácia. Metódy, programy, príklady. Alfa, Bratislava 1990.
[4] T. Bäck: Evolutionary Algorithms in Theory and Practice. Evolution Strategies,

Evolutionary Programming, Genetic Algorithms. Oxford University Press, New York
1996.

[5] D.B. Fogel: Evolutionary Computation. Toward a New Philosophy of Machine
Intelligence.  IEEE Press, New York 1995.

[6] B. Char, K.O. Geddes, G.H. Gonnet, B.L. Leong, M.B. Monagan, and S. Watt: Maple
V. Springer Verlag, Berlin 1992.

[7] S. Wolfram: Mathematica. A System for Doing Mathematics by Computers. Addison
Wesley, Reading, MA 1993.

[8] /� .XþHUD� Kombinatorické algoritmy. SNTL, Praha 1983.
[9] R. Hamming: Coding and Information Theory. Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs, NJ

1980.



14

3. Horolezecké algoritmy

3.1 Základné �����������	
������
�����	
�
��������
slepý algoritmus
      a horolezecký algoritmus

Uvedieme dva základné typy VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY� NWRUp DM NH�

QHREVDKXM~ HYROXþQp U\V\� EXG~ VO~åL" DNR ]iNODG SUH IRUPXOiFLX HYROXþQêFK RSWLPDOL]DþQêFK

algoritmov. Slepý algoritmus je základný stochastický algoritmus, ktorý opakovane generuje
náhodne riešenie z oblasti D a zapamätá si ho len vtedy, ak bolo lepšie ako to riešenie, ktoré
Xå EROR ]D]QDPHQDQp Y SUHGFKiG]DM~FHM KLVWyULL DOJRULWPX� = G{YRGRY NRPSDWLELOLW\ WRKWR

DOJRULWPX V HYROXþQêPL DOJRULWPDPL XYHGLHPH MHKR LPSOHPHQWiFLX SUH ELQiUQX UHSUH]HQWiFLX

vektorov - riešení (pozri algoritmus 3.1).

SURFHGXUH %OLQGB$OJRULWKP�LQSXW� W
PD[
�N�Q� RXWSXW� α

ILQ
�I

ILQ
��

EHJLQ I
ILQ
� ∞� W� ��

ZKLOH W�W
PD[

GR

EHJLQ W� W���

α� QiKRGQH JHQHURYDQê ELQiUQ\
YHNWRU G�åN\ NQ�

LI I�Γ�α���I
ILQ

WKHQ

EHJLQ α
ILQ
� α� I

ILQ
� I�Γ�α�� HQG�

HQG�

HQG�

Algoritmus 3.1. Pseudopascalovská implementácia slepého algoritmu. Vstupné parametre procedúry
sú tmax �PD[LPiOQ\ SRþHW iterácií) a konštanty k a n �G�åND ELQiUQHKR UH"D]FD MHGQRWOLYHM SUHPHQQHM�
UHVS� SRþHW SUHPHQQêFK optimalizovanej funkcie f �� $OJRULWPXV ]DþtQD LQLFLDOL]iFLRX SUHPHQQêFK ffin
(výsledná hodnota nájdeného minima funkcie f ) a t �SRþtWDGOR iterácií). Algoritmus sa opakuje tmax-krát,
SRWRP MH XNRQþHQê D YêVWXSQp SDUDPHWUH αfin a ffin obsahujú najlepšie hodnoty riešenia v binárnej
UHSUH]HQWiFLL D SUtVOXãQ~ QDMOHSãLX IXQNþQ~ KRGQRWX�

-HGQRGXFKêPL ~YDKDPL VD Gi GRNi]D"� åH WHQWR MHGQRGXFKê VWRFKDVWLFNê RSWLPDOL]DþQê

DOJRULWPXV SRVN\WXMH NRUHNWQp JOREiOQH PLQLPXP RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX �����

realizovaného nad RUWRJRQiOQRX PULHåNRX ERGRY ] REODVWL D ]D SUHGSRNODGX� åH SDUDPHWHU

procedúry tmax DV\PSWRWLFN\ UDVWLH GR QHNRQHþQD

( )
max

maxlim | 1fin opt
k

P t
→∞

α = α =                                            (3.1)

kde P(tmax|αfin=αopt� MH SUDYGHSRGREQRV" WRKR� åH VOHSê DOJRULWPXV SR tmax LWHUDþQêFK NURNRFK
SRVN\WQH YêVWXSQp ULHãHQLH� NWRUp MH WRWRåQp V SUHVQêP ULHãHQtP �JOREiOQH PLQLPXP��

Úloha 3.1. Ako príklad vysoko PXOWLPRGiOQHM IXQNFLH EXGHPH SRXåtYD" W~WR IXQNFLX

( ) ( ) ( )−= +
20 010 993851231 10 8. xf x . e sin x cos x

pre x∈ [-10,10]. Výsek jej priebehu pre x∈ [-3,3] má tento tvar
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Prvé tri minimá tejto funkcie sú: x1=-0.7853024, f(x1)=5.69×10-11 (globálne minimum),
x2=2.3559072, f(x2)= 0.047848, x3=-0.4402184, f(x3)=0.11277. Konštanta δ, ktorá
FKDUDNWHUL]XMH PLQLPiOQX Y]GLDOHQRV" PHG]L GYRPD PLQLPDPL �SR]UL REU� ����� MH SULEOLåQH

rovná δ ���� 7R ]QDPHQi� åH QHH[LVWXMH WDNi GYRMLFD GYRFK VXVHGQêFK PLQtP� NWRUêFK

Y]GLDOHQRV" E\ EROD PHQãLD DNR δ ���� 9 QDVOHGXM~FLFK ~ORKiFK VD WiWR IXQNFLD EXGH þDVWR

SRXåtYD" WDN Y MHGQRUR]PHUQHM� DNR DM Y PQRKRUR]PHUQHM YHU]LL SUH WHVWRYDQLH VFKRSQRVWL
QiMV" JOREiOQH PLQLPXP� 2YHUWH XYHGHQp ~GDMH R WHMWR IXQNFLL SRPRFRX SURJUDPX MAPLE [1]
alebo 0$7+(0$7,&$ >�@� .R�NR ORNiOQ\FK PLQtP D ORNiOQ\FK H[WUpPRY Pi WiWR IXQNFLD"

Úloha 3.2. =RYãHREHFQLWH SURJUDP ] ~ORK\ ��� SUH IXQNFLX Q SUHPHQQêFK� SULþRP NDåGi
SUHPHQQi MH Y\MDGUHQi ELQiUQ\P UH"D]FRP URYQDNHM G�åN\ �N� D YãHWN\ SUHPHQQp V~ ]

URYQDNpKR LQWHUYDOX� $NR WHVWRYDFLX IXQNFLX P{åHWH SRXåL" ]RYãHREHFQHQ~ IXQNFLX ]

úlohy 3.1

( ) ( )
=

= ∑1 2
1

n

n i
i

F x ,x ,...x f x

pre ∀ xi∈ >������@� $Np MH JOREiOQH PLQLPXP WHMWR IXQNFLH " .R�NR Pi ORNiOQ\FK PLQtP "

Úloha 3.3. Zovšeobecnite program pre slepý algoritmus (pozri algoritmus 3.1) pre funkciu f(x)
] ~ORK\ ���� DN G�åND ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH EXGH N ��� ��� ��� =RVWURMWH WDEX�NX YêVOHGNRY� Y
NWRUHM EXGH XYHGHQp QDMOHSãLH ]D]QDPHQDQp PLQLPXP IXQNFLH Y]K�DGRP QD SRþHW LWHUDþQêFK

krokov tmax ���� ����� ������ 'LVNXWXMWH ]tVNDQp YêVOHGN\ Y]K�DGRP QD G�åNX �N� ELQiUQHM

UHSUH]HQWiFLH D SRþHW LWHUDþQêFK NURNRY tmax.

9R YãHREHFQRVWL P{åHPH SRYHGD"� åH VOHSê DOJRULWPXV QHREVDKXMH åLDGQX VWUDWpJLX

NRQãWUXNFLH ULHãHQt �W�M� ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ kn) na základe predchádzajúcej histórie
DOJRULWPX� .DåGp ULHãHQLH MH ]RVWURMHQp ~SOQH QH]iYLVOH �W�M� FHONRP QiKRGQH� RG

predchádzajúcich riešení. Zaznamenáva sa to riešenie, ktoré v priebehu aktivácie procedúry
SRVN\WXMH ]DWLD� QDMQLåãLX IXQNþQ~ KRGQRWX� 3R XNRQþHQt aktivácie procedúry je toto riešenie
výstupným parametrom.

6OHSê DOJRULWPXV VD P{åH MHGQRGXFKR ]RYãHREHFQL" QD W]Y� horolezecký algoritmus (hill
climbing), kde sa LWHUDþQH K�DGi QDMOHSãLH ORNiOQH ULHãHQLH Y XUþLWRP RNROt D WRWR ULHãHQLH VD Y

�DOãRP NURNX SRXåLMH DNR �VWUHG� QRYHM REODVWL� 3UL IRUPDOL]iFLL KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX

]DYHGLHPH QLHNWRUp ]iNODGQp SRMP\� NWRUp V~ G{OHåLWp SUH MHKR MHGQRGXFKê SRSLV� 2SHUiFLD

mutácie stochasticky transformuje binárny vektor α na nový binárny vektor α
 � SULþRP
VWRFKDVWLþQRV" WRKR SURFHVX MH XUþHQi SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut

( )′ = mutOα α                                                             (3.2a)

kde α a α
 V~ GYD ELQiUQH YHNWRU\ URYQDNHM G�åN\ kn

( ) ( )′ ′ ′ ′= α α α = α α α1 2 1 2akn kn, ,..., , ,...,α α                                         (3.2b)
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kde jednotlivé komponenty α
 V~ XUþHQp WDNWR

( )

( )

− α <
′α = 
 α

1 pre

ostatné prípady

i mut

i

i

random P

                                               (3.2c)

kde random MH QiKRGQp þtVOR ] LQWHUYDOX >���� JHQHURYDQp V URYQRPHUQRX GLVWULE~FLRX �SR]UL
DOJRULWPXV ����� 3UDYGHSRGREQRV" Pmut XUþXMH VWRFKDVWLþQRV" RSHUiWRUD PXWiFLH� Y OLPLWQRP

prípade ak Pmut →0, potom operátor Omut nemení binárny vektor

( )
0

lim
mut

mut
P

O
→

=α α                                                           (3.2d)

Obrázok 3.1. 3ULHEHK\ SUDYGHSRGREQRVWt þtVHOQêFK KRGQ{W ELQiUQ\FK YHNWRURY� NWRUp V~ JHQHURYDQp
mutáciou pre štandardné a *UD\RYR NyGRYDQLH� %LQiUQH YHNWRU\ PDM~ G�åNX k ��� SULþRP UHSUH]HQWXM~
UHiOQH þtVOD ] LQWHUYDOX >���@� *UDI\ V~ ]RVWURMHQp WDN� åH 10000-krát sa náhodne vygeneroval binárny
vektor α� DSOLNRYDQtP PXWiFLH V SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut sa vygeneroval nový binárny vektor
α'=Omut(α�� 1D KRUL]RQWiOQHM RVL VD Y\QiãDM~ UR]GLHO\ þtVHOQêFK KRGQ{W ��≤Γ(α)-Γ(α')≤1. Na vertikálnej
osi sa vynášajú pravdepodobnosti ω výskytu rozdielu Γ(α)-Γ(α').

Na obr. 3.1 je znázornený efekt mutácie (3.2) (pre dve pravdepodobnosti Pmut =0.1 a
Pmut =0.03 � QD ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ k  ��� NWRUê UHSUH]HQWXMH UHiOQH þtVOD ] LQWHUYDOX >���@�

3RXåLOL VD GYD U{]QH SUtVWXS\ NX NyGRYDQLX� D WR ãWDQGDUGQp NyGRYDQLH D Grayovo kódovanie.
= REUi]NX MH YLGLH"� åH PXWiFLD SUH ELQiUQH YHNWRU\ VR ãWDQGDUGQêP NyGRYDQtP Y\WYiUD QRYp

ELQiUQH YHNWRU\ V þtVHOQêPL KRGQRWDPL� NWRUp V~ UR]GHOHQp GLVNUpWQ\P VS{VRERP RNROR
QXORYHM KRGQRW\� $N VD SRXåLMH *UD\RYR NyGRYDQLH� þtVHOQp KRGQRW\ QRYêFK ELQiUQ\FK
YHNWRURY Y\WYiUDQp PXWiFLRX V~ UR]GHOHQp SRPHUQH �VSRMLWR� RNROR QXORYHM KRGQRW\ SULEOLåQH

s *DXVVRYRX GLVWULE~FLRX SUDYGHSRGREQRVWL� 0{åHPH WHGD SRYHGD"� åH PXWiFLD Y UiPFL

ãWDQGDUGQpKR NyGRYDQLD SRVN\WXMH QRYp ELQiUQH YHNWRU\� NWRUp Y]K�DGRP QD S{YRGQp �W�M�

QHPXWRYDQp� ELQiUQH YHNWRU\ PDM~ þtVHOQp KRGQRW\� NWRUp V~ UHODWtYQH GLVNUpWQH UR]GHOHQp

RNROR QXO\� 7iWR �GLVNUpWQRV" UR]GHOHQLD� MH SRWODþHQi� DN VD SRXåLMH Grayov kód pri binárnej
UHSUH]HQWiFLL UHiOQ\FK þtVHO� 1D ]iNODGH WRKWR YêVOHGNX PRåQR NRQãWDWRYD"� åH Grayov kód je
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zrejme vhodnejší pre binárnu reprezentáciu reálnych premenných, mutáciou vytvorené
binárne vektory sa vyskytujú "spojito" v celej oblasti prípustných hodnôt (pozri obr. 3.1).

Úloha 3.4. Zreprodukujte grafy z obr. 3.1. =YROWH VL G�åNX �N� ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH UHiOQ\FK

þtVHO ] LQWHUYDOX >D�E@� NGH D�E� %LQiUQ\ UH"D]HF α je náhodne generovaný, aplikovaním
operátora mutácie Omut GRVWDQHWH QRYê ELQiUQ\ UH"D]HF α', α'=Omut(α). Pôsobenie operátora
PXWiFLH VD UHDOL]XMH Y]"DKPL �3.2a-c). Zostrojíte rozdiel ∆(α,α')=Γ(α)-Γ(α'), ktorý je z intervalu
[D�E�E�D@� SULþRP G�åND WRKWR LQWHUYDOX MH ��E�D�� 9êSRþHW UHiOQHKR þtVOD SULUDGHQpKR
ELQiUQHPX UH"D]FX VD UHDOL]XMH WDN Y ãWDQGDUGQHM� DNR DM Y Grayovej reprezentácii. Nech je
tento interval rozdelený na N SRGLQWHUYDORY� SULþRP SUYê �SRVOHGQê� LQWHUYDO MH indexovaný
��1�� SULþRP G�åND WêFKWR podintervalov je ξ =2(E�D��1� 5HiOQHPX þtVOX ]∈ [a-b,b-a] priradíte
LQGH[ SRG�D SUHGSLVX

( )  − += +  ξ 
1

z a b
index z

kde [ MH FHOi þDV" UHiOQHKR þtVOD [� $N SRORåtWH ] ∆(α,α'), potom pre tento rozdiel
dostanete

( )( ) ( )′∆ α α − + 
′∆ α α = +  ξ 

1
, a b

index ,

Frekvencie výskytu ω priradené rozdielom ∆(α,α
� VD SULEOLåQH VSRþtWDM~ WDN� åH QDPLHVWR

IXQNþQHM KRGQRW\ WRKWR UR]GLHOX VD XYDåXMH LQGH[ WRKWR UR]GLHOX� W�M� LQWHUYDO PRåQêFK
IXQNþQêFK KRGQ{W LQWHUYDOX >a-b,b-a] sa diskretizuje pomocou N bodov. Algoritmus sa
LQLFLDOL]XMH WDN� åH YãHWN\ IUHNYHQFLH YêVN\WX V~ QXORYp� Y SULHEHKX YêSRþWX VD REQRYXM~ OHQ

WLH IUHNYHQFLH� NWRUp V~ XUþHQp LQGH[RP LQGH[�∆(α,α')). Tento postup je vyjadrený
nasledujúcim algoritmom

IRU L� � WR 1 GR ωL� ��

WLPH� �

ZKLOH WLPH�WLPHPD[ GR

EHJLQ WLPH� WLPH���

α� QiKRGQH JHQHURYDQê ELQiUQ\ YHNWRU�

α
� 2PXW�α��
∆�α�α
�� Γ�α��Γ�α
��

index: 1
a b

= +
′ − +�

�
�

�
�
�

∆ α α
ξ

�� �
�

ωLQGH[� ωLQGH[���

HQG�

IRU L� � WR 1 GR ωL� ωL�1�

*UDI\ ] REU� ��� GRVWDQHWH WDN� åH SRPRFRX YKRGQpKR softvéru vynesiete hodnoty frekvencií
ωi Y]K�DGRP QD LQGH[\ �SUH OHSãLX Qi]RUQRV" JUDIX VD QDPLHVWR LQGH[X SRXåtYD SUtVOXãQi

UHiOQD KRGQRWD XUþHQi Y]"DKRP

( ) ( )= − + − ⋅ξ1real index a b index

9êSRþW\ SRPRFRX WRKWR DOJRULWPX UHDOL]XMWH SUH U{]QH KRGQRW\ N �G�åN\ ELQiUQ\FK UH"D]FRY� D

Pmut �SUDYGHSRGREQRV" MHGQRELWRYHM PXWiFLH�� 3RN~VWH VD GLVNXWRYD" YêVOHGN\�
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Základná idea horolezeckého algoritmu VSRþtYD Y WRP� åH Y]K�DGRP QD XUþLWp ]YROHQp

ULHãHQLH ]RVWURMtPH QiKRGQH SUHGStVDQê SRþHW QRYêFK ULHãHQt WDN� åH YR ]YROHQRP ULHãHQt VD

QiKRGQH ]PHQLD ELWRYp SUHPHQQp �KRYRUtPH� åH ]YROHQp ULHãHQLH MH VWUHG REODVWL ] QHKR

náhodne generovaných riešení). Z tejto oblasti vyberieme najlepšie riešenie (t.j. s minimálnou
IXQNþQRX KRGQRWRX QDG ERGPL ] GDQpKR RNROLD�� NWRUp VD SRXåLMH Y QDVOHGXM~FRP LWHUDþQRP
kroku ako stred novej oblasti. Tento proces sa opakuje predpísaný SRþHWNUiW� SULþRP VD

]D]QDPHQiYD QDMOHSãLH ULHãHQLH� NWRUp VD Y\VN\WOR Y SULHEHKX KLVWyULH DOJRULWPX� �0RåQi

PRGLILNiFLD WRKWR DOJRULWPX VSRþtYD Y SUHK�DGiYDQt YãHWNêFK ULHãHQt� NWRUp VD OtãLD RG

aktuálneho riešenia v jednom bite.)

SURFHGXUH 0XWDWLRQB%LQ�LQSXW�α� RXWSXW α
��
EHJLQ IRU L� � WR NQ GR

LI UDQGRP�3PXW WKHQ

′αi� ��αL HOVH ′αi� αL�

HQG�

Algoritmus 3.2. ,PSOHPHQWiFLD PXWiFLH ELQiUQHKR UH"D]FD G�åN\ kn� 3UDYGHSRGREQRV" Pmut XUþXMH

1-bitovú mutáciu, t.j. zmenu bitu na jeho komplement. Premenná UDQGRP MH QiKRGQp þtVOR V

rovnomernou distribúciou z intervalu [0,1).

Okolie U(α) binárneho vektora α sa zostrojí pomocou vektorov ( )′ = mutOα α

( ) ( ){ }′= = mutU Oα α α                                                        (3.3)

SULþRP EXGHPH SUHGSRNODGD"� åH NDUGLQDOLWD �SRþHW HOHPHQWRY� VD URYQi SUHGStVDQHM

hodnote, ( ) = 0U cα , kde c0 MH GDQp NODGQp FHOp þtVOR� 3R]QDPHQDMPH� åH Y G{VOHGNX

VWRFKDVWLþQRVWL DSOLNiFLH RSHUiFLH PXWiFLH QD GDQê ELQiUQ\ YHNWRU α Pi ]ORåHQLH RNROLD U(α)
WLHå VWRFKDVWLFNê FKDUDNWHU� 7R� þL QHMDNê YHNWRU α' patrí alebo nepatrí do okolia U(α), je
XUþHQp OHQ pravdepodobnostne, a nie deterministicky. Najlepšie riešenie v okolí U(α) je
XUþHQp WDNWR

( )
( )( )arg min

U
f∗

∈′
′= Γ

α α
α α                                                        (3.4)

V horolezeckom algoritme sa takto získané riešenie α∗
SRXåLMH DNR �VWUHG� Y �DOãRP

LWHUDþQRP NURNX DOJRULWPX �SR]UL REU� ����� ,PSOHPHQWiFLD KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX Y
pseudopascale je uvedená v algoritme 3.3.

$QDOyJLD Y]RUFD ����� ]R VOHSpKR DOJRULWPX� NWRUê KRYRUt� åH WHQWR MHGQRGXFKê DOJRULWPXV
je DV\PSWRWLFN\ VFKRSQê QiMV" JOREiOQH PLQLPXP� SODWt DM Y KRUROH]HFNRP DOJRULWPH� 9 WRPWR

prípade sa však kardinalita okolia c0=|U(α)| musí DV\PSWRWLFN\ ]YlþãRYD" GR QHNRQHþQD

( )
0

0 1fin optc
lim P c

→∞
= =α α                                                    (3.5)

3RWRP MH YãDN ]E\WRþQp RSDNRYD" LWHUDþQp NURN\ KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX SUH QRYp ORNiOQH
RSWLPiOQH ULHãHQLD� Xå Y UiPFL MHGQpKR LWHUDþQpKR NURNX ]tVNDPH JOREiOQH ULHãHQLH SUH

c0→∞.
$NR QD]QDþXM~ MHGQRGXFKp QXPHULFNp DSOLNiFLH� KRUROH]HFNê DOJRULWPXV� DM NH� H[SOLFLWQH

QHREVDKXMH HYROXþQ~ VWUDWpJLX� MH SRPHUQH HIHNWtYQ\ D UREXVWQê VWRFKDVWLFNê RSWLPDOL]DþQê

DOJRULWPXV� NWRUê MH VFKRSQê SUH MHGQRGXFKãLH ~ORK\ QiMV" JOREiOQH PLQLPXP� 9 QDVOHGXM~FHM

þDVWL WHMWR NDSLWRO\ XYHGLHPH GYH MHGQRGXFKp ]RYãHREHFQHQLD KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX� NWRUp
V~ Xå EOt]NH HYROXþQêP DOJRULWPRP D P{åX VD SRYDåRYD" ]D XUþLWê SURWRW\S WêFKWR DOJRULWPRY�
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Obrázok 3.2. Schematické znázornenie generovania okolia binárneho vektora α a najlepšieho
riešenia α* v okolí U(α� �GLDJUDP $�� 3RþHW ELQiUQ\FK YHNWRURY Y RNROt MH NRQãWDQWQê� URYQi VD c0.
Horolezecký algoritmus je znázornený na diagrame B, tento algoritmus pozostáva z tvorby postupností
okolí U(1), U(2), U(3), ..., Stred okolia U�L� MH WRWRåQê V QDMOHSãtP ULHãHQtP ] SUHGFKiG]DM~FHKR RNROLD

U(i-1). Algoritmus sa inicializuje riešením α0, ktoré sa náhodne generuje.

SURFHGXUH +LOOB&OLPELQJ�LQSXW�W
PD[
�F

�
�3

PXW
� RXWSXW� I

ILQ
�α

ILQ
��

EHJLQ α� QiKRGQH JHQHURYDQê ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ NQ�

I
ILQ
� ∞� W� ��

ZKLOH W�W
PD[

GR

EHJLQ W� W���

( )
( )( )∗

′∈
= Γarg min

Uα α
α α

LI f ffinΓ α ∗ <� �	 
 WKHQ

EHJLQ f ffin �= ∗Γ α� �	 
 �

αILQ� α*

HQG�

α� α∗
�

HQG�

HQG�

Algoritmus 3.3. Pseudopascalovská implementácia procedúry realizujúcej horolezecký algoritmus.
Vstupnými parametrami sú konštanty tmax, c0 a Pmut� NWRUp RSLVXM~ PD[LPiOQ\ SRþHW iterácií
horolezeckého algoritmu, kardinalitu okolia U(α), UHVS� SUDYGHSRGREQRV" 1-bitovej mutácie. Algoritmus
sa inicializuje náhodným generovaním binárneho vektora α� NWRUpKR G�åND MH kn (kde k MH G�åND

binárnej reprezentácia reálnej premennej a n MH SRþHW SUHPHQQêFK optimalizovanej funkcie f ). Binárny
vektor α* je najlepšie riešenie nájdené v okolí U(α�� WRWR ULHãHQLH VD Y QDVOHGXM~FRP NURNX SRXåLMH DNR
VWUHG QRYpKR RNROLD� 1DMOHSãLH ULHãHQLH ]tVNDQp Y SULHEHKX FHOHM KLVWyULH MH XORåHQp YR YêVWXSQêFK

premenných ffin a αfin.
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Úloha 3.5. Napíšte program pre horolezecký algoritmus (pozri algoritmus 3.3) pre funkciu f(x)
definovanú v úlohe 3.3 a jej n-rozmerné zovšeobecnenie (pozri úlohu 3.2). Vektor reálnych
premenných x je binárne reprezentovaný tak v štandardnom, ako aj v Grayovom kódovaní.
Pokúste sa pre n=1 RSWLPDOL]RYD" SDUDPHWUH F0 a Pmut tak, aby ste skoro so 100% istotou
GRVWDOL JOREiOQH PLQLPXP V þR QDMPHQãtP SRþWRP LWHUDþQêFK NURNRY� 3RXåLWH WLHWR RSWLPiOQH

KRGQRW\ SDUDPHWURY DM SUH Q ������ =LVWLWH� þL GRVWiYDWH VR VNRUR ���� LVWRWRX JOREiOQH
minimum. Pokúste sa pre tieto viacrozmerné prípady RSWLPDOL]RYD" SDUDPHWUH F0 a Pmut , tak,
DE\ VWH V Y\VRNRX SUDYGHSRGREQRV"RX GRVWDOL JOREiOQH PLQLPXP� 9\QHVWH GR WDEX�N\ �DOHER

grafu) tieto optimálne hodnoty parametrov c0 a Pmut pre n=1,2,3,4, diskutujte výsledky
XYHGHQp Y WHMWR WDEX�NH�

���
����
������
�
��������
�
������

+RUROH]HFNê DOJRULWPXV V XþHQtP >���@ SDWUt PHG]L MHGQRGXFKp PRGLILNiFLH ãWDQGDUGQpKR
KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX� 7iWR PRGLILNiFLD �SRGREQH DNR SUL PHWyGH ]DNi]DQpKR K�DGDQLD�

sa dotýka konštrukcie okolia U(α�� 3{YRGQi GHILQtFLD RNROLD ����� Y\XåtYD stochastický
operátor mutácie Omut, zo "stredu" α sa pomocou tohto operátora generujú nové binárne
RSHUiWRU\� SULþRP SUDYGHSRGREQRV" ]PHQ\ ELQiUQHM KRGQRW\ QD MHM NRPSOHPHQW MH XUþHQi
SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut (pozri (���E�F��� 9 SUtSDGH� åH SUDYGHSRGREQRV" PXWiFLH MH PDOi

(Pmut ≈��� SRWRP QRYp VWDY\ JHQHURYDQp PXWDþQêP RSHUiWRURP V~ YH�PL EOt]NH S{YRGQpPX

stavu α (t.j. stredu okolia U(α��� 2SDþQH� DN VD SUDYGHSRGREQRV" Pmut EOtåL N ���� SRWRP

okolie U(α� REVDKXMH ELQiUQH YHNWRU\� NWRUp V~ YH�PL Y]GLDOHQp RG �VWUHGX� α. Táto
MHGQRGXFKi ~YDKD QiV YHGLH N P\ãOLHQNH NRQãWUXNFLH RNROLD WDN� åH SUH NDåG~ SRORKX
ELQiUQHKR YHNWRUD PiPH ]DGDQ~ ]YOiã" SUDYGHSRGREQRV"� =DYHGLHPH GYD QRYp NRQFHSW\�

NWRUp ]DXMtPDYêP VS{VRERP XPRå�XM~ PRGLILNRYD" KRUROH]HFNê DOJRULWPXV

(1) Pravdepodobnostný vektor w=(w1,w2,...wkn)∈ [0,1]kn
� -HKR MHGQRWOLYp ]ORåN\ �≤wi ≤1

XUþXM~ SUDYGHSRGREQRVWL YêVN\WX SUHPHQQHM 
�
 Y GDQHM SR]tFLL� 1DSU� DN wi =0(1), potom
αi =0(1), pre 0<wi <1 je premenná αi QiKRGQH XUþHQi Y]"DKRP

( )

( )

<
α = 



1 ak

0 opaþQê SUtSDG

i

i

random w

                                                          (3.6)

kde random MH QiKRGQp þtVOR ] LQWHUYDOX >���� V URYQRPHUQRX GLVWULE~FLRX� 7HQWR stochastický
prístup ku generovaniu binárneho vektora α vyjadríme pomocou funkcie α=R(w). Potom je
okolie U(w� ]RVWURMHQp ] ELQiUQ\FK YHNWRURY QiKRGQH JHQHURYDQêFK Y]K�DGRP N

pravdepodobnostnému vektoru w XUþHQp Y]"DKRP

( ) ( ){ }= =U Rw wα                                                           (3.7)

%XGHPH SUHGSRNODGD"� åH kardinalita tohto okolia je konštantná, c0=|U(w�_� $N YãHWN\ ]ORåN\

SUDYGHSRGREQRVWQpKR YHNWRUD V~ EX� EOt]NR QXO\ DOHER MHGQRWN\� SRWRP MH �SULHPHU� RNROLD

U(w� YH�PL PDOê� NDåGê HOHPHQW WDNpKRWR RNROLD MH WHVQH Y]WLDKQXWê N ELQiUQHPX YHNWRUX α,
NWRUê MH MHGQR]QDþQH XUþHQê pravdepodobnostným vektorom w zaokrúhlením jeho prvkov na
� DOHER �� 9 RSDþQRP SUtSDGH� DN ]ORåN\ pravdepodobnostného vektora sú všetky blízke 1/2,
potom binárne vektory α ]RVWURMHQp SUHGSLVRP ����� V~ UR]ORåHQp Y FHORP SULHVWRUH ^���` 

kn

(pozri obr. 3.3).
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Obrázok 3.3. Schematické znázornenie okolia U(w) pre daný pravdepodobnostný vektor w. Za
SUHGSRNODGX� åH YãHWN\ ]ORåN\ w sú blízke 1/2, potom binárne vektory okolia U(w) sú "rozmiestnené" v
celom priestore binárnych vektorov {0,1} 

kn
�GLDJUDP $�� 9 SUtSDGH� åH ]ORåN\ w V~ EOt]NH EX� � DOHER

0, potom binárne vektory okolia U(w� V~ UR]ORåHQp EOt]NR ELQiUQHKR YHNWRUD R]QDþHQpKR þLHUQRX

bodkou, ktorý vznikne z w ]DRNU~KOHQtP MHKR ]ORåLHN �GLDJUDP %�� .UtåLN R]QDþXMH ULHãHQLH ] SRSXOiFLH

V PLQLPiOQRX IXQNþQRX KRGQRWRX�

(2) 8þHQLH pravdepodobnostného vektora w. Nech B(w� MH PQRåLQD V SUHGStVDQRX

kardinalitou b=|B(w)|, ktorá obsahuje b najlepších riešení z okolia U(w), formálne

( )
( )

( )( )arg min
U

B f
∈

= Γ
α

α
w

w                                                   (3.8)

Pravdepodobnostný vektor je modifikovaný - XþHQê pomocou Hebbovho pravidla (známeho z
teórie neurónových sietí [7])

( )
( )B∈

← + λ −∑
α

α
w

w w w                                                      (3.9)

Obrázok 3.4. Geometrická interpretácia +HEERYKR XþLDFHKR SUDYLGOD ������ 1RYê pravdepodobnostný
vektor w  '=λα+(1-λ)w OHåt EOLåãLH N QDMOHSãLHPX ULHãHQLX α.

kde λ je NRHILFLHQW XþHQLD �PDOp NODGQp þtVOR� D VXPiFLD EHåt FH] b najlepších riešení z B(w).
3UDYLGOR XþHQLD ����� Pi YH�PL MHGQRGXFK~ JHRPHWULFN~ LQWHUSUHWiFLX� 3UH MHGQRGXFKRV"

SUHGSRNODGDMPH� åH PQRåLQD B(w) obsahuje len jeden element, potom pravá strana vzorca
(3.9) je konvexná kombinácia dvoch vektorov w a α� P{åH VD SUHStVD" GR WYDUX w←λα+
+(1-λ)w� 7R ]QDPHQi� åH YêVOHGQê YHNWRU WHMWR NRQYH[QHM NRPELQiFLH PXVt OHåD" QD ~VHþNH�

ktorá spája "body" w a α (λ MH PDOp NODGQp þtVOR� ��λ���� SR]UL REU� ����� 8þHQLH �����

posunie pravdepodobnostný vektor w VPHURP N QDMOHSãtP ULHãHQLDP ] PQRåLQ\ B(w).
Oba tieto nové koncepty (SUDYGHSRGREQRVWQê YHNWRU D XþHQLH� P{åX E\" MHGQRGXFKR

YþOHQHQp GR ãWDQGDUGQpKR KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX� 9 WRPWR SUtSDGH� QDPLHVWR QiKRGQHM

JHQHUiFLH YHNWRURY RNROLD SRPRFRX DSOLNiFLH PXWDþQpKR RSHUiWRUD Omut na fixný binárny
vektor, teraz sa vektory okolia generujú pomocou pravdepodobnostného vektora w. Okrem
toho, pravdepodobnostný vektor w sa systematicky obnovuje pomocou +HEERYKR XþHQLD�
ktoré ho posúva smerom k najlepším riešeniam B(w� ] PQRåLQ\ ULHãHQt U(w) generovanej
pomocou pravdepodobnostného vektora w, B(w)⊂ U(w) (pozri algoritmus 3.4). 
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Obrázok 3.5. 3ULHEHK MHGQRWOLYêFK SUDYGHSRGREQRVWt Y]K�DGRP QD SRþHW iterácii horolezeckého
DOJRULWPX V XþHQtP Y UiPFL PRGHORYpKR SUtNODGX RSWLPDOL]iFLH UHiOQHM IXQNFLH V MHGQRX UHiOQRX

SUHPHQQRX UHSUH]HQWRYDQRX ELQiUQ\P UH"D]FRP V G�åNRX k=30. Prerušovaná VLJPRLGQi þLDUD

RGSRYHGi YHOLþLQH χ(w�� VFKRGRYi QHSUHUXãRYDQi þLDUD RGSRYHGi YHOLþLQH τ(w)/n, kde n MH SRþHW

premenných (v našom prípade n =1) . Funkcie χ(w) a τ(w� V~ GHILQRYDQp Y]"DKPL ������ UHVS� �������

SULþRP weff =0.2.

SURFHGXUH +&Z/�LQSXW�WLPH
PD[
�F

�
�E�λ�RXWSXW�αILQ��

EHJLQ IRU L� � WR Q GR ZL� ����

WLPH� ��

ZKLOH WLPH�WLPHPD[ GR

EHJLQ WLPH� WLPH���

B w: arg min f a
b a U w

� � � �� �
� �

=
∈

Γ

w: w w
B w

= + −
∈
∑λ α

α
� �

4 9

�

HQG�

αILQ� QDMOHSãLH ULHãHQLH ] %�Z��

HQG�

Algoritmus 3.4. 3VHXGRSDVFDORYVNi SURFHG~UD UHDOL]XM~FD KRUROH]HFNê DOJRULWPXV V XþHQtP �HCwL,
Hill Climbing with Learning). Algoritmus sa LQLFLDOL]XMH WDN� åH SUDYGHSRGREQRVWL wi sú rovné 1/2.
Vonkajší cyklus ZKLOH sa opakuje timemax LWHUiFLt� 9 UiPFL WRKWR F\NOX VD ]RVWURMt PQRåLQD B(w) pre
aktuálny pravdepodobnostný vektor w� QD ]iNODGH ]QDORVWL WHMWR PQRåLQ\ VD DGDSWXMH �Xþt�

SUDYGHSRGREQRVWQê YHNWRU� $NR NRQHþQp �YêVWXSQp� ULHãHQLH VD EHULH QDMOHSãLH ULHãHQLH ] PQRåLQ\

B(w� SR VNRQþHQt LWHUDþQpKR SURFHVX�

1D REU� ��� V~ ]Qi]RUQHQp W\SLFNp SULHEHK\ SUDYGHSRGREQRVWt Y]K�DGRP QD SRþHW iterácií.
9R YãHREHFQRVWL PRåQR NRQãWDWRYD"� åH KRGQRW\ NDåGHM SUDYGHSRGREQRVWL Y SRþLDWRþQHM Ii]H

DOJRULWPX IOXNWXXM~ RNROR ���� SRWRP VD PRQRWyQQH SULEOLåXM~ EX� N � DOHER N �� 3R XUþLWRP
SRþWH LWHUiFLt V~ YãHWN\ SUDYGHSRGREQRVWL URYQp EX� � DOHER �� 9 WHMWR HWDSH Xå QHPi ]P\VHO
SRNUDþRYD" Y DOJRULWPH D WHQ P{åH E\" ]DVWDYHQê� $NR YKRGQi YHOLþLQD QD SRVWLKQXWLH WHMWR

VNXWRþQRVWL VD SRXåtYD parameter usporiadania

( ) ( )
=

χ = −∑ 2

1

4
0 5

n

i
i

w .
n

w                                                    (3.10)

3UH SRþLDWRþQê YHNWRU SUDYGHSRGREQRVWt w(0)=(1/2,1/2,...,1/2) je parameter usporiadania
nulový. Pre SUDYGHSRGREQRVWQp YHNWRU\ VR ]ORåNDPL RGOLãQêPL RG ��� V~ KRGQRW\ SDUDPHWUD
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XVSRULDGDQLD NODGQp D PHQãLH DNR �� .RQHþQH� DN MH pravdepodobnostný vektor rovný
ELQiUQHPX YHNWRUX �W�M� MHKR NRPSRQHQW\ V~ EX� � DOHER ��� SDUDPHWHU XVSRULDGDQLD VD URYQi
�� 0{åHPH WHGD SRYHGD"� åH DN MH Y SULHEHKX KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX SDUDPHWHU

XVSRULDGDQLD Ylþãt QHå XUþLWi SUDKRYi KRGQRWD ��ε (kde ε MH PDOp NODGQp þtVOR�� SRWRP
PHWyGD MH XNRQþHQi� SUHWRåH YêVOHGQê ELQiUQ\ YHNWRU XUþHQê DNR QDMOHSãLH ULHãHQLH ]

PQRåLQ\ B(w� VD Xå QHPHQt �SR]UL REU� �����

Obrázok 3.6. Schematické znázornenie trajektórie pravdepodobnostných vektorov v horolezeckom
DOJRULWPH V XþHQtP� %RG\ REUDWX ]RGSRYHGDM~ sekvencii pravdepodobnostných vektorov w0, w1, ..., wn,
kde wi je pravdepodobnostný vektor, v ktorom je i ]ORåLHN Xå IL[RYDQêFK EX� QD � DOHER �� 1D ]DþLDWNX

procesu má vektor w0 YãHWN\ ]ORåN\ SULEOLåQH URYQp ���� 7R ]QDPHQi� åH RGSRYHGDM~FL SULHVWRU ULHãHQt

REVDKXMH YãHWNêFK PRåQêFK �
n

ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ n, t.j. S(w0)={0,1} 
n. Pre prechodný

pravdepodobnostný vektor wi (kde 0<i<n), ktorý obsahuje i ]DIL[RYDQêFK ]ORåLHN� GLPHQ]LD SULHVWRUX

riešení je 2 
n

 
-i, kde exponent n-i MH SULUDGHQê SRþWX HãWH VWiOH QHXUþHQêFK ]ORåLHN

pravdepodobnostného vektora. Symbol S(wi� R]QDþXMH SRGSULHVWRU ]ORåHQê ] YHNWRURY V WURPD
]DIL[RYDQêPL ]ORåNDPL� QDSU� �������������� NGH i V\PERORY � MH ]DPHQHQêFK EX� ]D � DOHER ]D ��

platí dim(S(wi))=2  
n

 
-i
� .RQHþQH� YHNWRU wn Pi YãHWN\ ]ORåN\ ]DIL[RYDQp� SUHWR GLPHQ]LD SULHVWRUX

riešení je 1 (obsahuje práve jeden binárny vektor).

3ULHEHK KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX V XþHQtP D MHKR LQWHUSUHWiFLX SRGVWDWQH X�DKþXMH W]Y�

parameter nasýtenia
    τ(w� SRþHW ]ORåLHN wi pravdepodobnostného vektora w,                   (3.11)

                                     ktoré sú menšie ako weff alebo ako (1-weff),

kde weff MH PDOp NODGQp þtVOR �QDSU� weff  ����� 1D ]DþLDWNX DOJRULWPX YãHWN\ ]ORåN\

SUDYGHSRGREQRVWQpKR YHNWRUD OHåLD Y EOt]NRVWL ���� SUHWR KRGQRWD SDUDPHWUX QDVêWHQLD MH

τ(w)=0. V priebehu histórie algoritmu sa tento parameter skokovo zvyšuje, na záver histórie
DOJRULWPX VD SDUDPHWHU QDVêWHQLD URYQi SRþWX ]ORåLHN pravdepodobnostného vektora, τ(w)=n
�SR]UL REU� ��� D ����� 7iWR SRGPLHQND VD WLHå P{åH XYDåRYD" DNR DOWHUQDWtYQH NULWpULXP SUH

XNRQþHQLH KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX V XþHQtP�

Úloha 3.6. 1DStãWH SURJUDP SUH KRUROH]HFNê DOJRULWPXV V XþHQtP �SR]UL DOJRULWPXV ���� SUH
K�DGDQLH PLQLPD IXQNFLH Q SUHPHQQêFK� NGH YHNWRU SUHPHQQêFK MH UHSUH]HQWRYDQê ELQiUQ\P

YHNWRURP G�åN\ kn. Zoptimalizujte parametre timemax, c0, b a λ tak, aby pre danú funkciu f(x)
EROD ��� SUDYGHSRGREQRV" ]tVNDQLD JOREiOQHKR PLQLPD� 3RPRFRX SURJUDPX ]UHSURGXNXMHWH

REU� ���� NGH V~ Y\QHVHQp SUDYGHSRGREQRVWL Y ]iYLVORVWL RG SRþWX LWHUDþQêFK NURNRY�

Experimentuje s funkciami χ(w) a τ(w�� NWRUp V~ GHILQRYDQp Y]"DKPL ������ UHVS� ������� SUH
XUþHQLH YKRGQpKR NULWpULD QD ]DVWDYHQLH PHWyG\� 9\NUHVOLWH SULHEHK\ WêFKWR IXQNFLt Y
]iYLVORVWL RG SRþWX iterácií.
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Metóda ]DNi]DQpKR K�DGDQLD (tabu search) bola navrhnutá koncom 80-tých rokov Gloverom
>���@ DNR XUþLWp ]RYãHREHFQHQLH KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX QD ULHãHQLH ]ORåLWêFK
RSWLPDOL]DþQêFK ~ORK SUHGRYãHWNêP ] RSHUDþQpKR YêVNXPX� =iNODGQi P\ãOLHQND WRKWR

SUtVWXSX MH QHRE\þDMQH MHGQRGXFKi� 9\FKiG]D ] KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX� NGH VD SUH GDQp

DNWXiOQH ULHãHQLH JHQHUXMH SRPRFRX NRQHþQHM PQRåLQ\ WUDQVIRUPiFLt XUþLWp RNROLH D IXQNFLD

VD Y WRPWR RNROt PLQLPDOL]XMH� =tVNDQp ORNiOQH ULHãHQLH VD SRXåLMH DNR �VWUHG� QRYpKR RNROLD�

v ktorom sa lokálna optimalizácia opakuje; tento proces sa opakuje predpísaný SRþHWNUiW� 9
SULHEHKX FHOHM KLVWyULH DOJRULWPX VD ]D]QDPHQiYD QDMOHSãLH ULHãHQLH� NWRUp VO~åL DNR YêVOHGQp

RSWLPiOQH ULHãHQLH� =iNODGQRX QHYêKRGRX WRKWR DOJRULWPX MH� åH VD SR XUþLWRP SRþWH

LWHUDþQêFK NURNRY YUDFLD N ORNiOQHPX RSWLPiOQHPX ULHãHQLX� NWRUp VD Y\VN\WOR Xå Y MHKR
predchádzajúcom priebehu (problém zacyklenia). Glover navrhol jednoduchú heuristiku, ako
WHQWR SUREOpP RGVWUiQL"� 'R KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX MH ]DYHGHQi W]Y� NUiWNRGREi SDPl",
NWRUi VL SUH XUþLWê NUiWN\ LQWHUYDO SUHGFKiG]DM~FHM KLVWyULH DOJRULWPX SDPlWi LQYHU]Qp
transformácie k tým transformáciám riešení, ktoré poskytovali lokálne optimálne riešenia.
Tieto inverzné transformácie sú zakázané (tabu) pri tvorbe nového okolia pre dané aktuálne
ULHãHQLH� 7êPWR MHGQRGXFKêP VS{VRERP PRåQR SRGVWDWQH REPHG]L" YêVN\W zacyklenia.
7DNWR PRGLILNRYDQê KRUROH]HFNê DOJRULWPXV V\VWHPDWLFN\ SUHK�DGiYD FHO~ REODV" ULHãHQt� Y

NWRUHM K�DGiPH JOREiOQH PLQLPXP IXQNFLH�

*ORYHU >���@ QDYUKRO �DOãLH PHWyG\ LQWHQ]LILNiFLH D diverzifikácie metódy zakázaného
K�DGDQLD� SUHGRYãHWNêP SUtVWXS W]Y� GOKRGREHM SDPlWL� Y NWRURP VD �SRNXWXM~� �]QHYêKRG�XM~�

WLH WUDQVIRUPiFLH� NWRUp VtFH QHSDWULD GR NUiWNRGREHM SDPlWL� DOH þDVWR VD Y\VN\WRYDOL Y
predchádzajúcej histórii algoritmu. Glover a /DJXQD Y NQLKH >��@ QD]QDþXM~ WHRUHWLFNp ]iNODG\
PHWyG\� $YãDN LFK DUJXPHQW\ VD SUH]HQWXM~ YR YH�PL YiJQHM D YãHREHFQHM URYLQH� 0RåQR

NRQãWDWRYD"� åH WiWR PHWyGD Y V~þDVQRVWL HãWH QHPi VROtGQH WHRUHWLFNp ]iNODG\� NWRUp E\

GiYDOL RGSRYH� QD G{OHåLW~ RWi]NX� ]D DNêFK SRGPLHQRN P{åH SRVN\WRYD" ULHãHQLH� NWRUp MH

WRWRåQp V JOREiOQ\P DOHER PX MH YH�PL EOt]NH� 3UHWR MH VQi� OHSãLH KRYRUL" R KHXULVWLNH

]DNi]DQpKR K�DGDQLD� D QLH R PHWyGH ]DNi]DQpKR K�DGDQLD� ,GH WRWLå YLDF R V~ERU

DOJRULWPLFNêFK WULNRY D KHXULVWtN QHå R PHWyGX VR VROtGQ\P WHRUHWLFNêP ]iNODGRP� 6~þDVQH

YãDN PXVtPH NRQãWDWRYD"� åH SDWUt PHG]L QXPHULFN\ YH�PL HIHNWtYQH PHWyG\ ULHãHQLD

JOREiOQHM RSWLPDOL]iFLH QDG GLVNUpWQ\PL REODV"DPL >��@� YêVOHGN\ SRVN\WXMH ]D ]ORPRN þDVX

SRWUHEQpKR SUL SRXåLWt EX� SUHVQêFK PHWyG �W\SX QDSU� VSlWQpKR SUHK�DGiYDQLD �

backtracking [12]) alebo VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG� 3UiYH Y WRPWR QHV~ODGH

PHG]L QHH[LVWXM~FLP WHRUHWLFNêP ]iNODGRP D Y\VRNRX QXPHULFNRX HIHNWtYQRV"RX YLGtPH

�NUiVX� WHMWR PHWyG\� Y MHM QHRE\þDMQHM IOH[LELOQRVWL SUL PRGLILNRYDQt SUH GDQê SUREOpP�
'HILQXMPH VL PQRåLQX SUtSXVWQêFK WUDQVIRUPiFLt

{ }= 1 2 pS t ,t ,...,t                                                              (3.12)

Transformácia t∈ S zobrazuje binárny vektor α∈ {0,1}kn na iný binárny vektor α'∈ {0,1}kn

{ } { }→0 1 0 1
kn kn

t : , ,                                                      (3.13a)

pre ∀ t∈ S. Jednoduchá realizácia týchto transformácií je

( ) ( )α = − α1i i it ... ... ... ...                                                     (3.13b)

pre i=1,2,...,p=kn. Operátor ti zmení v i-tej polohe binárnu hodnotu na jej komplement. Vo
všeobecnosti sú transformácie z S RKUDQLþHQp QDVOHGXM~FLPL SRGPLHQNDPL�

��� Nech t1,t2∈ S sú dve rôzne transformácie, t1 ≠  t2 , potom pre ∀α∈ {0,1}kn platí t1α≠t2α.
��� 3UH NDåG~ WUDQVIRUPiFLX t ∈ S existuje taká transformácia t 

-1∈ S, ktorá je inverzná k t,
tt 

-1α= t -1tα = α, pre ∀α∈ {0,1}  

kn
 .
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��� 3UH NDåG~ GYRMLFX α1,α2∈ {0,1} 
kn rôznych binárnych vektorov, α1≠α2, existuje taká

SRVWXSQRV" WUDQVIRUPiFLt ∈
1 2 ni i it ,t ,...,t S � åH �YêFKRGLVNRYê� YHNWRU α1 sa postupne

SUHWUDQVIRUPXMH QD �NRQHþQê� YHNWRU α2

′ ′ ′α = β →β → →α = β
1 2

1 1 2 2

i i int t t

n...                                                    (3.14)

Okolie U(α) obsahuje obrazy α vytvorené transformáciami t∈ S

( ) { }α = α ∀ ∈U t ; t S                                                      (3.15)

3{YRGQê KRUROH]HFNê DOJRULWPXV VD EXGH WHUD] PRGLILNRYD" WDN� åH QDPLHVWR RNROLD �����
generovaného náhodne pomocou VWRFKDVWLFNpKR RSHUiWRUD PXWiFLH SRXåLMHPH

deterministicky definované okolie (3.15) generované pomocou prípustných transformácií z
PQRåLQ\ S� +ODYQp REPHG]HQLH WHMWR MHGQRGXFKHM PRGLILNiFLH KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX MH� åH

SR XUþLWRP SRþWH LWHUDþQêFK NURNRY VD YêVOHGQp ULHãHQLD ]DþQ~ F\NOLFN\ RSDNRYD"� 3R

NRQHþQRP SRþWH NURNRY VD WHQWR DOJRULWPXV YUiWL N ULHãHQLX� NWRUp VD Xå Y\VN\WRYDOR DNR
lokálne riešenie v predchádzajúcom LWHUDþQRP NURNX� SULþRP QDMOHSãLH ]D]QDPHQDQp
riešenie je obvykle vzdialené od globálneho riešenia.

0HWyGD ]DNi]DQpKR K�DGDQLD >���@ Y\XåtYD MHGQRGXFK~ KHXULVWLNX DNR SRNUDþRYD" Y

K�DGDQt JOREiOQHKR PLQLPD EH] PRåQRVWL QiYUDWX GR ORNiOQHKR PLQLPD� NWRUp VD Xå

zaznamenalo v predchádzajúcej histórii algoritmu. Hlavná myšlienka tejto heuristiky je tzv.
zakázaný zoznam T �WDEX OLVW� PDM~FL YODVWQRV" NUiWNRGREHM SDPlWL� NWRUê GRþDVQH REVDKXMH
LQYHU]Qp WUDQVIRUPiFLH N SRXåLWêP WUDQVIRUPiFLiP Y SUHGFKiG]DM~FLFK iteráciach. Zakázaný
zoznam transformácií T⊆ S , maximálnej kardinality s, 0≤|T|≤s, sa zostrojuje a systematicky
obnovuje v priebehu celého algoritmu. Ak transformácia t patrí pre danú iteráciu do
zakázaného zoznamu, t∈ T� SRWRP VD QHP{åH SRXåtYD" Y ORNiOQHM minimalizácii v rámci okolia
aktuálneho riešenia α� 3UL LQLFLDOL]iFLL DOJRULWPX MH ]DNi]DQê ]R]QDP SUi]GQ\� SR NDåGHM

iterácii sa do zakázaného zoznamu dodá transformácia, ktorá poskytla lokálne optimálne
riešenie zostrojené z riešenia z predchádzajúcej iterácie. Po s iteráciach obsahuje zakázaný
]R]QDP Xå s WUDQVIRUPiFLt� ]R ]DNi]DQpKR ]R]QDPX VD Y\O~þL WUDQVIRUPiFLD� NWRUi VD WDP
dodala pred s LWHUiFLDPL� 7R ]QDPHQi� åH SR QDSOQHQt ]DNi]DQpKR ]R]QDPX �W�M� SR s
LWHUiFLDFK� MH NDåGp GRGDQLH QRYHM WUDQVIRUPiFLH VSUHYiG]DQp DM Y\O~þHQtP �QDMVWDUãHM�
transformácie (dodanej práve pred s LWHUiFLDPL�� KRYRUtPH� åH ]DNi]DQê ]R]QDP VD F\NOLFN\
obnovuje

{ } ( )

{ }( ) ( )

∗−

∗−

 ∪ <
= 


∪ = \

1

1

pre

pre

T t T s

T :

ˆT t t T s

                                            (3.16)

kde t* je transformácia, ktorá vytvára lokálne minimálne riešenie, α*=t* α, a �W  je "najstaršia"
transformácia zavedená do zakázaného zoznamu práve pred s iteráciami.

1XPHULFNp VN~VHQRVWL V DOJRULWPRP ]DNi]DQpKR K�DGDQLD XND]XM~� åH YH�NRV" s
]DNi]DQpKR ]R]QDPX MH YH�PL G{OHåLWêP SDUDPHWURP QD SUHK�DGiYDQLH REODVWL ^���`

kn s
PRåQRV"RX Y\PDQL" VD ] ORNiOQ\FK PLQtP� $N MH SDUDPHWHU s PDOê� SRWRP VD P{åH Y\VN\WQ~"

zacyklenie algoritmu podobne ako pri klasickom horolezeckom algoritme s okolím
]RVWURMHQêP SRG�D ������ Zacyklenie sa síce neopakuje v susedných dvoch krokoch, no
ULHãHQLH VD P{åH RSDNRYD" SR YLDFHUêFK NURNRFK� 9 SUtSDGH� åH MH SDUDPHWHU s YH�Nê� SRWRP
SUL SUHK�DGiYDQt REODVWL ^���`

kn
V YH�NRX SUDYGHSRGREQRV"RX �SUHVNRþtPH� KOERNp ~GROLD

minimalizovanej funkcie f (α�� W�M� Y\QHFKiPH QiGHMQp ORNiOQH PLQLPD� NWRUp P{åX E\"
globálnymi minimami.
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=DNi]DQê ]R]QDP 7 VD SRXåtYD QD NRQãWUXNFLX PRGLILNRYDQpKR RNROLD UT(α)

( ) { }′ ′α = α ∀ ∈ α = α\TU ; t S T : t                                                (3.17)

ktorého kardinalita p-s≤|UT(α)|≤p� SULþRP UT(α)=U(α) pre T=∅ . Toto okolie obsahuje vektory
α'∈ {0,1}kn

Y\WYRUHQp SRXåLWtP WUDQVIRUPiFLt ] PQRåLQ\ S, ktoré nepatria do zakázaného
zoznamu T. Lokálna minimalizácia sa vykonáva v modifikovanom okolí UT(α) s výnimkou tzv.
DVSLUDþQpKR NULWpULD. Toto kritérium porušuje obmedzenie zakázaného zoznamu vtedy, ak
existuje taká transformácia t∈ S � åH YHNWRU α'=tα SRVN\WXMH QLåãLX IXQNþQ~ KRGQRWX DNR

GRþDVQH QDMOHSãLH ULHãHQLH� Pascalovský SVHXGRNyG PHWyG\ ]DNi]DQpKR K�DGDQLD MH

uvedený v algoritme 3.5 a jeho diagramatická vizualizácia je znázornená na obr. 3.7.

Obrázok 3.7. Diagramatická YL]XDOL]iFLD PHWyG\ ]DNi]DQpKR K�DGDQLD SUH YH�NRV" ]DNi]DQpKR

zoznamu s=2. Metóda sa inicializuje náhodne generovaným vektorom α. Pomocou transformácií t z
PQRåLQ\ SUtSXVWQêFK WUDQVIRUPiFLt S sa zostrojí prvé okolie U(α). Najlepšie riešenie z tohto okolia je
R]QDþHQp α1, v nasledujúcom LWHUDþQRP NURNX VD WRWR ULHãHQLH SRXåLMH DNR �VWUHG� SUH NRQãWUXNFLX

nového okolia. Inverzná transformácia W
�

�−  sa zavedie do zakázaného zoznamu T, ktorý bol pôvodne

SUi]GQ\� 0HQãLH EORN\ Y SUDYRP VW�SFL RGSRYHGDM~ ]DNi]DQêP ]R]QDPRP SUH MHGQRWOLYp LWHUDþQp

kroky.

$NR Xå EROR SRYHGDQp� DOJRULWPXV ]DNi]DQpKR K�DGDQLD MH YH�PL SRGREQê KRUROH]HFNpPX

DOJRULWPX� 3UL ]DNi]DQRP K�DGDQt QLH MH RNROLH ULHãHQLD ]RVWURMHQp stochastickým spôsobom
ako v horeuvedenej verzii horolezeckého algoritmu pomocou operátora mutácie Omut, ale
V\VWHPDWLFNêP GHWHUPLQLVWLFNêP VS{VRERP SRPRFRX SUtSXVWQêFK WUDQVIRUPiFLt ] PQRåLQ\ S.
7DNWR UHDOL]RYDQê KRUROH]HFNê DOJRULWPXV Pi MHGQR YiåQH RKUDQLþHQLH� D WR F\NOLFNê YêVN\W
ULHãHQt SR XUþLWRP SRþWH LWHUDþQêFK NURNRY� =iNODGQi P\ãOLHQND DOJRULWPX ]DNi]DQpKR
K�DGDQLD QD RGVWUiQHQLH WRKWR SUREOpPX ]DF\NOHQLD VSRþtYD Y ]DYHGHQt W]Y� ]DNi]DQpKR

]R]QDPX� NWRUê REVDKXMH XUþLWê SRþHW LQYHU]QêFK WUDQVIRUPiFLt N WêP WUDQVIRUPiFLiP� NWRUp

EROL SRXåLWp Y SUHGFKiG]DM~FHM NUiWNHM KLVWyULL DOJRULWPX� 7HQWR ]R]QDP VD F\NOLFN\ REQRYXMH
WDN� åH SUL ]DYHGHQt LQYHU]QHM WUDQVIRUPiFLH ] DNWXiOQHKR LWHUDþQpKR NURNX VD ] QHKR

RGVWUiQL DM �QDMVWDUãLD� LQYHU]Qi WUDQVIRUPiFLD� 7HQWR MHGQRGXFKê DOJRULWPLFNê WULN RGVWUD�XMH

VSR�DKOLYR SUREOpP zacyklenia horolezeckého algoritmu s deterministickým generovaním
RNROLD SRPRFRX PQRåLQ\ SUtSXVWQêFK WUDQVIRUPiFLt�
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Algoritmus 3.5. 3VHXGRSDVFDORYVNi SURFHG~UD SUH PHWyGX ]DNi]DQpKR K�DGDQLD� 9VWXSQêPL

parametrami sú timemax a s� NWRUp XUþXM~ PD[LPiOQ\ SRþHW LWHUDþQêFK NURNRY UHVS� YH�NRV" ]DNi]DQpKR

zoznamu T. Procedúra obsahuje dva cykly: vonkajší cyklus ZKLOH realizuje LWHUDþQp NURN\

]DNi]DQpKR K�DGDQLD� ]DWLD� þR YQ~WRUQê IRU�F\NOXV VO~åL QD NRQãWUXNFLX RNROLD U(α). Poznamenajme,
åH WRWR RNROLH QLH MH H[SOLFLWQH ]RVWURMHQp� JHQHUXM~ VD OHQ MHKR HOHPHQW\ D WLH VD KQH� WHVWXM~� þL LFK
IXQNþQi KRGQRWD QLH MH PHQãLD DNR ORNiOQH QDMOHSãLD IXQNþQi KRGQRWD ffin-loc� 9RQNDMãt F\NOXV VD XNRQþt

operáciou obnovy zakázaného zoznamu.

0RåQRVWL �DOãHM VRILVWLNiFLH PHWyG\ ]DNi]DQpKR K�DGDQLD VD REãtUQH GLVNXWXM~ Y OLWHUDW~UH

>����@� 3UtVWXS ]DORåHQê QD NRQFHSFLL GOKRGREHM SDPlWL SDWUt PHG]L ]iNODGQp SURVWULHGN\
intenzifikácie a GLYHU]LILNiFLH PHWyG\ ]DNi]DQpKR K�DGDQLD� 9\XåtYD PRåQRV" RGPLHWQXWLD

(pomocou penalizácie) transformácií, ktoré sa v predchádzajúcej histórii algoritmu vyskytujú
QDMþDVWHMãLH �W]Y� GOKRGREi SDPl"�� +�DGDQLH ORNiOQHKR PLQLPD Y PRGLILNRYDQRP RNROt UT (α)
MH Y WRPWR SUtVWXSH ]DORåHQp QLHOHQ QD ]PHQiFK IXQNFLH f (α), ale aj na predchádzajúcej
KLVWyULL DOJRULWPX� -HGQRGXFKi UHDOL]iFLD WHMWR YãHREHFQHM LGH\ VSRþtYD Y SRXåLWt IUHNYHQFLt

transformácií ω(t�� 3UL LQLFLDOL]iFLL DOJRULWPX V~ WLHWR IUHNYHQFLH QXORYp� Y NDåGRP LWHUDþQRP

kroku s výslednou transformáciou t* sa potom odpovedajúca frekvencia zvýši o jednotku,

ω ωW W
∗ ∗← +� � � � �� 3R SUHGStVDQRP SRþWH NURNRY �REY\NOH UiGRYR YlþãRP DNR YH�NRV"

zakázaného zoznamu T � WLHWR IUHNYHQFLH XUþXM~� DNR þDVWR EROL MHGQRWOLYp WUDQVIRUPiFLH ] S
SRXåLWp Y ORNiOQHM PLQLPDOL]iFLL� )UHNYHQFLH VD SRXåtYDM~ DNR SHQDOL]DþQp IXQNFLH SUL K�DGDQt

minima v okolí UT (α) . Vektor α'=tα∈ UT (α) , kde t∈ S\T� VD DNFHSWXMH DNR GRþDVQH QDMOHSãLH

riešenie, ak je splnená nasledujúca podmienka

( ) ( ) ( )f t f ∗′α + χω < α                                                      (3.18)

kde χ MH HPSLULFN\ XUþHQi PDOi NODGQi SHQDOL]DþQi NRQãWDQWD� 1DMþDVWHMãLH SRXåtYDQp

transformácie sú penalizované v dôsledku vysokých hodnôt frekvencií. Prístup dlhodobej
SDPlWL GiYD SUtOHåLWRV" DM LQêP WUDQVIRUPiFLiP QHå WêP� NWRUp DM NH� SRVN\WXM~ ORNiOQH QLåãLX

IXQNþQ~ KRGQRWX f(α'), sú v dôsledku ich frekventovaného výskytu v predchádzajúcej
dlhodobej histórii algoritmu znevýhodnené - penalizované.
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Úloha 3.7. 1DStãWH SURJUDP SUH PHWyGX ]DNi]DQpKR K�DGDQLD� 3URJUDP K�DGi PLQLPD
n-rozmernej IXQNFLH �QDSU� ãSHFLILNRYDQHM Y ~ORKH ����� SULþRP NyGRYDQLH ELQiUQHM
UHSUH]HQWiFLH MH ãWDQGDUGQp D WLHå DM SRG�D Graya. 7UDQVIRUPDþQp RSHUiWRU\ W ] PQRåLQ\ 6 V~
XUþHQp Y]"DKPL �3.13a-b).

��#
$%�
���	
��������%����

(YROXþQp SURJUDPRYDQLH >�����@ SDWUt PHG]L WLH VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� NWRUp

PRåQR FKiSD" DNR MHGQRGXFKp ]RYãHREHFQHQLH KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX� 9 WHMWR NDSLWROH

XYHGLHPH ]MHGQRGXãHQ~ YHU]LX HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD� NWRUi YãDN SRNUêYD YODVWQRVWL

WHMWR PHWyG\ GRVWDWRþQH YãHREHFQH�
=iNODGQi ~ORKD VSRþtYD Y ULHãHQt QDVOHGXM~FHKR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX

{ }
( )

0 1
arg min

kopt
,

f
∈

=
α

α α                                                 (3.19)

kde { } →: 0 1
k

f , R MH IXQNFLD� NWRUi ]REUD]XMH ELQiUQH YHNWRU\ G�åN\ k QD UHiOQH þtVOD� 1HFK P

MH PQRåLQD � SRSXOiFLD ULHãHQt WYDUX

{ } { }= ⊆1 2 0 1
k

pP , ,..., ,α α α                                                (3.20)

.DåGê SUYRN α z populácie P MH RKRGQRWHQê IXQNþQRX KRGQRWRX f(α). Z populácie P vyberieme
SRGPQRåQLQX � SRGSRSXOiFLX URGLþRY Q⊆ P, ktorej kardinalita je menšia alebo nanajvýš rovná
kardinalite pôvodnej populácie P, |Q|≤|P|. Riešenia z podpopulácie Q sa transformujú
PXWDþQêP RSHUiWRURP Omut (pozri (3.2a-c)) na podpopuláciu potomkov

( ){ }′ ′= = ∈;mutQ O Qα α α                                                 (3.21)

SULþRP kardinality Q a Q' sú rovnaké, |Q|=|Q'|. Potomkovia z podpopulácie Q' sa ohodnotia
IXQNþQêPL KRGQRWDPL f(α). Podpopulácie Q a Q' V~ ]MHGQRWHQp GR VSRORþQHM PQRåLQ\

REVDKXM~FHM YãHWNêFK URGLþRY D LFK SRWRPNRY

′= ∪R Q Q                                                               (3.22)

Z tejto zjednotenej podpopulácie vytvoríme novú SRGSRSXOiFLX QDVOHGRYQtNRY 6� SULþRP

|S|=|Q|=|Q'|. Tento výber sa realizuje pomocou operátora "turnaja" Otournament .
8YHGLHPH QLHNR�NR SR]QiPRN N UHDOL]iFLL WRKWR RSHUiWRUD� 1DMMHGQRGXFKãt SUtVWXS

VSRþtYD Y XVSRULDGDQt SUYNRY R SRG�D UDVW~FLFK IXQNþQêFK KRGQ{W f (α), potom S je tvorená
prvými |Q_ HOHPHQWPL WDNWR XVSRULDGDQHM PQRåLQ\ R� ,Qê SUtVWXS MH WHQ� åH SUH _Q| náhodne
vybraných dvojíc α1,α2∈ R sa realizuje malý "turnaj"; ak platí f (α1)< f (α2) , potom sa riešenie
α1 SUHVXQLH GR PQRåLQ\ S (pozri algoritmus 3.6).

( )tournamentS O R=                                                          (3.23)

3UH ]QiPX PQRåLQX S nasledovníkov obnovíme populáciu P takto

( )← ∪P P \ Q S                                                            (3.24)

WR ]QDPHQi� åH Y SRSXOiFLL P MH PQRåLQD URGLþRY Q QDKUDGHQi PQRåLQRX QDVOHGRYQtNRY S.
7êPWR MH PHWyGD HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD SOQH XUþHQi �SR]UL DOJRULWPXV ��� D REU� �����

Úloha 3.8. 1DStãWH SURJUDP QD HYROXþQp SURJUDPRYDQLH �SR]UL DOJRULWP\ ��� D ����� 3URJUDP
MH XUþHQê QD RSWLPDOL]iFLX UHiOQHM IXQNFLH Q SUHPHQQêFK� SULþRP SUHPHQQp V~
UHSUH]HQWRYDQp ELQiUQ\P UH"D]FRP G�åN\ N� 3RURYQDMWH HIHNWtYQRV" SURJUDPX V SRGREQêPL

SURJUDPDPL SUH KRUROH]HFNê DOJRULWPXV D PHWyGX ]DNi]DQpKR K�DGDQLD�
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Obrázok 3.8. 6FKHPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD� = SRSXOiFLH P sa náhodne
vyberie SRGSRSXOiFLD URGLþRY Q, ktorá je upravená pomocou operátora mutácie na podpopuláciu
potomkov Q'. Z týchto dvoch podpopulácií sa vytvorí zjednotená podpopulácia R. Aplikovaním turnaja
na túto podpopuláciu R dostaneme podpopuláciu nasledovníkov S. Podpopulácia nasledovníkov sa
vracia do pôvodnej populácie P WDN� åH VD S{YRGQi URGLþRYVNi podpopulácia Q odstráni.

SURFHGXUH 7RXUQDPHQW�LQSXW 5� RXWSXW 6��

EHJLQ 6� ∅ �

ZKLOH _5_!� GR

EHJLQ QiKRGQH Y\EHU ] 5 GYH ULHãHQLD α� D α��

5� 5?^α� � α�`�

LI I�α���I�α��WKHQ 6� 6∪ ^α�` HOVH

6� 6∪ ^α�`�

HQG�

HQG�

Algoritmus 3.6. Implementácia turnaja pre výber nasledovníkov zo zjednotenej SRGSRSXOiFLH URGLþRY

D SRWRPNRY� 7HQWR MHGQRGXFKê �SiURYê WXUQDM� VD P{åH �DKNR ]RYãHREHFQL" WDN� åH SUHGStVDQê

SRþHWNUiW QiKRGQH Y\EHUiPH GYRMLFH ULHãHQt D XVSRULDGDPH PHG]L QLPL �SiURYê� WXUQDM� Yt"D]RYL

]YêãLPH VNyUH Yt"D]VWYD R MHGQRWNX� 3RWRP VD PQRåLQD QDVOHGRYQtNRY S vytvorí z prvých |Q| riešení,
ktoré majú najvyššie skóre.
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SURFHGXUH (YROXWLRQDU\B3URJUDPPQLQJ�RXWSXW� αRSW��

EHJLQ 3� QiKRGQH JHQHURYDQi SRSXOiFLD FKURPR]yPRY�
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Algoritmus 3.7. ,PSOHPHQWiFLD HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD� 0HWyGD VD inicializuje náhodným
generovaním populácie P. Cyklus ZKLOH VD RSDNXMH WDN GOKR� SRNLD� QHSODWLD SRGPLHQN\

NRQYHUJHQFLH �QDSU� SRSXOiFLD MH GRVWDWRþQH KRPRJpQQD�� 9êVOHGQp ULHãHQLH αopt VD XUþt DNR QDMOHSãLH

riešenie z výslednej populácie P.
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4. Genetický algoritmus (GA)
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Genetický algoritmus patrí medzi základné VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ V YêUD]QêPL

HYROXþQêPL þUWDPL� 9 V~þDVQRVWL MH QDMþDVWHMãLH SRXåtYDQêP HYROXþQêP RSWLPDOL]DþQêP

algoritmom, so širokou paletou aplikácií od optimalizácie vysoko multimodálnych funkcií cez
NRPELQDWRULFNp D JUDIRYR�WHRUHWLFNp SUREOpP\ Då SR DSOLNiFLH QD]êYDQp �XPHOê åLYRW��

V predchádzajúcej kapitole bol opísaný tzv. slepý algoritmus stochastickej optimalizácie
IXQNFLt� $M NH� MH WHQWR DOJRULWPXV H[WUpPQH MHGQRGXFKê� MHKR KODYQp RKUDQLþHQLH VSRþtYD Y
�VOHSRP� QiKRGQRP JHQHURYDQt QRYpKR ULHãHQLD EH] Y]"DKX N optimalizovanej funkcii. Je
prakticky QHSRXåLWH�Qê� þDV SRWUHEQê SUH QiMGHQLH PLQLPD EXGH REURYVNê Xå SUH MHGQRGXFKp

RSWLPDOL]DþQp SUREOpP\� 0HWyG\ QXPHULFNHM PDWHPDWLN\ REFKiG]DM~ WHQWR SUREOpP WDN� åH

EX� Y\XåtYDM~ SR]QDWN\ R WYDUH IXQNFLH Y GDQRP ERGH �QDSU� gradientové metódy), alebo sú
VFKRSQp SRPRFRX SUHGFKiG]DM~FLFK ULHãHQt LQGLNRYD" V YH�NRX HIHNWtYQRV"RX QiGHMQê VPHU

minimalizácie funkcie (napr. VLPSOH[RYi PHWyGD�� 8ND]XMH VD� åH QD ]iNODGH DQDOyJLH V

HYROXþQêPL SURFHVPL SUHELHKDM~FLPL Y ELRORJLFNêFK V\VWpPRFK H[LVWXMH DOWHUQDWtYQD

PRåQRV"� DNR XVPHUQL" QiKRGQp JHQHURYDQLH ERGRY N KRGQRWiP EOt]N\P RSWLPiOQ\P� 3UiYH

WiWR DQDOyJLD VD VWDOD ]iNODGRP JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� NWRUê Y\OHSãXMH þLVWR stochastický
VOHSê DOJRULWPXV WDN� åH SRVN\WXMH Y UHiOQRP þDVH RSWLPiOQH ULHãHQLH�

'DUZLQRYD WHyULD HYRO~FLH >�@ VD ]DNODGi QD Wp]H SULURG]HQpKR YêEHUX� SRG�D NWRUHM

SUHåtYDM~ OHQ QDMOHSãLH SULVS{VREHQt MHGLQFL SRSXOiFLH� 5HSURGXNFLRX GYRFK MHGLQFRY V

vysokým ILWQHVV GRVWiYDPH SRWRPNRY� NWRUt EXG~ V Y\VRNRX SUDYGHSRGREQRV"RX GREUH

SULVS{VREHQt QD ~VSHãQp SUHåLWLH� 3UL SRGUREQHM DQDOê]H �KODYQH PDWHPDWLFNHM� VD XND]XMH�

åH VDPRWQp S{VREHQLH UHSURGXNFLH QLH MH GRVWDWRþQH HIHNWtYQH QD Y]QLN GREUH
SULVS{VREHQêFK MHGLQFRY V QRYêPL YODVWQRV"DPL� NWRUp Yê]QDPQH X�DKþXM~ SUHåLWLH� 'R

HYRO~FLH åLYHM KPRW\ MH QXWQp ]DSRML" DM W]Y� PXWiFLH� 7LHWR QiKRGQêP VS{VRERP RYSO\Y�XM~

(kladne alebo záporne) genetický materiál populácie jedincov.
Biologická evolúcia je progresívna zmena obsahu genetickej informácie (genotypu)

populácie v priebehu mnohých generácií. Prv ako pristúpime k jej špecifikácii, zavedieme
pojem ILWQHVV� NWRUê KUi N�~þRY~ ~ORKX Y QDãLFK ~YDKiFK R JHQHWLFNRP DOJRULWPH� 9 ELROyJLL MH
fitness GHILQRYDQi DNR UHODWtYQD VFKRSQRV" SUHåLWLD D UHSURGXNFLH JHQRW\SX Y GDQRP

SURVWUHGt� 3RGREQH VD FKiSH DM Y XPHORP åLYRWH� MH WR NODGQp þtVOR SULUDGHQp JHQHWLFNHM

LQIRUPiFLL UHSUH]HQWXM~FHM RUJDQL]PXV �REY\NOH Y\MDGUHQHM SRPRFRX ELWRYpKR UH"D]FD�� NWRUp
UHSUH]HQWXMH MHKR UHODWtYQX ~VSHãQRV" SOQL" VL Y GDQRP SURVWUHGt VYRMH ~ORK\ �QDSU� ]EHU

SRWUDY\� D YVWXSRYD" GR UHSURGXNFLH� W�M� WYRUL" QRYp RUJDQL]P\�

Pojem "povrch fitness" (fitness' surface/ODQGVFDSH� >�@ SRGVWDWQH X�DKþXMH heuristickú
LQWHUSUHWiFLX VHOHNFLH Y SRSXOiFLL SRþDV SULHEHKX HYRO~FLH� =iNODGQi LGHD SRYUFKX fitness
VSRþtYD Y JUDILFNHM UHSUH]HQWiFLL ILWQHVV Y]K�DGRP QD ]ORåHQLH JHQRW\SX RUJDQL]PRY Y

GDQRP SURVWUHGt �SR]UL REU� ���$�� 3RSXOiFLX SRWRP P{åHPH ]Qi]RUQL" DNR �REODN� ERGRY QD

SRYUFKX �SR]UL REU� ���%�� NDåGê ERG MH SULUDGHQê RUJDQL]PX ] SRSXOiFLH� 9 SULHEHKX

mnohých generácií prirodzený výber spôsobuje pohyb populácie na povrchu do oblastí s
YlþãRX KRGQRWRX ILWQHVV� $N MH GRPLQDQWQi VHOHNFLD� SRWRP VD WHQWR SRK\E XVNXWRþ�XMH Y

smere gradientu, v ktorom ILWQHVV QDMUêFKOHMãLH UDVWLH� 9 RSDþQRP SUtSDGH� DN MH Y HYRO~FLL
GRPLQDQWQi QiKRGQRV" �QDSU� PXWiFLH�� SRK\E ERGRY QD SRYUFKX fitness má stochastický
charakter.
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Obrázok 4.1. Znázornenie 3-rozmerného povrchu fitness (A). Výška jeho jednotlivých vrcholov
odpovedá hodnote fitness genetickej informácie (genotypu) organizmu z danej populácie. Vrstevnicový
diagram (B) je priradený povrchu fitness, body reprezentujú organizmy v populácii.

9R Y\ããRP VWXSQL DEVWUDNFLH >�@ VD P{åH SRMHP ELRORJLFNê MHGLQHF QDKUDGL" SRMPRP

FKURPR]yP� NWRUê UHSUH]HQWXMH OLQHiUQH XVSRULDGDQêP VS{VRERP LQIRUPDþQê REVDK MHGLQFD

(genotyp). Potom hovoríme o populácii chromozómov, ktoré sa reprodukujú s
SUDYGHSRGREQRV"RX ~PHUQRX LFK ILWQHVV� SULþRP LQWHJUiOQRX V~þDV"RX WHMWR UHSURGXNFLH V~

PXWiFLH� 0XWiFLH ]DQiãDM~ GR FKURPR]yPRY QRY~ LQIRUPiFLX� NWRUi P{åH ]YêãL" fitness
chromozómov vznikajúcich reprodukciou pôvodných chromozómov. Nové chromozómy
Y\WHV�XM~ ] SRSXOiFLH FKURPR]yP\ V PDORX ILWQHVV� 7HQWR ]iNODGQê UHSURGXNþQê F\NOXV VD Y
GDQHM SRSXOiFLL FKURPR]yPRY QHXVWiOH RSDNXMH� 3R XUþLWRP þDVH VD WHGD Y SRSXOiFLL V
Y\VRNRX SUDYGHSRGREQRV"RX REMDYLD FKURPR]yP\ V QRYêPL YODVWQRV"DPL� NWRUp SRGVWDWQH

zvyšujú ich fitness a Y\WHV�XM~ S{YRGQp FKURPR]yP\ EH] WêFKWR YODVWQRVWt�

Pristúpme k formalizácii základných pojmov evolúcie tak, ako boli formulované v
SUHGFKiG]DM~FHM þDVWL WHMWR NDSLWRO\� -HGLQFRY SRSXOiFLH UHSUH]HQWXM~ FKURPR]yP\� þR V~

OLQHiUQH UH"D]FH V\PERORY� 3RWRP SRSXOiFLD P MH PQRåLQD WêFKWR FKURPR]yPRY

{ } { }= ⊆1 2

k

pP , ,..., a,b,...α α α                                               (4.1)

Populácia P obsahuje p FKURPR]yPRY� NWRUp V~ UHDOL]RYDQp DNR UH"D]FH G�åN\ k ]ORåHQp ]R

znakov a, b, ... . Obvykle sa tieto znaky rovnajú 0 a 1, chromozómy sú potom binárne

UH"D]FH� 3
N⊆ ���� � �WiWR ELQiUQD NRQYHQFLD VD EXGH SRXåtYD" Y FHOHM SUiFL�� .DåGê

chromozóm α∈ P je ohodnotený fitness, ktorá sa interpretuje ako zobrazenie chromozómov
QD NODGQp UHiOQH þtVOD

+→:F P R                                                              (4.2)

3URFHV UHSURGXNFLH FKURPR]yPRY ]DþtQD WêP� åH ] SRSXOiFLH VD kvázináhodne vyberú dva
chromozómy v závislosti od ich ILWQHVV �FKURPR]yP\ V YlþãtP ILWQHVV PDM~ YlþãLX
SUDYGHSRGREQRV" E\" Y\EUDQp�� 3RG UHSURGXNFLRX EXGHPH UR]XPLH" WDNê SURFHV� Y NWRURP

sa dva pôvodné chromozómy α1 a α2 reprodukujú (tvoria potomkov) na dva nové
chromozómy ′ ′α α

� �
D

( ) ( )′ ′ =1 2 1 2repro, O ,α α α α                                                    (4.3)

.RQNUpWQ\ WYDU WRKWR RSHUiWRUD UHSURGXNFLH QHEXGHPH ]DWLD� EOLåãLH GLVNXWRYD"� $NR
XNiåHPH QHVNRUãLH� REVDKXMH GYH þDVWL� D WR NUtåHQLH a mutáciu. Tento operátor má
VWRFKDVWLFNê FKDUDNWHU� RSHUiFLH NUtåHQLD D PXWiFLH VD Y\NRQiYDM~ OHQ V XUþLWRX

SUDYGHSRGREQRV"RX� 0XWiFLD Xå EROD ãSHFLILNRYDQi Y NDSLWROH ���� RSHUiFLX NUtåHQLD� NWRUi

]QDPHQi YêPHQX þDVWt PHG]L GYRPD FKURPR]yPDPL� EXGHPH ãSHFLILNRYD" SRGUREQHMãLH

neskoršie.
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9R YãHREHFQHM URYLQH VD P{åH HYRO~FLD SRSXOiFLH FKiSD" DNR ]PHQD SRSXOiFLH

UHDOL]XM~FD VD Y þDVH SR MHGQRWOLYêFK NURNRFK �JHQHUiFLiFK�� 1HFK Pt je populácia
FKURPR]yPRY Y þDVH t� SRWRP Y QDVOHGXM~FRP þDVH t+1 je populácia Pt+1 XUþHQi rekurentne
SRPRFRX �UHSURGXNþQpKR� R-operátora (pozri obr. 4.2)

( )+ =1t tP R P                                                             (4.4)

Obrázok 4.2. (YRO~FLD VD P{åH FKDUDNWHUL]RYD" DNR SRVWXSQi rekurentná zmena populácie, formálne
Pt+1=R(Pt). R-operátor popisuje rekurentnú zmenu populácie z jednej generácie na druhú. Obsahuje
QLHNR�NR ]ORåLHN� DNêPL V~ YêEHU FKURPR]yPRY � URGLþRY� NUtåHQLH� PXWiFLX D QiYUDW FKURPR]yPRY �
potomkov do populácie.

3UtVWXS ]DORåHQê QD YãHREHFQHM URYQLFL ����� SRVN\WXMH YH�PL YãHREHFQê SRK�DG QD

HYRO~FLX� DYãDN ]D FHQX WRKR� åH R�RSHUiWRU QLH MH EOLåãLH ãSHFLILNRYDQê� 1DãX SR]RUQRV"

upriamime na jednoduchú realizáciu R�RSHUiWRUD WDN� åH REVDKXMH SUREOpP YêEHUX

chromozómov z populácie, reprodukciu (4.3) a návrat nových chromozómov do populácie.
'RVWDQHPH MHGQRGXFKê HYROXþQê DOJRULWPXV� NWRUê VLPXOXMH HYRO~FLX FKURPR]yPRY Y
SRSXOiFLL� SULþRP KQDFRX fitness tejto evolúcie je darwinovský prirodzený výber (pozri
DOJRULWPXV ��� D REUi]RN ��� �� 'LVNXWXMPH Y]"DK PHG]L KRUROH]HFNêP DOJRULWPRP

�DOJRULWPXV ���� D HYROXþQêP DOJRULWPRP �DOJRULWPXV ����� 9 þRP VD WLHWR DOJRULWP\ RGOLãXM~"
(YROXþQê DOJRULWPXV VD ]DNODGi QD VLPXOWiQQHM RSWLPDOL]iFLL FHOHM SRSXOiFLH FKURPR]yPRY�
]DWLD� þR KRUROH]HFNê DOJRULWPXV ��� optimalizuje náhodne len jeden objekt - chromozóm. Ak
Y SURFHVH UHSURGXNFLH FKURPR]yPRY XYDåXMHPH OHQ PXWiFLH� WDN HYROXþQê DOJRULWPXV MH

YH�PL SRGREQê KRUROH]HFNpPX DOJRULWPX ���� 0RåQRV" ~QLNX ] ORNiOQHKR PLQLPD SRPRFRX

�VSRþLDWNX PiOR YêKRGQHM� PXWiFLH Y HYROXþQRP DOJRULWPH MH VSRMHQi V SRWHQFLiOQRX
QHYêKRGRX� Y\JHQHURYDQê FKURPR]yP P{åH PD" PHQãLX fitness ako pôvodný chromozóm.
3UL YlþãRP PQRåVWYH FKURPR]yPRY Y SRSXOiFLL VD QDMVN{U WDNêWR FKURPR]yP QH]~þDVW�XMH
QD UHSURGXNþQRP SURFHVH� QR QHVNRUãLH P{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH WLHWR FKURPR]yP\ VD

XNiåX YKRGQêPL SUH �DOãLX HYRO~FLX �RSWLPDOL]iFLX� V\VWpPX� 9 HYROXþQRP DOJRULWPH MH

ORNiOQH K�DGDQLH RSWLPiOQHKR ULHãHQLD KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX QDKUDGHQp HIHNWtYQHMãtP

VS{VRERP VLPXOWiQQHM RSWLPDOL]iFLH FHOHM SRSXOiFLH FKURPR]yPRY� SULþRP MHGQRWOLYp

FKURPR]yP\ VL Y UiPFL UHSURGXNFLH Y\PLH�DM~ LQIRUPiFLX SRPRFRX NUtåHQLD�

3UHþR SUL SUH]HQWiFLL HYROXþQêFK DOJRULWPRY QHXVWiOH ]G{UD]�XMHPH� åH GR

UHSURGXNþQpKR SURFHVX vyberáme chromozómy náhodne" $N E\ VPH GR UHSURGXNþQpKR

SURFHVX Y\EHUDOL OHQ WLH FKURPR]yP\� NWRUp PDM~ QDMYlþãLX ILWQHVV� SRWRP E\ VPH V XUþLWRX
SUDYGHSRGREQRV"RX SRGVWDWQH RKUDQLþLOL REODV" D� Y NWRUHM K�DGiPH RSWLPiOQH ULHãHQLH�

(YROXþQê DOJRULWPXV E\ ERO YH�PL �RSRUWXQLVWLFNê�� ]D GRþDVQH OHSãt YêVOHGRN E\ VPH DVL

SRGVWDWQH RKUDQLþLOL FHOê SURFHV HYRO~FLH SRSXOiFLH FKURPR]yPRY VPHURP N RSWLPiOQHPX

ULHãHQLX� D WêP VD GRVWDOL N KRUãLHPX NRQHþQpPX ULHãHQLX� 3UHWR HYROXþQê DOJRULWPXV Y\EHUi

chromozómy do procesu reprodukcie kvázináhodne. Obrazne, s "básnickou licenciou"
P{åHPH SRYHGD"� åH Y UiPFL HYROXþQpKR DOJRULWPX QHY\VWXSXMH deux ex machina, ktorý
YRSUHG SR]Qi YêVOHGRN HYRO~FLH SRSXOiFLH FKURPR]yPRY D P{åH ]DVDKRYD" YêEHURP

FKURPR]yPRY GR SURFHVX UHSURGXNFLH� .HE\ VPH WRWR EROL VFKRSQt UHDOL]RYD"� SRWRP E\ VPH
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QHSRWUHERYDOL HYROXþQp DOJRULWP\� SUHWRåH RSWLPiOQH ULHãHQLH Xå SR]QiPH� 9ãHWN\ �þLDVWRþQH

XUêFK�XM~FH� KHXULVWLN\ V~ QLHOHQ QHGRVWDWRþQp� QR Y NRQHþQRP G{VOHGNX DM ]DYiG]DM~FH�

SUHWR LFK ]DEXGRYDQLH GR HYROXþQpKR DOJRULWPX MH YR YlþãLQH SUtSDGRY YH�PL SUREOHPDWLFNp�

procedure Evolution(input tmax; output Pfin);
begin t:=0;
      P:={náhodne generovaná populácia chromozómov};
      while t<tmax do
      begin t:=t+1; Q:=∅ ;
            while |Q|<|P| do
            begin NYi]LQiKRGQH Y\EHU GYD URGLþRYVNp

                  chromozómy α1,α2∈ P s vysokým fitness;
                  if random<Prepro then ′ ′ =α α α α1 2 repro 1 2, O ,� � � �
                  else ′ ′ =α α α α1 2 1 2, ,� � � �;
                { }: ′ ′= ∪ α α1 2Q Q , ;

            end; P:=Q;
       end; Pfin:=P;
end;

Algoritmus 4.1. 3VHXGRSDVFDORYVNi YHU]LD DOJRULWPX HYRO~FLH Y åLYHM SUtURGH ]DORåHQHM QD
Darwinovskom prirodzenom výbere. Algoritmus sa inicializuje náhodným generovaním populácie P.
Vonkajší cyklus while sa opakuje tmax generácií (iterácií). Vo vnútornom cykle while sa zostrojuje
QRYi SRSXOiFLD WDN� åH VD kvázináhodne vyberú dva chromozómy z populácie P �SUDYGHSRGREQRV" LFK

výberu je úmerná ich ILWQHVV� D DSOLNXMH VD QD QH UHSURGXNþQê RSHUiWRU ������ 7HQWR SURFHV UHSURGXNFLH
VD UHDOL]XMH V SUDYGHSRGREQRV"RX Prepro� Y RSDþQRP SUtSDGH VD Y\EUDQp URGLþRYVNp FKURPR]yP\

jednoducho okopírujú do nových chromozómov - potomkov. Takto vzniknuté dva nové chromozómy sa
XORåLD GR QRYHM SRSXOiFLH Q. Vnútorný cyklus while VD RSDNXMH WDN GOKR� Då MH kardinalita novej
populácie Q rovná kardinalite starej populácie P. Populácia P sa potom nahradí novou populáciou Q.

Obrázok 4.3. Diagramatická YL]XDOL]iFLD HYROXþQpKR DOJRULWPX ���� = SRþLDWRþQHM SRSXOiFLH P0 sa
DSOLNRYDQtP UHSURGXNþQpKR SURFHVX JHQHUXMH QRYi SRSXOiFLD SRWRPNRY Q0 � NWRUi GR �DOãHM JHQHUiFLH

vstupuje ako obnovená populácia P1. Tento proces sa LWHUDþQH RSDNXMH tmax-krát.
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4.2 Základné pojmy genetického algoritmu - populácia a
      fitness chromozómov

Genetický algoritmus (GA) vynašiel v polovici 70-tych rokov Holland [3], ale podobne
UR]Pêã�DOL DM LQt [4]� 9 V~þDVQRVWL SDWUt JHQHWLFNê DOJRULWPXV PHG]L QDMSRSXOiUQHMãLH HYROXþQp

RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ >���@� =iNODGQp SULQFtS\ JHQHWLFNpKR DOJRULWPX V~ XUþLWRX

špecifikáciou všeobecných princípov evolúcie a jej algoritmizácie, ktoré boli uvedené v
kapitole 4.1. Pod chromozómom α EXGHPH UR]XPLH" ELQiUQ\ YHNWRU IL[QHM G�åN\ k

( ) { }= α α α ∈1 2 0 1
k

k, ,..., ,α                                                     (4.5)

Populácia P obsahuje chromozómy - binárne vektory α

{ }1 2 pP , ,...,= α α α                                                            (4.6)

kde p je kardinalita populácie P� Y\MDGUXMH SRþHW FKURPR]yPRY Y P, p =|P |. Nech f MH ~þHORYi
IXQNFLD GHILQRYDQi QDG PQRåLQRX ELQiUQ\FK YHNWRURY G�åN\ k

{ } →0 1
k

f : , R                                                              (4.7)

NWRUi RKRGQRWt NDåGê ELQiUQ\ YHNWRU α∈ {0,1}k
UHiOQ\P þtVORP� 1DãRX ~ORKRX EXGH K�DGD"

JOREiOQH PLQLPXP WHMWR IXQNFLH QDG PQRåLQRX ^���`
k (pozri (2.5))

{ }
( )

∈
=

0 1
arg min

kopt
,

f
α

α α                                                   (4.8)

Funkcia f "reprezentuje prostredie", v ktorom existujú chromozómy populácie. Povedané
pomocou biologickej terminológie, chromozóm α reprezentuje genotyp RUJDQL]PX� ]DWLD� þR

IXQNþQi KRGQRWD f(α) reprezentuje jeho fenotyp. Mierou úspešnosti chromozómu je jeho
IXQNþQi KRGQRWD� 3UHWRåH K�DGiPH PLQLPXP ~þHORYHM IXQNFLH� FKURPR]yP MH WêP

~VSHãQHMãt� þtP MH MHKR IXQNþQi KRGQRWD �JHQRW\S� PHQãLD� 1D ]iNODGH WêFKWR ~YDK P{åHPH
]DYLHV" RKRGQRWHQLH fitness chromozómov ako zobrazenie (4.2), ktoré vyhovuje nasledujúcej
podmienke (pozri obr. 4.4)

( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ ≤ ⇒ ≥ ≥1 2 1 2 1 2: 0, P f f F Fα α α α α α                                   (4.9)

Z praktických dôvodov je vhodné, aby numerické hodnoty fitness boli z otvoreného intervalu
(0,1), preto sa zavádza tzv. renormalizovaná fitness

( ) ( )
( )

′∈

′ =
′∑

P

F
F

F
α

α
α

α
                                                      (4.10a)

( ) 1
P

F
α∈

′ α =∑                                                          (4.10b)

kde ( )0 1F ′< α < SUH NDåGp α∈ P.

$NêP NRQNUpWQ\P VS{VRERP PRåQR UHDOL]RYD" ]REUD]HQLH KRGQ{W ~þHORYHM IXQNFLH QD

ILWQHVV WDN� DE\ EROD VSOQHQi SRGPLHQND �����" 7RWR ]REUD]HQLH VD Gi XVNXWRþQL" PQRKêPL

VS{VREPL� Y WHMWR NDSLWROH XNiåHPH GYD SUtVWXS\ ]RVWURMHQLD VtO SRPRFRX KRGQ{W ~þHORYHM

IXQNFLH� 3UYê SRVWXS VD ]DNODGi QD MHGQRGXFKRP OLQHiUQRP ]REUD]HQt IXQNþQêFK KRGQ{W QD
ILWQHVV WDN� åH PD[LPiOQHM �PLQLPiOQHM� IXQNþQHM KRGQRWH MH SULUDGHQi PLQLPiOQD
(maximálna) ILWQHVV� RVWDWQp IXQNþQp KRGQRW\ V~ OLQHiUQH LQWHUSRORYDQp PHG]L WêPLWR GYRPD
limitnými hodnotami

( ) ( )− −
= +

− −
max min min min max max

min max min max

F F f F f F
F f

f f f f
α α                                (4.11a)



36

kde fmax (fmin� MH PD[LPiOQD �PLQLPiOQD� KRGQRWD ~þHORYHM IXQNFLH SUH FKURPR]yP\
populácie P

( ) ( )
∈ ∈

= =max minmax min
P P

f f , f f
α α

α α                                            (4.11b)

a Fmax (Fmin) je maximálna (minimálna) hodnota ILWQHVV� REY\NOH VD SRORåt Fmax =1 a Fmin =ε,
kde ε MH PDOp NODGQp þtVOR �QDSU� ε ������ 'RVDGHQtP WêFKWR KUDQLþQêFK KRGQ{W fitness do
�����D� GRVWDQHPH NRQHþQê YêUD] SUH YêSRþHW fitness chromozómov na základe ich hodnôt
~þHORYHM IXQNFLH

( ) ( ) ( )= − ε + ε −  −
1

1 min max
min max

F f f f
f f

α α                                   (4.11c)

7HQWR Y]RUHF VD þDVWR SRXåtYD Y U{]Q\FK LPSOHPHQWiFLiFK JHQHWLFNpKR DOJRULWPX Y SUtSDGH�
åH KRGQRW\ ~þHORYHM IXQNFLH VD YH�PL QHPHQLD �QDSU� V~ URYQDNpKR UiGX�� 9 RSDþQRP

SUtSDGH� DN VD WLHWR IXQNFLH PHQLD YR YH�NRP LQWHUYDOH LG~FRP FH] PQRKR UiGRY IXQNþQêFK
KRGQ{W� Y]RUHF �����F� SULUD�XMH VNRUR QXORY~ fitness tým chromozómom, ktoré odpovedajú
IXQNþQêP KRGQRWiP EOt]N\P PD[LPiOQHM KRGQRWH� D WêPWR VD QHRSRGVWDWQHQH ]RVLO�XMH
SUHIHUHQFLD FKURPR]yPRY V PDORX IXQNþQRX KRGQRWRX� 7HQWR QHGRVWDWRN VD RGVWUiQL

QDVOHGXM~FLP DOWHUQDWtYQ\P SUtVWXSRP N XUþHQLX VtO FKURPR]yPRY�

Obrázok 4.4. 'LDJUDP $ ]Qi]RU�XMH ~þHORY~ IXQNFLX Y SULHVWRUH YãHWNêFK PRåQêFK ELQiUQ\FK YHNWRURY�

kde binárny vektor je formálne pretransformovaný na bod v dvojrozmernom priestore a tretí rozmer
�YêãND� MH GDQê KRGQRWRX ~þHORYHM IXQNFLH� .DåGpPX FKURPR]yPX ] SRSXOiFLH P P{åHPH SULUDGL"

IXQNþQ~ KRGQRWX OHåLDFX QD SRYUFKX ~þHORYHM IXQNFLH� 'LDJUDP % ]Qi]RU�XMH fitness binárnych
vektorov - chromozómov. V dôsledku podmienky (4.9), tam kde máme na povrchu A minimum, musí
E\" QD SRYUFKX % PD[LPXP �SR]UL ãtSNX��

Obrázok 4.5. 6FKHPDWLFNp Y\MDGUHQLH UXOHW\ SRPRFRX MHGQRWNRYHM NUXåQLFH� QD NWRUHM V~ Y\QHVHQp
renormalizované ILWQHVV� 2EUD]QH SRYHGDQp� þtP YlþãLD MH renormalizovaná ILWQHVV� WêP Ylþãt MH REO~N
SULUDGHQê QD NUXåQLFL� 5XþLþND �ãtSND� VD WOPHQH WRþt RNROR VYRMHM RVL �ERGX� D FKiSH VD DNR JHQHUiWRU

QiKRGQHM SRORK\ QD NUXåQLFL� 3R MHM ]DVWDYHQt XND]XMH kvázináhodne vybraný chromozóm.
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Nech Q=(q1,q2,...,q|P |) je taká permutácia |P | chromozómov z populácie P, ktorá
XVSRULDGD KRGQRW\ ~þHORYHM IXQNFLH GR QHNOHVDM~FHM SRVWXSQRVWL

( ) ( ) ( )≤ ≤ ≤
1 2 |P|q q qf f ... fα α α                                              (4.12a)

Potom chromozómu α T�
( α T 3_ _

) priradíme maximálnu (minimálnu) fitness Fmax=1 (Fmin=ε)

( ) ( ) ( )1
1 pre 1,2,...,

1iqF i P i P
P

 α = − ε + ε − = −
                   (4.12b)

V tomto prípade je fitness chromozómov z populácie P URYQRPHUQH UR]ORåHQi Y FHORP

intervale [ε,1], kde ε MH PDOp NODGQp þtVOR� 8UþLWêP QHGRVWDWNRP WRKWR Y]RUFD MH� åH
RKRGQRFXMH FKURPR]yP\ V URYQDNRX IXQNþQRX KRGQRWRX U{]Q\PL ILWQHVV� þR P{åH E\"
QHYêKRGQp KODYQH SUH ]iYHU EHKX JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� NH� MH SRSXOiFLD SRPHUQH
homogénna. Z týchto dôvodov sa ohodnotenie vzorcom (4.12b) upravuje takto

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
pre 2,3,...,

i i i iq q q qf f F F i P
− −

α = α ⇒ α = α =                (4.12c)

3RWRP V~ FKURPR]yP\ V URYQDNRX KRGQRWRX ~þHORYHM IXQNFLH RKRGQRWHQp URYQDNRX fitness.

Úloha 4.1. 9 NDSLWROH ��� V~ RStVDQp GYH U{]QH PHWyG\ WUDQVIRUPiFLH KRGQ{W ~þHORYHM
funkcie na fitness tak, aby bola splnená podmienka (4.9). Navrhnite iné alternatívne spôsoby
tejto transformácie a vykonajte ich interpretáciu v tom zmysle, ako sa líšia od obidvoch
pôvodných prístupov.

Pomocou renormalizovaných ILWQHVV P{åHPH MHGQRGXFKR UHDOL]RYD" NYi]LQiKRGQRV"

YêEHUX FKURPR]yPRY �þR SDWUt PHG]L ]iNODGQp LPSHUDWtY\ HYROXþQêFK DOJRULWPRY� SRPRFRX

pojmu ruleta [5] (pozri obr. 4.5). Chromozóm s indexom i sa vyberie (kvázináhodne), ak pre
QiKRGQH JHQHURYDQp þtVOR random z intervalu [0,1) s rovnomernou distribúciou
pravdepodobnosti platí

−

= =

′ ′≤ <∑ ∑
1

1 1

random
i i

k k
k k

F F                                            (4.13)

7HQWR Y]RUHF Pi MHGQRGXFK~ JUDILFN~ LQWHUSUHWiFLX ]Qi]RUQHQ~ QD REU� ��� �SR]UL WLHå
algoritmus 4.2).

function Roulette_Wheel:integer;
begin aux:=random; bound_lower:=0; bound_upper:= ′F1 ;
      i:=0; criterion:=false;
      while (i<|P|) and (not criterion) do
      begin i:=i+1;

            criterion:=(bound_lower≤aux) and (aux<bound_upper);
            bound_lower:=bound_upper;
            bound_upper:=bound_upper+ ′+Fi 1;

      end;
      Roulette_wheel:=i;
end;

Algoritmus 4.2. -HGQRGXFKi LPSOHPHQWiFLD UXOHW\ SUH QiKRGQê YêEHU FKURPR]yPRY SRG�D LFK fitness.
V cykle while sa postupne (UHNXUHQWQH� UHDOL]XM~ V~þW\ renormalizovaných fitness (pozri rov. (4.11) a
obr. 4.5). 6RILVWLNRYDQHMãt SUtVWXS N LPSOHPHQWiFLL UXOHW\ MH ]DORåHQê QD WRP� åH SUHG aktiváciami rulety
VD VSRþtWDM~ GROQp D KRUQp KUDQLFH SRGLQWHUYDORY� QD NWRUp MH UR]GHOHQê LQWHUYDO >���@� 3RWRP K�DGiPH�

QDSU� PHWyGRX ELQiUQHKR Y\K�DGiYDQLD >�@� GR NWRUpKR LQWHUYDOX SUHPHQQi aux patrí.
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Obrázok 4.6. -HGQRWNRYi ~VHþND MH UR]GHOHQi QD ~VHN\ SRG�D YH�NRVWt renormalizovaných fitness
chromozómov z populácie P� 1iKRGQH JHQHURYDQp þtVOR ] LQWHUYDOX >���� SUHGVWDYXMH SRORKX QD

~VHþNH �UHSUH]HQWRYDQp KUXERX YHUWLNiOQRX þLDURX� D SRG�D GDQHM SRORK\ XUþXMH RGSRYHGDM~FL

FKURPR]yP� = NRQãWUXNFLH WHMWR UHDOL]iFLH �UXOHW\� Y\SOêYD� åH þtP YlþãLD MH fitness chromozómu, tým
YlþãLD MH SUDYGHSRGREQRV" MHKR YêEHUX�

Úloha 4.2. Algoritmus 4.2 LPSOHPHQWXMH UXOHWX SRG�D Y]"DKX ������ WDN� åH VD SRVWXSQH K�DGi

interval [ERXQGBORZHU�ERXQGBXSSHU@� NWRUê REVDKXMH QiKRGQH Y\JHQHURYDQp þtVOR ��aux≤1.
3RGVWDWQH HIHNWtYQHMãLD MH PHWyGD LPSOHPHQWiFLH UXOHW\ SRPRFRX ELQiUQHKR Y\K�DGiYDQLD

>����@ �SRURYQDM V GHWVNRX KURX XUþHQLD SULURG]HQpKR þtVOD PHQãLHKR DOHER URYQpKR DNR
���� GREUê KUiþ VD SêWD RSRQHQWD þL MH GDQp þtVOR YlþãLH �PHQãLH� WDN� åH QHXVWiOH GHOt
nádejné intervaly na polovice). Navrhnite algoritmus rulety pomocou binárneho
Y\K�DGiYDQLD� Y\NRQDMWH MHKR LPSOHPHQWiFLX�

�������
�����
����������

Pre chromozómy z populácie P sa definujú dve základné operácie: operácia mutácie a
RSHUiFLD NUtåHQLD� 3UYi RSHUiFLD �PXWiFLD� Xå EROD SRGUREQH GLVNXWRYDQi Y UiPFL

KRUROH]HFNpKR DOJRULWPX �SR]UL NDSLWROX ����� SUHWR VD WHUD] EXGHPH SRGUREQH YHQRYD" OHQ

RSHUiFLL NUtåHQLD� 0DMPH GYD FKURPR]yP\ α,β∈ {0,1}k, RSHUiFLD NUtåHQLD VD EXGH IRUPiOQH

LQWHUSUHWRYD" DNR RSHUiWRU � ]REUD]HQLH� NWRUê WHMWR GYRMLFL FKURPR]yPRY SULUDGt GYD QRYp

FKURPR]yP\ V URYQDNRX G�åNRX DNR S{YRGQp

′ ′ =α β α β� �� � � �2
FURVV

                                                    (4.14)

kde sú rôzne spôsoby realizácie operátora Ocross znázornené na obr. 4.7 (pozri algoritmus
����� 7HQWR RSHUiWRU Pi WLHå stochastický charakter podobne ako operátor mutácie. Táto
VWRFKDVWLþQRV" MH ]DORåHQi QD WRP� åH SUL DSOLNRYDQt RSHUiWRUD NUtåHQLD QD GYRMLFX
FKURPR]yPRY ] SRSXOiFLH VD JHQHUXMH QiKRGQH W]Y� ERG �DOHER ERG\� NUtåHQLD D SRWRP MH Xå

DSOLNiFLD NUtåHQLD ~SOQH GHWHUPLQLVWLFNi�

procedure Crossover(input: α,β; output: α',β');
begin cross_point:=1+random(k-1);
      for i:=1 to cross_point do

      begin ′αi:=αi; ′βi :=βi end;

      for i:=cross_point+1 to k do

      begin ′αi:=βi; ′βi :=αi end;

end;

Algoritmus 4.3. Jednoduchá SVHXGRSDVFDORYVNi LPSOHPHQWiFLD NUtåHQLD� 3UHPHQQi cross-point je
QiKRGQH JHQHURYDQê ERG NUtåHQLD� 3R WHQWR ERG VD FKURPR]yP\ α a β jednoducho okopírujú do
nových chromozómov α' resp. β'� =D WêPWR ERGRP Då GR NRQFD FKURPR]yPX VD GR α' kopíruje zvyšok
β a do chromozómu β' sa kopíruje zvyšok α. Funkcia random(k-1)JHQHUXMH QiKRGQp FHOp þtVOD ]

intervalu [0,k-2].
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Obrázok 4.7. 'LDJUDPDWLFNp Y\MDGUHQLH RSHUiFLH NUtåHQLD QDG GYRPD FKURPR]yPDPL� 9HUWLNiOQD þLDUD

]Qi]RU�XMH W]Y� ERG NUtåHQLD� ,OXVWUXM~ VD GYH YHU]LH NUtåHQLD� Y ��ERGRYRP NUtåHQt VD QiKRGQH

Y\JHQHUXMH ERG NUtåHQLD D FKURPR]yP\ VL Y\PHQLD VYRMH þDVWL ]D WêPWR ERGRP� 9 ��ERGRYRP NUtåHQt

VD QiKRGQH Y\JHQHUXM~ GYD U{]QH ERG\ NUtåHQLD� FKURPR]yP\ VL Y\PHQLD þDVWL PHG]L QLPL�

9 SUtSDGH� åH FKURPR]yP NyGXMH n UHiOQ\FK SUHPHQQêFK SRPRFRX ELQiUQ\FK UH"D]FRY

G�åN\ k �FHONRYi G�åND FKURPR]yPX MH kn�� RSHUiFLD NUtåHQLD VD P{åH DSOLNRYD" ]YOiã" SUH

NDåGê ELQiUQ\ SRGUH"D]HF UHSUH]HQWXM~FL MHGQRWOLY~ SUHPHQQ~ ~þHORYHM IXQNFLH �SR]UL REU�

4.8).

Úloha 4.3. Rozšírte algoritmus 4.3 (realizujúci ��ERGRYp NUtåHQLH ELQiUQHKR UH"D]FD G�åN\ N�
WDN� DE\ VD UHDOL]RYDOR NUtåHQLH ]Qi]RUQHQp QD REU� ���� NGH VD FKURPR]yP VNODGi ] Q
binárnych SRGUH"D]FRY G�åN\ N�

Obrázok 4.8. 6FKHPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH NUtåHQLD GYRFK FKURPR]yPRY G�åN\ kn, kde k MH G�åND ELQiUQHM
reprezentácie reálnej premennej a n MH SRþHW SUHPHQQêFK ~þHORYHM IXQNFLH� 2SHUiFLD NUtåHQLD SUHELHKD

Y NDåGRP SRGUH"D]FL ]YOiã" SUH QiKRGQH JHQHURYDQp ERG\ NUtåHQLD �YHUWLNiOQH þLDU\ Y KRUQHM þDVWL

diagramu).

3RPRFRX RSHUiWRURY PXWiFLH D NUtåHQLD P{åHPH SULVW~SL" NX NRQãWUXNFLL RSHUiWRUD

reprodukcie (4.3). Nech α,β∈ P sú dva chromozómy z populácie P, pomocou operátora
UHSURGXNFLH ]RVWURMtPH ] WêFKWR GYRFK �URGLþRYVNêFK � FKURPR]yPRY GYD QRYp FKURPR]yP\

"potomkov", formálne (pozri (4.3)) ′ ′ =α β α β� �� � � �2UHSUR . V prvom kroku zostrojíme pomocou

NUtåHQLD GYD QRYp FKURPR]yP\

�
�

�

�α β α β� � � �=2
FURVV

                                                      (4.15)



40

V nasledujúcom kroku sa tieto dva nové chromozómy modifikujú mutáciou na výsledné
chromozómy - potomkov

′ = ′ =α α β β2 2
PXW PXW

�

�� � � �D                                               (4.16)

,PSOHPHQWiFLD UHSURGXNþQpKR RSHUiWRUD VD Y\MDGUt SRPRFRX DOJRULWPX ����

procedure Reproduction(input:α,β; output:α',β');
begin Crossover(α,β, �

�α β, );

      Mutation_Bin( �
�α α ′ );

      Mutation_Bin( �

�β β′ );
end;

Algoritmus 4.4. 9 SUYRP NURNX VD DNWLYXMH SURFHG~UD NUtåHQLD �SR]UL DOJRULWPXV ����� YêVWXSQp

parametre tejto procedúry �α  a �β  sa modifikujú pomocou mutácie (pozri algoritmus 3.2).

.UtåHQLH SDWUt PHG]L ]iNODGQp þUW\ JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� DN KR RGVWUiQLPH� SRWRP VD
JHQHWLFNê DOJRULWPXV ]UHGXNXMH QD QLHþR EOt]NH KRUROH]HFNpPX DOJRULWPX� 3RXåtYDQLH

NUtåHQLD RGOLãXMH JHQHWLFNê DOJRULWPXV RG RVWDWQêFK VWRFKDVWLFNêFK HYROXþQêFK DOJRULWPRY�

NWRUp Y UiPFL SRSXOiFLH REMHNWRY � ULHãHQt � FKURPR]yPRY WLHå SRXåtYDM~ UHSURGXNFLX
]DORåHQ~ QD LFK fitness a aplikujú mutácie na jednotlivé objekty. Medzi odborníkmi
]DREHUDM~FLPL VD DSOLNiFLDPL JHQHWLFNpKR DOJRULWPX SDQXMH SUHVYHGþHQLH� åH HIHNWtYQRV"

WêFKWR RVWDWQêFK HYROXþQêFK DOJRULWPRY MH YR YãHREHFQRVWL PHQãLD DNR HIHNWtYQRV"
JHQHWLFNpKR DOJRULWPX KODYQH ] WRKR G{YRGX� åH QHSRXåtYDM~ NUtåHQLH� 7RWR SUHVYHGþHQLH MH

þLDVWRþQH ]DORåHQp QD RVREQêFK VN~VHQRVWLDFK V DSOLNiFLDPL JHQHWLFNpKR DOJRULWPX D QD
analógiách s evolúciou biologických objektov, ktoré vyústili do formulácie slávnej Hollandovej
vety [3] tvoriacej teoretický základ genetického algoritmu.

3RKODYQi UHSURGXNFLD MH Y SUtURGH YãHREHFQH Y\XåtYDQi KODYQH PHG]L Y\VSHOHjšími
ELRORJLFNêPL GUXKPL QDãHM SODQpW\� 9 SRURYQDQt V UHSURGXNþQêPL WHFKQLNDPL� NWRUp Y\åDGXM~
OHQ MHGQpKR URGLþD� SRKODYQi UHSURGXNFLD MH QHRE\þDMQH ]ORåLWê SURFHV SURGXNFLH SRWRPNRY�
'UXK Y\XåtYDM~FL SRKODYQ~ UHSURGXNFLX PXVt E\" SRGVWDWQH ]ORåLWHMãt DNR GUXK� NWRUê MX

QHY\XåtYD� 7tWR MHGLQFL VD PXVLD RGOLãRYD" XUþLWêPL SRGVWDWQêPL ]QDNPL D PXVLD WLHå

Y\QDORåL" XUþLWê þDV D HQHUJLX� DE\ VD Y]iMRPQH VWUHWOL N UHSURGXNþQpPX SURFHVX� 3UHWRåH

SRKODYQi UHSURGXNFLD MHGQR]QDþQH ]Yt"D]LOD Y DUpQH SULURG]HQpKR YêEHUX� PXVLD H[LVWRYD"

YiåQH G{YRG\� SUHþR WHQWR NRPSOLNRYDQê VS{VRE UHSURGXNFLH SDWUt PHG]L ]iNODGQp þUW\�

NWRUp RGOLãXM~ QLåãLH GUXK\ RG Y\ããtFK GUXKRY�
Jeden z hlavných dôvodov (podporený dôkladnou matematickou analýzou) výhodnosti

NUtåHQLD MH IDNW� åH SRKODYQi UHSURGXNFLD XPRå�XMH UêFKOX YêPHQX YêKRGQêFK YODVWQRVWt�

ktoré podstatne zvyšujú ILWQHVV MHGLQFRY � SRWRPNRY� þR MH OHQ YH�PL "DåNR GRVLDKQXWH�Qp

pomocou mutácií.
Vykonáme abstrakciu tohto problému (pozri obr. 4.9). Nech α a α' sú dva chromozómy a

NDåGê ] QLFK REVDKXMH QHMDNê SRGUH"D]HF� NWRUê SRGVWDWQH ]Y\ãXMH fitness chromozómu.
1HFK V~ WLHWR UH"D]FH QD WDNêFK SR]tFLiFK� åH NHE\ EROL QD MHGQRP FKURPR]yPH� WDN E\ VD

DQL þLDVWRþQH QHSUHNUêYDOL� 1HFK SUDYGHSRGREQRV" YêVN\WX FKURPR]yPX V MHGQêP ] WêFKWR

dvoch výhodných SRGUH"D]FRY Y SRSXOiFLL MH R]QDþHQi wP(α) resp. wP(α'). Potom
SUDYGHSRGREQRV" wP(α'') výskytu chromozómu α

� NWRUê V~þDVQH REVDKXMH SRGUH"D]FH ]

chromozómov α a α'� VD SULEOLåQH URYQi V~þLQX WêFKWR SUDYGHSRGREQRVWt�

wP(α'')=wP(α)×wP(α
�� 3RORåPH ad-hoc wP(α)=10-6 a wP(α')=10-6, potom wP(α'')=10-12.
0{åHPH WHGD NRQãWDWRYD"� åH V~þDVQê YêVN\W SRGUH"D]FRY ] FKURPR]yPRY α a α' v jednom
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chromozóme α'' len v dôsledku mutácií je vysoko nepravdepodobný jav. Situácia sa však
GUDPDWLFN\ ]PHQt� DN SULSXVWtPH NUtåHQLH PHG]L FKURPR]yPDPL� 9êVN\W FKURPR]yPX α'' v
SRSXOiFLL VD VWiYD Y\VRNR SUDYGHSRGREQêP MDYRP ]D SUHGSRNODGX� åH FKURPR]yP\ α a α'
VD Y SRSXOiFLL Xå Y\VN\WXM~� 3RKODYQp NUtåHQLH �DOHER Y DEVWUDNWQHM URYLQH NUtåHQLH PHG]L

FKURPR]yPDPL� MH HIHNWtYQ\ VS{VRE DNR SUHNRQD" pravdepodobnostnú bariéru tvorby
FKURPR]yPRY V Y\VRNêP LQIRUPDþQêP REVDKRP� D WHGD DM V Y\VRNêP fitness. Ak
QH]DSRMtPH GR SULURG]HQpKR YêEHUX SRKODYQp NUtåHQLH� UêFKORV" HYRO~FLH VD SRGVWDWQH ]QtåL

WDN� åH Y]QLN ]ORåLWHMãtFK GUXKRY Y SUtURGH MH OHQ PiOR SUDYGHSRGREQê�

Obrázok 4.9. 6FKHPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH Yê]QDPX NUtåHQLD Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH� 'LDJUDP $

]Qi]RU�XMH FKURPR]yP\ α a α', ktoré obsahujú dva rôzne neprekrývajúce sa SRGUH"D]FH� WLHWR

SRGUH"D]FH ]Y\ãXM~ ILWQHVV FKURPR]yPRY� 3UDYGHSRGREQRV" YêVN\WX WêFKWR FKURPR]yPRY MH R]QDþHQi

wP (α) a wP (α'). Chromozóm α'' obsahuje obidva SRGUH"D]FH� SUDYGHSRGREQRV" MHKR YêVN\WX MH ]KUXED

URYQi V~þLQX SUDYGHSRGREQRVWt YêVN\WX FKURPR]yPRY α a α', wP (α'')=wP (α)×wP (α'). Diagram B
XND]XMH� åH SRXåLWtP NUtåHQLD P{åHPH ]RVWURML" FKURPR]yP α

 � SUDYGHSRGREQRV" WHMWR NRQãWUXNFLH MH

SRGVWDWQH Y\ããLD DNR SUDYGHSRGREQRV" V~þDVQpKR YêVN\WX GYRFK SRGUH"D]FRY wP (α'').

9\ããLH XYHGHQp ~YDK\ R Yê]QDPH NUtåHQLD Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH EXGHPH NRQNUHWL]RYD"
SUH FKURPR]yP\ UHSUH]HQWRYDQp ELQiUQ\PL UH"D]FDPL� 9\NRQDMPH QDVOHGXM~FL MHGQRGXFKê

YêSRþWRYê H[SHULPHQW� 1HFK α MH ELQiUQ\ UH"D]HF � templát, špeciálnou operáciou mutácie
( )i

mutO  tento chromozóm pretransformujeme na dva nové chromozómy, ( ) ( )1
i

mutOα = α  a

( ) ( )2
i

mutOα = α . Operátor mutácie ( )i
mutO  mutuje - preklopí práve i ELWRY Y UH"D]FL α.

SWRFKDVWLþQRV" WRKWR RSHUiWRUD VSRþtYD Y WRP� åH ELW\� Y NWRUêFK GRFKiG]D N SUHNORSHQLX� VD
QiKRGQH Y\EUDOL� LFK SRþHW MH XUþHQê SDUDPHWURP i� $SOLNRYDQtP RSHUiFLH NUtåHQLD QD WLHWR

dva chromozómy dostaneme ′ ′ =α α α α
� � � �
� �� � � �2

FURVV
. Definujme si nasledujúce dva výrazy:

( ) ( )1 1real real ′∆ = −α α  a ( ) ( )2 2real real ′∆ = −α α , ktoré vyjadrujú rozdiel medzi reálnou

hodnotou templátu α D FKURPR]yPX Y]QLNOpKR PXWiFLRX D NUtåHQtP� 9 SUtSDGH ∆i =0 (pre
i  ���� RSHUiFLD NUtåHQLD �RSUDYLOD� PXWiFLRX ]PHQHQê FKURPR]yP α i na pôvodný templát. V
RSDþQRP SUtSDGH� DN ∆i  ≠�� NUtåHQLH SURGXNXMH QRYp FKURPR]yP\� NWRUp V~ U{]QH RG
WHPSOiWX �SR]UL REU� ������ 1D REU� ���� MH XYHGHQê JUDI ]Qi]RU�XM~FL GLVWULE~FLX KRGQ{W

diferencií ∆ SUH PXWiFLX ãSHFLILNRYDQ~ WDN� åH ]PHQt Y UH"D]FL SUiYH MHGHQ ELW� 1D WRPWR

grafe vidíme významné maximum odpovedajúce ∆ �� W�M� NUtåHQLH RSUDYXMH PXWRYDQp

UH"D]FH QD S{YRGQê WHPSOiW� $NR XND]XM~ QDãH PRGHORYp YêSRþW\� GLVWULE~FLD
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pravdepodobnosti tohto maxima pre ∆ � UêFKOR NOHVi V UDVW~FLP SRþWRP ]PHQHQêFK ELWRY�

SUH ãW\UL ]PHQHQp ELW\ MH WiWR SUDYGHSRGREQRV" WDNPHU QXORYi� $NR LQWHUSUHWRYD" WLHWR

SR]RURYDQLD" 2SHUiFLD NUtåHQLD MH YH�PL HIHNWtYQRX YWHG\� NH� GR SURFHVX NUtåHQLD YVWXSXM~

FKURPR]yP\� NWRUp PDM~ YH�Np QHSUHNUêYDM~FH VD þDVWL ] �FLH�RYpKR� FKURPR]yPX �

WHPSOiWX� 9 WRPWR SUtSDGH RSHUiFLD NUtåHQLD SURGXNXMH QRYp FKURPR]yP\� NWRUp WLHWR U{]QH
þDVWL LQWHJUXM~ GR MHGQpKR FKURPR]yPX � SRWRPND YH�PL EOt]NHKR �DOHER WRWRåQpKR� V

FLH�RYêP WHPSOiWRP� 9 RSDþQRP SUtSDGH� DN GYRMLFD FKURPR]yPRY YVWXSXM~FD GR NUtåHQLD
QHREVDKXMH WDNpWR þDVWL� RSHUiFLD NUtåHQLD S{VREt SRGREQH DNR PXWiFLD� SURGXNXMH GYRMLFX

chromozómov, ktorých fitness je v podstate podobný fitness chromozómov vstupujúcich do
NUtåHQLD�

Obrázok 4.10. 'YD U{]QH SUtSDG\ S{VREHQLD NUtåHQLD QD GYD FKURPR]yP\� NWRUp Y]QLNOL PXWiFLRX �Y

tomto prípade zmenili svoje hodnoty práve dva bity) templátu α� 9 SUtSDGH $ ERO ERG NUtåHQLD QiKRGQH

Y\EUDQê WDN� åH NUtåHQtP FKURPR]yPRY VPH GRVWDOL MHGQpKR SRWRPND� NWRUê MH WRWRåQê V templátom α.
V prípade % ERO ERG NUtåHQLD Y\EUDQê WDN� åH DQL MHGHQ ] SRWRPNRY NUtåHQLD QLH MH WRWRåQê V templátom.

Obrázok 4.11. Distribúcia pravdepodobnosti výskytu rozdielov ∆ medzi templátom (náhodne
JHQHURYDQêP� G�åN\ �� D FKURPR]yPDPL ] QHKR WYRUHQêPL PXWiFLRX �MHGHQ ELW VD ]PHQt� D SRWRP
VNUtåHQêPL� SULþRP UHiOQH þtVOD SULUDGHQp FKURPR]yPRP V~ ] LQWHUYDOX ������ 'LVWULE~FLD Pi Yê]QDPQp

maximum pre ∆ �� W�M� NUtåHQLH Yê]QDPQH �RSUDYXMH� ]PXWRYDQp FKURPR]yP\ GR WYDUX S{YRGQpKR

templátu.

Úloha 4.4. 1DStãWH SURJUDP� SRPRFRX NWRUpKR EXGHWH VFKRSQt ]UHSURGXNRYD" JUDI QD REU�

����� 3UHãWXGXMWH U{]QH G�åN\ ELQiUQHKR UH"D]FD D U{]Q\ SRþHW ]PHQHQêFK ELWRY Y ELQiUQ\FK

UH"D]FRFK α1 a  α2.



43

4.4 Implementácia genetického algoritmu [5]

*HQHWLFNp DOJRULWP\ VD Y V~þDVQRVWL Y\XåtYDM~ Y QDMUR]OLþQHMãtFK YHGHFNR�WHFKQLFNêFK
aplikáciách [8-13]. Konkrétnu implementáciu genetického algoritmu dostaneme zo
YãHREHFQpKR HYROXþQpKR DOJRULWPX �SR]UL DOJRULWPXV ����� DN MH RSHUiWRU UHSURGXNFLH Orepro

ãSHFLILNRYDQê WDN� åH REVDKXMH GYH þDVWL� þDV" NUtåHQLD D þDV" PXWiFLH �SR]UL DOJRULWPXV �����

9êEHU FKURPR]yPRY GR UHSURGXNþQpKR SURFHVX MH UHDOL]RYDQê SRPRFRX UXOHW\ �SR]UL
algoritmus 4.2). Pseudopascalovský kód genetického algoritmu je vyjadrený algoritmom 4.5
(pozri obr. 4.12).

Obrázok 4.12. Schematické znázornenie genetického algoritmu (pozri algoritmus 4.5). Pomocou rulety
VD Y\EHULH GYRMLFD FKURPR]yPRY� NWRUi YVWXSXMH GR SURFHVX UHSURGXNFLH V SUDYGHSRGREQRV"RX Prepro,
SULþRP UHSURGXNþQê SURFHV VD VNODGi ] NUtåHQLD D PXWiFLH�

3UREOpP ]DVWDYHQLD JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY Y WêFKWR LPSOHPHQWiFLiFK VD ]DWLD� ULHãL WDN�

åH SRþHW JHQHUiFLt MH ]KRUD RKUDQLþHQê þtVORP tmax � þR MH YãDN YH�PL ]MHGQRGXãHQê SRK�DG

QD WHQWR G{OHåLWê DVSHNW JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY� 3UHGLVNXWXMHPH GYH PHWyG\ XNRQþHQLD

genetického algoritmu.
3UYi PHWyGD VSRþtYD Y WRP� åH Y NDåGRP LWHUDþQRP NURNX � JHQHUiFLL QiMGHPH Y

SRSXOiFLL FKURPR]yP V QDMYlþãRX KRGQRWRX ILWQHVV� R]QDþtPH KR aα RSW . Nech 0≤w( aα RSW )≤1

je podiel chromozómov populácie, ktoré sa rovnajú aα RSW . Potom sa genetický algoritmus

P{åH XNRQþL"� DN SRGLHO w( aα RSW )>wmax , kde wmax je prahová hodnota podielu (obvykle 0.8-

������ 7R ]QDPHQi� åH SRSXOiFLD REVDKXMH ���×w( aα RSW ) % chromozómov, ktoré sú identické

s chromozómom aα RSW � þLåH MH Xå PDOi SUDYGHSRGREQRV"� åH Y UiPFL �DOãtFK JHQHUiFLt

JHQHWLFNpKR DOJRULWPX Y]QLNQ~ FKURPR]yP\ V HãWH YlþãRX fitness, ako má chromozóm aα RSW .

Druhý prístup k zastaveniu genetického algoritmu je zaORåHQê QD YêSRþWH analógu
pravdepodobnostného vektora w =(w1,w2,...,wk) známeho z horolezeckého algoritmu s
XþHQtP �SR]UL NDSLWROX ����� 1HFK SRSXOiFLD P v i-tom kroku (generácii) obsahuje

chromozómy 3 S= αα α α
� �
� ������ � , kde α 1L

L L

N

L= α α α	 
 	 
 	 
� �� �����
�

� 3RWRP V~ ]ORåN\

SUDYGHSRGREQRVWQpKR YHNWRUD XUþHQp WDNWR
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Z
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M NM M

L

L

S

= =
=
∑� ��

�

α 	 
 � �SUH � �����                              (4.17)

NWRUp Y\MDGUXM~ �SUDYGHSRGREQRV"� YêVN\WX ��� Y j-tej polohe vo všetkých chromozómoch
populácie P� 9 SUtSDGH� åH wj =0 (alebo wj =1), potom 100×wj % chromozómov z populácie P
má v j-tej polohe 0 (1). Parameter usporiadania (pozri rovnicu (3.10)) definovaný pre takto
XUþHQê pravdepodobnostný vektor má tvar

χ Z

N

Z M

M

N

	 
 � �= −
=

∑� � �
�

�

�                                                 (4.18)

7HQWR SDUDPHWHU V IXQNþQêPL KRGQRWDPL ] LQWHUYDOX >���@ Pi W~ YODVWQRV"� åH SUH QiKRGQH

generovanú populáciu P (prvé LWHUDþQp NURN\ JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� VD EOtåL N QXOH �MH PDOp
NODGQp þtVOR�� 7DN DNR HYRO~FLD SRSXOiFLH SRNUDþXMH� KRGQRWD SDUDPHWUX UDVWLH D
DV\PSWRWLFN\ VD EOtåL N MHGQRWNH� 3UHWR P{åHPH ]DYLHV" SUDKRY~ KRGQRWX SDUDPHWUD

usporiadania χcrit ; potom ak platí χ(w)>χcrit � JHQHWLFNê DOJRULWPXV VD XNRQþt� 9 WRPWR SUtSDGH

SRSXOiFLD REVDKXMH FKURPR]yP\� NWRUp Y NDåGHM SRORKH PDM~ V YH�NRX IUHNYHQFLRX EX� ���

DOHER ���� WDNåH P{åHPH SRYHGD"� åH SRSXOiFLD V YH�NRX SUHYDKRX REVDKXMH URYQDNp
FKURPR]yP\� D SUHWR MH PDOi SUDYGHSRGREQRV"� åH Y UiPFL SRNUDþRYDQLD JHQHWLFNpKR

algoritmu dostaneme nové lepšie riešenie.

procedure Genetic_Algorithm(input tmax; output αopt);
begin t:=0; stop_criterion:=false;
      P:={náhodne generovaná populácia chromozómov};
      while (t<tmax) and (not stop_criterion) do
      begin t:=t+1; Q:=∅ ;

NDåGê FKURPR]yP MH RKRGQRWHQê fitness;
            while |Q|<|P| do

            begin vyber ruletou dva chromozómy α1,α2∈ P;
                if random<Prepro then
                Reproduction α α α α

� � � �
� � �′ ′� �  else

                begin ′ =α α
� �
: ; ′ =α α

� �
: end;

                Q Q ,1 2�= ∪ ′ ′α α
 �;
            end; P:=Q;
            if NRQYHUJHQþQp NULWpULXP MH VSOQHQp

            then stop_criterion:=true;
       end;

       αopt:=najlepší chromozóm z P;
end;

Algoritmus 4.5. 3VHXGRSDVFDORYVNi LPSOHPHQWiFLD JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� NWRUi Y]QLNOD ] HYROXþQpKR
DOJRULWPX ��� WDN� åH VD ãSHFLILNXMH UHSURGXNþQê RSHUiWRU Orepro DOJRULWPRP ���� W�M� REVDKXMH NUtåHQLH D

mutáciu. Vonkajší cyklus while ULDGL YêPHQX JHQHUiFLt � HSRFK DOJRULWPX� NWRUêFK PD[LPiOQ\ SRþHW MH

XUþHQê YVWXSQêP SDUDPHWURP tmax. Vnútorný cyklus while generuje novú populáciu Q WDN� åH VD

RSDNRYDQH SRPRFRX UXOHW\ Y\K�DGDM~ GYD FKURPR]yP\ D WLHWR V SUDYGHSRGREQRV"RX Prepro vstupujú do
UHSURGXNþQpKR SURFHVX �Y RSDþQRP SUtSDGH VD Y\EUDQp FKURPR]yP\ MHGQRGXFKR VNRStUXM~ GR QRYHM

populácie Q). Výstup z genetického algoritmu je αopt� XUþHQê DNR FKURPR]yP V QDMYlþãtP fitness z
poslednej populácie. Z konštrukcie novej populácie Q Y\SOêYD� åH SRSXOiFLD P PXVt PD" SiUQ\ SRþHW

FKURPR]yPRY� *HQHWLFNê DOJRULWPXV REVDKXMH GYH SUDYGHSRGREQRVWL� D WR SUDYGHSRGREQRV"

reprodukcie Prepro D SUDYGHSRGREQRV" 1-bitovej mutácie Pmut� WLHWR PRåQR SRYDåRYD" VSROX V

kardinalitou populácie P  za základné parametre algoritmu.



45

Úloha 4.5� 1DStãWH SURJUDP SUH JHQHWLFNê DOJRULWPXV SRG�D DOJRULWPX ���� SULþRP ~þHORYi

funkcia obsahuje n premenných z intervalu [a,b] a tieto reálne premenné sú v binárnej
reprezentácii DSUR[LPRYDQp UH"D]FDPL G�åN\ N� 9 ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLL VD Pi SRXåtYD" WDN

štandardné, ako aj Grayovo kódovanie. Vykonajte tieto štúdie:
��� ÒþHORYi IXQNFLD ] ~ORK\ ��� SUH Q ������� �SR]UL ~ORKX ��2).
��� ÒþHORYi IXQNFLD ] ~ORK\ ��� SUH Q ������� �SR]UL ~ORKX �����

3UH REH WLHWR IXQNFLH SRURYQDMWH HIHNWtYQRV" DOJRULWPX WDN SUH Grayovo kódovanie, ako aj pre
ãWDQGDUGQp NyGRYDQLH ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH UHiOQ\FK þtVHO� Fitness chromozómov z
SRSXOiFLH VD EXGH SRþtWD" Y]RUFDPL ������ UHVS� ������� 3RN~VWH VD RSWLPDOL]RYD"

pravdepodobnosti Pmut a Prepro SUH U{]QH YH�NRVWL SRSXOiFLH� VS{VRE\ NyGRYDQLD D G�åNX N

binárnej reprezentácie.

Úloha 4.6. Implementujte do genetického algoritmu z úlohy 4.5 kritéria pre zastavenie
genetického algoritmu z kapitoly 4.4. Vykreslite priebeh pravdepodobností wi definovaných
Y]"DKRP ������ Y]K�DGRP QD SRþHW HSRFK �LWHUDþQêFK NURNRY� JHQHWLFNpKR DOJRULWPX�

Výsledky porovnajte s obr. 3.5.

4.5 Teória genetického algoritmu

9lþãLQD WHRUHWLFNêFK SUiF YHQRYDQi JHQHWLFNpPX DOJRULWPX >����@ MH ]DPHUDQi QD Yê]QDP
tzv. schém� NWRUp XUþXM~ FHOp WULHG\ SRGREQêFK ELQiUQ\FK UH"D]FRY G�åN\ k (chromozómov) z
PQRåLQ\ ^���`

k
� 6FKpPD MH GHILQRYDQi DNR UH"D]HF G�åN\ k ]RVWURMHQê QDG PQRåLQRX

symbolov {0,1,∗ }, formálne schéma σ∈ {0,1,∗ }k, kde "∗ � MH W]Y� YR�Qê V\PERO �wildcard).
+RYRUtPH� åH UH"D]HF α∈ {0,1}k je príkladom schémy σ∈ {0,1,∗ }k , formálne α∈σσ� DN Y NDåGHM

polohe schémy σ V LQêP DNR YR�QêP V\PERORP MH KRGQRWD ]QDNX UH"D]FD α WRWRåQi VR

znakom v σ. Formálne

{ } { }( )1,2,..., : 0,1i i ii k∈ ⇔ ∀ ∈ σ ∈ ⇒ σ = αα σ                                 (4.19)

=DYHGHQê SRMHP P{åHPH MHGQRGXFKR LOXVWURYD" VFKpPRX σ=(11∗∗ 0∗∗ ); príkladom uvedenej
VFKpP\ MH ELQiUQ\ UH"D]HF G�åN\ α ���������� SUYp GYD YR�Qp V\PERO\ V~ QDKUDGHQp
SRGUH"D]FRP ��� ]DWLD� þR SRVOHGQp GYD YR�Qp V\PERO\ SRGUH"D]FRP ���

0QRåLQD I(σ� REVDKXMH YãHWN\ PRåQp SUtNODG\ α schémy σ,

( ) ;{ }I σ = α α ∈ σ                                                           (4.20)

Pre schému σ=(11∗∗ 0∗∗ � REVDKXMH PQRåLQD I(σ� �� ELQiUQ\FK UH"D]FRY� NWRUp P{åX E\"

]RVWURMHQp WDN� åH YR�Qp V\PERO\ �∗ " systematicky nahradíme "0" alebo "1",

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1100000 , 1100001 , 1100010 ,..., 1111011I σ =                              (4.21)

Rád schémy σ� R]QDþHQê o(σ�� RSLVXMH SRþHW V\PERORY ��� DOHER ��� Y σ

( ) { }{ }; 0,1io iσ = σ ∈                                                        (4.22)

WHQWR Y]RUHF XUþXM~FL UiG VFKpP\ σ má jednoduchú interpretáciu, rád je definovaný ako
NDUGLQDOLWD PQRåLQ\ LQGH[RY ]ORåLHN VFKpP\ σ� NWRUp QLH V~ URYQp YR�QpPX V\PEROX� 3UH

σ=(11∗∗ 0∗∗ ) platí o(σ� �� SUHWRåH VFKpPD REVDKXMH OHQ WUL �QHYR�Qp� V\PERO\� '�åND ∆
schémy σ VD XUþt DNR UR]GLHO PHG]L LQGH[RP SRVOHGQpKR ELQiUQHKR V\PEROX Y σ a prvým
binárnym symbolom v σ

( ) { }{ } { }{ }max 0 1 min 0 1i ii ; , i ; ,∆ = σ ∈ − σ ∈σ                                  (4.23)
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Pre σ=(11∗∗ 0∗∗ ) platí ∆(σ� ��� �� 9HOLþLQ\ UiG D G�åND VFKpP\ EXG~ XåLWRþQp SUH Qiã

YêSRþHW SUDYGHSRGREQRVWL SUHåLWLD VFKpP\ σ v populácii P pôsobením mutácie alebo
NUtåHQLD�

3UDYGHSRGREQRV" SUHåLWLD VFKpP\ σ SR DSOLNRYDQt PXWiFLH �XUþHQHM V

SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut MHGQRELWRYHM PXWiFLH� MH XUþHQi Y]"DKRP

( ) ( )1
o

mutP
σ−                                                      (4.24a)

NGH SUDYGHSRGREQRV" SUHåLWLD MHGQpKR ELWX MH �1-Pmut �� 3UHWRåH VFKpPD σ obsahuje práve
o(σ) binárnych symbolov (k-o(σ�� YR�QêFK V\PERORY�� SRWRP HOHPHQWiUQD SUDYGHSRGREQRV"

SUHåLWLD MHGQpKR ELWX PXVt E\" XPRFQHQi QD H[SRQHQW R�σ� � þtP VPH GRVWDOL �����D�� 9
PQRKêFK SUDNWLFNêFK DSOLNiFLiFK JHQHWLFNpKR DOJRULWPX MH SUDYGHSRGREQRV" Pmut YH�PL

PDOi� SUHWR �����D� P{åHPH ]MHGQRGXãL" WDNWR

( )1 muto P− σ                                                       (4.24b)

9êSRþHW SUDYGHSRGREQRVWL SUHåLWLD VFKpP\ σ v populácii P SR DSOLNiFLL NUtåHQLD MH

SRGVWDWQH ]ORåLWHMãt DNR SUHGRãOê SRVWXS� 6FKpPD σ ]DQLNi DSOLNRYDQtP NUtåHQLD V

SUDYGHSRGREQRV"RX ( ) ( )/ 1crossP k∆ σ − � 2NUHP WRKR� NDåGp NUtåHQLH V FKURPR]yPRP α∈ P,

ktorý je príkladom schémy σ, α∈σσ, automaticky garantuje zachovanie tejto schémy. Nech

( ) ( )N I Pσ = σ ∩ SRSLVXMH SRþHW SUtNODGRY VFKpP\ σ v populácii P, potom len podiel

( )1 /N P− σ  z populácie P P{åH VS{VRERYD" GHãWUXNFLX VFKpP\ σ NUtåHQtP� 0LQLPiOQD

SUDYGHSRGREQRV" SUHåLWLD VFKpP\ σ v populácii P MH XUþHQi Y]"DKRP

( ) ( )
1 1cross

N
P

k P

 ∆ σ σ
− −  −  1

                                              (4.25a)

7HQWR Y]RUHF VD Gi SRGVWDWQH ]MHGQRGXãL"� DN VD ]DQHGEi V~þLQRYê þOHQ� þtP GRVWDQHPH

( )
1

1crossP
k

∆ σ
−

−
                                                   (4.25b)

8SULDPLPH VYRMX SR]RUQRV" QD SUREOpP YêEHUX FKURPR]yPRY YVWXSXM~FLFK GR

UHSURGXNFLH� =DYHGLHPH QDVOHGXM~FH GYH YHOLþLQ\� strednú fitness schémy σ

( ) ( ) ( )
( )

1

I P

F F
N α∈ σ ∩

σ = α
σ ∑                                           (4.26)

a strednú fitness chromozómov z populácie P

( )1

P

F F
P α∈

= α∑                                                      (4.27)

Pri prechode z generácie t na nasledujúcu generáciu t+1 v genetickom algoritme, ktorý
REVDKXMH OHQ YêEHU FKURPR]yPRY SRG�D UXOHW\ D UHSURGXNþQê SURFHV VD ~SOQH LJQRUXMH�

QDVWDQH QDVOHGXM~FD ]PHQD SRþWX YêVN\WX VFKpP\ σ v populácii

1 1
)

)
W W

W

W

+ =
�

σ σ
σ	 
 	 
 	 
                                                      (4.28)

NGH GROQê LQGH[ SRSLVXMH LQGH[ JHQHUiFLH SRSXOiFLH� SUH NWRU~ VD GDQp YHOLþLQ\ SRþtWDOL�

 Nech σ je schéma, ktorej stredná hodnota ILWQHVV Y]K�DGRP QD VWUHGQ~ KRGQRWX
FKURPR]yPRY MH XUþHQi Y]"DKRP

) ) F
W W

σ	 
 	 
= × +�                                                         (4.29)
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kde konštanta c MH PDOp NODGQp DOHER ]iSRUQp þtVOR� 'RVDGHQtP WRKWR Y]"DKX GR ������ D

RSDNRYDQêP SRXåLWtP YêVOHGQpKR Y]RUFD 1 1 F
W W+ = × +
�

�σ σ	 
 	 
 	 
  t�NUiW SUH SRþLDWRþQê VWDY

t=0 dostaneme "idealizovanú" rovnicu

) ) F
W

Wσ σ	 
 	 
 	 
= × +
�

�                                                      (4.30)

7R ]QDPHQi� åH SUH SURSRUFLRQiOQ\ YêEHU �UHDOL]RYDQê UXOHWRX� VWUHGQi KRGQRWD VtO VFKpP\

σ exponenciálne rastie (klesá) v priebehu mnohých generácií genetického algoritmu pre
1+c>1 (resp. 1+c<1).

Kombinovaním rovnice (4.28), ktorá vyjadruje zmenu výskytu schémy σ v dôsledku
SURSRUFLRQiOQHKR YêEHUX� V SUDYGHSRGREQRV"DPL SUHåLWLD VFKpP\ σ v dôsledku mutácie a
NUtåHQLD GRVWDQHPH YêVOHGQê Y]"DK SUH RGKDG SRþWX SUtNODGRY VFKpP\ SUH JHQHUiFLX t+1
populácie P ]D SUHGSRNODGX� åH UHSURGXNþQê SURFHV REVDKXMH PXWiFLX� NUtåHQLH D YêEHU

pomocou rulety

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1
tot t t

t t cross mut
t

F N
N N P P

k PF

σ
+

  σ ∆ σ σ
σ ≈ σ − × − × −   −   

               (4.31a)

.H� VD ]DQHGEDM~ �NUtåRYp� V~þLQ\ Y KUDQDWHM ]iWYRUNH� ]MHGQRGXãHQi YHU]LD Pi WYDU

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

t t
t t cross mut t

t

F
N N P P o

kF
+

 σ ∆ σ
σ ≈ σ − − σ − 

                               (4.31b)

Veta (Schema Theorem [3]). Nech pre populáciu Pt SODWt� åH Nt(σ� MH SRþHW

chromozómov, ktoré obsahujú schému σ, Ft(σ) je stredná hodnota fitness
chromozómov obsahujúcich schému σ a )

W
 je stredná hodnota fitness

YãHWNêFK FKURPR]yPRY� 3RWRP RþDNiYDQê SRþHW FKURPR]yPRY Y

nasledujúcej populácii, ktoré obsahujú schému σ� MH ]GROD RKUDQLþHQê

QHURYQRV"RX

( ) ( ) ( ) ( )1 1t
t t zánik

t

F
N N P

F+
σ

σ ≥ σ −                               (4.32)

kde Pzánik MH SUDYGHSRGREQRV" ]iQLNX VFKpP\ Y G{VOHGNX PXWiFLH D

NUtåHQLD �SR]UL URYQLFX �������

7iWR YHWD KRYRUt� åH DN SODWt ) )
W W

σ	 
 >  () )
W W

σ	 
 < ), potom schéma σ sa vyskytuje v
nasledujúcej generácii v chromozómoch s rastúcou (klesajúcou) frekvenciou. Tieto
MHGQRGXFKp ]iYHU\ V~ ]DORåHQp QD SUHGSRNODGH� åH SUDYGHSRGREQRV" ]iQLNX

3 3
N

3 R
]¿QLN FURVV

W

PXW W
=

−
−

∆ σσ
σ

	 
 	 

�

                                          (4.33)

MH PDOp þtVOR� 7RWR MH REY\NOH VSOQHQp SUH NUiWNH VFKpP\ �V PDOêP ∆(σ)), nazývané stavebné
kamene (building EORFNV�� 0RåQR NRQãWDWRYD"� åH WiWR YHWD WYRUt MHGHQ ] WHRUHWLFNêFK

základov genetického algoritmu.
Veta uvedená vyššie predstavuje jeden z hlavných teoretických výsledkov genetického

algoritmu, ktorý dosiahol +ROODQG Y U� ���� >�@� 1D]QDþXMH PHFKDQL]PXV SUiFH WRKWR
algoritmu predovšetkým v prvých LWHUDþQêFK NURNRFK� NGH VFKpP\ � VWDYHEQp NDPHQH KUDM~
G{OHåLW~ ~ORKX� 7HRUHWLFNp DVSHNW\ JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� NWRUp V~YLVLD V MHKR VFKRSQRV"RX
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QiMV" JOREiOQH PLQLPXP ~þHORYHM IXQNFLH aproximovanej reálnymi hodnotami z ortogonálnej
PULHåN\ ERGRY �SR]UL REU� ����� VD ãWXGXM~ Då Y SRVOHGQHM GREH >�����@� 8YHGLHPH YHWX� NWRUi

ãSHFLILNXMH� ]D DNêFK SRGPLHQRN MH JHQHWLFNê DOJRULWPXV SRWHQFLiOQH VFKRSQê SRVN\WQ~"
JOREiOQH PLQLPXP V MHGQRWNRYRX SUDYGHSRGREQRV"RX�

Veta� 1HFK MH Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH SRVWXSQRV" SRSXOiFLt P0, P1, ...
PRQRWyQQD� W�M� SUH NDåG~ JHQHUiFLX t platí

PD[ PD[

α α∈ ∈+

≥
3 3

W W

) )
�

α α	 
 	 
                                     (4.34)

potom genetický algoritmus asymptoticky pre t→∞ dosiahne globálne
optimum

α α
αRSW

W 3
W

)= �
��

�
��→∞ ∈

OLP DUJPLQ 	 
                                   (4.35)

$NR GRVLDKQX" PRQRWyQQRV" JHQHWLFNpKR DOJRULWPX" 7RWR VD P{åH MHGQRGXFKR GRVLDKQX"

pomocou tzv. elitizmu� NWRUê MH ]DORåHQê QD MHGQRGXFKHM P\ãOLHQNH� åH QDMOHSãLH ULHãHQLH ]

populácie Pt je automaticky prenesené aj do nasledujúcej populácie Pt+1� ,Qiþ SRYHGDQp�

najlepšie riešenie v populácii Pt QHPi PRåQRV" E\" QiKRGQH Y\QHFKDQp YêEHURP

realizovaným ruletou.

4.6 Hammingova bariéra

8YDåXMPH JHQHWLFNê DOJRULWPXV Y NWRURP V~ UHiOQH SUHPHQQp ~þHORYHM IXQNFLH ELQiUQH

kódované štandardným spôsobom (pozri kapitolu 2.2). Dva chromozómy α=(00100...0) a
β ������������ UHSUH]HQWXM~ GYH VXVHGQp FHOp þtVOD �NWRUêP VD SULUDGLD GYH �VXVHGQp� UHiOQH

SUHPHQQp�� ýR MH ]DXMtPDYp QD WêFKWR FKURPR]yPRFK� MH VNXWRþQRV"� åH DM NH� UHSUH]HQWXM~
GYH �VXVHGQp� þtVOD� LFK +DPPLQJRYD Y]GLDOHQRV" �W�M� SRþHW U{]Q\FK ELWRYêFK SUHPHQQêFK�
MH YH�Ni �Y OLPLWQRP SUtSDGH VD P{åH URYQD" Då G�åNH ELQiUQHKR UH"D]FD�� 3UHGSRNODGDMPH�

åH RSWLPiOQH ULHãHQLH RGSRYHGi ELQiUQHPX UH"D]FX α ����������� D åH SRSXOiFLD REVDKXMH

FKURPR]yP\� NWRUp V~ EOt]NH DOHER WRWRåQp V ELQiUQ\P UH"D]FRP β ������������� $Ni P{åH

E\" Y WRPWR SUtSDGH HYRO~FLD FKURPR]yPRY SRSXOiFLH" &KURPR]yP\ SRSXOiFLH

(00011∗∗ ...∗ � VD Y\YtMDM~ VPHURP N RSWLPiOQHPX ULHãHQLX WDN� åH SR XUþLWRP SRþWH LWHUDþQêFK

NURNRY EXGH SRSXOiFLD REVDKRYD" Y SUHYDåQHM PLHUH FKURPR]yP\ β=(000111...1).
3UDYGHSRGREQRV" ]PHQ\ ������∗∗ ...∗ ) mutáciou na (00100∗∗ ...∗ � MH YH�PL PDOi� SUHWR VD Y

SRSXOiFLL EXG~ V QDMYlþãRX SUDYGHSRGREQRV"RX Y\VN\WRYD" OHQ FKURPR]yP\ RGSRYHGDM~FH

schéme (00011∗∗ ...∗ �� 7R ]QDPHQi� åH HYRO~FLD SRSXOiFLH FKURPR]yPRY� NWRUi EROD

inicializovaná chromozómami typu (00011∗∗ ...∗ �� Pi OHQ YH�PL PDO~ PRåQRV" E\" VPHURYDQi

do výslednej populácie, ktorá by obsahovala optimálne riešenie α ������������ D V QDMYlþãRX
SUDYGHSRGREQRV"RX VNRQþt SUL ULHãHQt β ������������� 7iWR VNXWRþQRV" VD Y JHQHWLFNRP

algoritme nazýva +DPPLQJRYD EDULpUD D SUHGVWDYXMH YiåQH RKUDQLþHQLH DSOLNRYDWH�QRVWL

JHQHWLFNpKR DOJRULWPX ]D SUHGSRNODGX� åH VD SRXåtYD ãWDQGDUGQp NyGRYDQLH ELQiUQ\FK

UH"D]FRY�

$NR VD Y\KQ~" +DPPLQJRYHM EDULpUH Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH" 7HQWR SUREOpP VD P{åH
ULHãL" GYRPD SUtVWXSPL� 3UYê SUtVWXS MH ]DORåHQê QD SRXåLWt �DOãLHKR RSHUiWRUD WUDQVIRUPiFLH
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chromozómov, a to tzv. inverzného operátora� 7HQWR RSHUiWRU ]PHQt ELQiUQ\ UH"D]HF

α = α α α
� �
� �����

N� � QD LQê ELQiUQ\ UH"D]HF β = β β β
� �
� �����

N� �
β α=2

LQY
	 
                                                         (4.36)

Obrázok 4.13. Znázornenie evolúcie riešenia typu 0011∗∗  k presnému riešeniu 010000. V priebehu
HYRO~FLH JHQHWLFNpKR DOJRULWPX EXGH SRSXOiFLD REVDKRYD" VWiOH YLDF D YLDF FKURPR]yPRY �������

ktoré sú blízke optimálnemu riešeniu 010000.

7iWR RSHUiFLD MH GHILQRYDQi WDN� åH SUH QiKRGQH Y\JHQHURYDQp FHOp þtVOR �< <D N  (bod
LQYHU]LH� V~ ]ORåN\ ELQiUQHKR YHNWRUD SUH LQGH[\ i >a zamenené za ich komplementy (pozri
obr. 4.14 a algoritmus 4.6)

β
α

α
L

L
L D

L D N

=
∈

∈ +

�
�
�

�
�

SUH

�� SUH
L

�

�

�

�

� �

� �
                                         (4.37)

Obrázok 4.14. Schematické znázornenie operácie inverzie. Pre náhodne vybraný bod inverzie a
vykonáme inverziu binárneho vektora α WDN� åH RG ERGX a�� Då GR NRQFD ELQiUQHKR YHNWRUD QDKUDGtPH

MHKR ]ORåN\ komplementami, 1i iα = − α .

procedure Inversion(input:α; output:β);
begin if random<Pinv then
      begin a:=1+random(k-1);

            for i:=1 to a do βi:=αi;

            for i:=a+1 to k do βi:=1-αi;

      end else for i:=1 to k do βi:=αi;
end;

Algoritmus 4.6. 3VHXGRSDVFDORYVNi LPSOHPHQWiFLD LQYHU]LH ELQiUQHKR YHNWRUD G�åN\ k.
3UDYGHSRGREQRV" Pinv �PDOp NODGQp þtVOR� QDSU� Pinv  ����������� XUþXMH� þL VD Y\NRQi LQYHU]LD DOHER

nie. Funkcia random(k-1)JHQHUXMH QiKRGQp FHOp þtVOD ] LQWHUYDOX [0,k-2], random je náhodne
JHQHURYDQp þtVOR ] LQWHUYDOX >�����
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6WRFKDVWLFNê RSHUiWRU LQYHU]LH RGVWUD�XMH Y]QLNDM~FH +DPPLQJRYH EDULpU\ D GiYD PRåQRV"

JHQHWLFNpPX DOJRULWPX HYRO~FLRX ]RVWURML" SRSXOiFLX� NWRUi REVDKXMH FKURPR]yP\

zodpovedajúce optimálnemu riešeniu. Kde LPSOHPHQWRYD" RSHUiWRU LQYHU]LH Y JHQHWLFNRP

DOJRULWPH" 1DMMHGQRGXFKãLH MH KR SUH]HQWRYD" DNR þDV" UHSURGXNþQpKR RSHUiWRUD�

Algoritmus 4.4 bude rozšírený o dve operácie inverzie, ktoré sa vykonajú s
SUDYGHSRGREQRV"RX Pinv � 9 SUtSDGH� åH FKURPR]yP ELQiUQH UHSUH]HQWXMH n reálnych
SUHPHQQêFK ~þHORYHM IXQNFLH� SULþRP NDåGi SUHPHQQi MH NyGRYDQi ELQiUQ\P UH"D]FRP

G�åN\ k� RSHUiFLD LQYHU]LH VD Y\NRQi ]YOiã" SUH NDåGê SRGUH"D]HF RGSRYHGDM~FL MHGQRWOLYHM

SUHPHQQHM ~þHORYHM IXQNFLH �SR]UL REU� ������

Obrázok 4.15. Realizácia operácie inverzie pre binárny vektor reprezentujúci n reálnych premenných,
SUH NDåGê SRGUH"D]HF VD Y\NRQi RSHUiFLH LQYHU]LH ]YOiã"�

Druhý prístup na odstránenie +DPPLQJRYHM EDULpU\ MH ]DORåHQê QD SRXåLWt Grayovho kódu
pre binárnu reprezentáciu reálnych premenných (pozri kapitolu 2.2). Delenie jednotkového
intervalu [0,1] na podintervaly v rámci *UD\RYKR NyGRYDQLD ELQiUQ\FK UH"D]FRY MH
]Qi]RUQHQp QD REU� ���� D REU� ����� 9 WRPWR SUtSDGH MH G{OHåLWp� DE\ VXVHGQp LQWHUYDO\ EROL

NyGRYDQp ELQiUQ\PL UH"D]FDPL� NWRUp QLH V~ GLDPHWUiOQH RGOLãQp PHG]L VHERX� DNR WR P{åH

E\" YWHG\� NH� MH SRXåLWp ãWDQGDUGQp NyGRYDQLH� 3UH OHSãLH SRFKRSHQLH WHMWR P\ãOLHQN\ VD
YUi"PH N REU� ����� NGH MH ]Qi]RUQHQê SULHEHK ~þHORYHM IXQNFLH V JOREiOQ\P PLQLPRP Y ERGH

1/4, ktorý je binárne reprezentovaný 0100. V štandardnom kódovaní sú intervaly [1/8,1/4] a
>�������@ UHSUH]HQWRYDQp UH"D]FDPL ������ UHVS� ������ � SULþRP RSWLPiOQH ULHãHQLH Pi WYDU

��������� �9LGtPH� åH NH� VD EOtåLPH N RSWLPiOQHPX ULHãHQLX ] SUDYpKR LQWHUYDOX� SRWRP Y

XUþLWRP PRPHQWH PXVt QDVWD" GUDPDWLFNi ]PHQD ]ORåHQLD ELQiUQHKR UH"D]FD� D WR ]

��������� QD ���������� � *HQHWLFNê DOJRULWPXV V QRUPiOQH QDVWDYHQRX SUDYGHSRGREQRV"RX
mutácie (Pmut  ����� � ����� QHPi PRåQRV" SUHNRQD" W~WR �Hammingovu bariéru". V prípade,
DN SRXåLMHPH *UD\RYR NyGRYDQLH� VD VLWXiFLD SRGVWDWQH ]OHSãt Y WRP ]P\VOH� åH QHGRFKiG]D
N WDN GUDPDWLFNêP ]PHQiP ]ORåHQLD FKURPR]yPRY SUL SUHFKRGH ] MHGQpKR podintervalu do
druhého (pozri obr. 4.17).

Obrázok 4.16. Postupné delenie intervalu [0,1] pre binárnu reprezentáciu pomocou Grayovho
NyGRYDQLD SUH U{]QH VFKpP\� 9 SUDYHM þDVWL REUi]NX V~ XYHGHQp REODVWL� NWRUp RGSRYHGDM~ XYHGHQêP
schémam.
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Obrázok 4.17. Delenie intervalu [0,1] na osem SRGLQWHUYDORY SRXåLWtP Grayovho kódovania binárnych
UH"D]FRY�

7HUD] PXVtPH RGSRYHGD" QD RWi]NX� þL MH OHSãLH ãWDQGDUGQp NyGRYDQLH DOHER Grayovo
NyGRYDQLH ELQiUQ\FK UH"D]FRY Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH� 'D" RGSRYH� QD W~WR RWi]NX QLH MH
MHGQRGXFKp� 9 ãWDQGDUGQHM UHSUH]HQWiFLL H[LVWXMH UêFKOD WUDQVIRUPiFLD ELQiUQHKR UH"D]FD QD

UHiOQH þtVOD� DYãDN ]D FHQX SRWHQFLiOQHM H[LVWHQFLH +DPPLQJRYêFK EDULpU� 9 SUYHM þDVWL WHMWR
SRGNDSLWRO\ VPH XNi]DOL� åH WHQWR SUREOpP ãWDQGDUGQHM UHSUH]HQWiFLH PRåQR RGVWUiQL"

]DYHGHQtP RSHUiWRUD LQYHU]LH GR JHQHWLFNpKR DOJRULWPX DNR V~þDVWL UHSURGXNþQpKR SURFHVX�

*UD\RYD UHSUH]HQWiFLD RGVWUD�XMH SUREOpP V Hammingovou bariérou, táto je jednoducho
RGVWUiQHQi WêP� åH Y WRPWR NyGRYDQt V~ VXVHGQp LQWHUYDO\ UHiOQ\FK þtVHO NyGRYDQp

SRGREQêPL ELQiUQ\PL UH"D]FDPL �QD UR]GLHO RG ãWDQGDUGQpKR NyGRYDQLD�� 3RXåLWLH Grayovho
NyGRYDQLD Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH QDUiåD QD SUREOpP QXPHULFNHM QiURþQRVWL� 1D UR]GLHO RG
štandardného kódovania *UD\RYR NyGRYDQLH SUL NRQãWUXNFLL UHiOQ\FK þtVHO SRåDGXMH HãWH
PHG]LWUDQVIRUPiFLX ELQiUQHKR UH"D]FD GR ãWDQGDUGQpKR NyGRYDQLD� 7iWR

PHG]LWUDQVIRUPiFLD QiP P{åH SRGVWDWQH SUHG�åL" þDV &38 JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� SUHWRåH
WUDQVIRUPiFLD ELQiUQHKR UH"D]FD QD UHiOQH þtVOR SDWUt PHG]L QDMþDVWHMãLH YRODQ~ SURFHG~UX

DOJRULWPX� þLåH Xå PDOp ]YêãHQLH MHM þDVRYHM QiURþQRVWL P{åH PD" GUDPDWLFNê G{VOHGRN QD
FHONRYê þDV CPU.

4.7 "Messy"-chromozómy (M-chromozómy)

V r. 1989 sa *ROGEHUJ VR VSROXSUDFRYQtNPL >�����@ SRN~ãDO SUHNRQD" QLHNWRUp SUREOpP\

JHQHWLFNpKR DOJRULWPX SUL K�DGDQt JOREiOQHKR PLQLPD W]Y� GHFHSWtYQ\FK ~þHORYêFK IXQNFLt

(multimodálne funkcie s mnohými minimami, ale len s jedným globálnym minimom, ktoré je
oddelené od ostatných miním bariérou) pomocou "messy" genetického algoritmu. Hlavná
P\ãOLHQND WHMWR PRGLILNiFLH JHQHWLFNpKR DOJRULWPX VSRþtYD RNUHP LQpKR Y SRXåLWt

m-chromozómov� NWRUp PDM~ SUHPHQOLY~ G�åNX D LFK ]ORåN\ V~ ãSHFLILNRYDQp V~þDVQH
indexom aj hodnotou. Na rozdiel od štandardných chromozómov, špecifikovaných ako
ELQiUQH YHNWRU\ IL[QHM G�åN\� P�FKURPR]yP\ P{åX PD" SUHPHQOLY~ G�åNX D E\" WDN

"SUHXUþHQp�� DNR DM �SRGXUþHQp�� 7iWR IOH[LELOLWD m-chromozómov obvykle podstatne zvyšuje
HIHNWLYLWX D UREXVWQRV" HYROXþQêFK DOJRULWPRY� NWRUp LFK Y\XåtYDM~ >�����@�

Obrázok 4.18. Dekódovanie m-chromozómu pomocou templátu. Poloha špecifikovaná indexom je
RKRGQRWHQi ELQiUQRX KRGQRWRX� NWRUi VSUHYiG]D ãSHFLILNRYDQê LQGH[� .H� Xå GDQi SRORKD EROD

špecifikovaná v predchádzajúcom kroku dekódovania, potom sa aktuálna špecifikácia ignoruje. V
SUtSDGH� åH QLHNWRUi SRORKD QLH MH ãSHFLILNRYDQi P�FKURPR]yPRP� SRWRP VD SUH ãSHFLILNiFLX SRXåLMH

príslušná hodnota z templátu.

0�FKURPR]yP SUHPHQOLYHM G�åN\ MH GHILQRYDQê WDNWR� 1HFK 4 N= ×�� ��� ����� �� � � �  je

PQRåLQD REVDKXM~FD XVSRULDGDQp GYRMLFH �µ,ν), kde µ ∈ ��� �����N� �  je index a ν ∈ ���� �  je
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binárna hodnota. 0�FKURPR]yP G�åN\ l je definovaný takto

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , ,..., , l
l l Qχ = µ ν µ ν µ ν ∈                                        (4.38)

Tento P�FKURPR]yP MH GHNyGRYDQê QD MHGQRGXFKê ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ k nasledujúcim
SRVWXSRP �SR]UL REU� ������ DN LGHPH SRVWXSQH ]�DYD GRSUDYD� SUYi GYRMLFD µ ν

� �
�� �

špecifikuje hodnotu ν1 v polohe µ1, α νµ� �
= . Ak µ µ

� �
≠ , druhá dvojica µ ν

� �
�� �  špecifikuje

hodnotu ν2 v polohe µ2 , α νµ
� �

= . Vo všeobecnosti platí

α ν α αµ
L L L MM L= ∀ ≤ − ≠DN ��� �                                          (4.39)

7R ]QDPHQi� åH SUREOpP SUHXUþHQLD VD ULHãL SRPRFRX SUDYLGOD� åH XUþXM~FD MH Wi GYRMLFD�

ktorá sa vyskytuje prvá, ak ideme cez P�FKURPR]yP ]�DYD GRSUDYD� 3UREOpP SRGXUþHQLD �W�M�

niektorá poloha v zostrojenom binárnom vektore nie je špecifikovaná) sa rieši pomocou
templátu

W = ∈W W W
N

N

� �
��� ����� �� � � �                                                       (4.40)

Ak p-ta poloha nie je špecifikovaná (4.40), t.j. S L O
L

≠ ∀ ≤α SUH � SRWRP WiWR SRORKD MH XUþHQi

p-tou polohou v templáte t
α S SW= �SUH NDåG~ QHãSHFLILNRYDQ~ SRORKX� ������

Problém dekódovania m-chromozómu χ pre daný templát t P{åH E\" YR YãHREHFQRVWL

chápaný ako zobrazenie { }: 0,1
kl

tG Q →

α χ=*
W � �                                                        (4.42)

Pre lepšie pochopenie vyššie uvedeného procesu dekódovania m-chromozómu pozri obr.
����� NGH MH XYHGHQê MHGQRGXFKê LOXVWUDþQê SUtNODG�

Obrázok 4.19. Mutácia P�FKURPR]yPX Pi GYH þDVWL� PXWiFLX LQGH[X D PXWiFLX ELQiUQHM KRGQRW\�

.DåGi WDNiWR PXWiFLD VD Y\NRQiYD V SUDYGHSRGREQRV"RX Pindex resp. Pvalue..

M-chromozóm χ je transformovaný na iný m-chromozóm χ' operáciou mutácie (pozri obr.
4.19)

′ =χ χ2
PXW
� �                                                        (4.43)

kde χ = µ ν µ ν µ ν
� � � �
� � � ���� �� � � � � �� �O O

 a  ′ = ′ ′ ′ ′ ′ ′χ µ ν µ ν µ ν
� � � �
� � � ���� �� � � � � �� �O O

. Stochastický operátor

mutácie Omut VD UHDOL]XMH WDN� åH LG~F ]�DYD GRSUDYD SRVWXSQH QiKRGQH PHQtPH

usporiadané dvojice, t.j. indexy a binárne hodnoty

′ =
<�

�
�

�
�

µ
µ

µ
L

L LQGH[

L

UDQGRP 3� DN

RVWDWQÇ SUËSDG\

� �

� �
                                       (4.44a)
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kde �≤ ≤�µ
L

N   MH QiKRGQp FHOp þtVOR V URYQRPHUQRX GLVWULE~FLRX SUDYGHSRGREQRVWL� SULþRP

�µ µ
L L

≠ � 3UDYGHSRGREQRV" Pindex XUþXMH VWRFKDVWLþQRV" ]PHQ\ LQGH[RYHM þDVWL m-
FKURPR]yPX� 3RGREQêP VS{VRERP VD PHQt DM ELQiUQD þDV" m-chromozómu

′ =
− <�

�
�

�
�

ν
ν

ν
L

L YDOXH

L

UDQGRP 3� DN

RVWDWQÇ SUËSDG\

� �

� �
                                   (4.44b)

3UDYGHSRGREQRV" Pvalue XUþXMH VWRFKDVWLþQRV" ]PHQ\ ELQiUQHM þDVWL m-chromozómu.
Operáciu mutácie ilustruje príklad na obr. 4.19. Pseudopascalovská implementácia mutácie
je uvedená v algoritme 4.7.

procedure M_Mutation(input:χ; output:χ');
begin for i:=1 to l do
      begin ′µi :=µi; ′νi :=νi;
             if random<Pindex then ′µi :=1+random(k);

             if random<Pvalue then ′νi :=1-νi;
      end;
end;

Algoritmus 4.7. Procedúra mutácie m-chromozómu. Funkcia random(k)JHQHUXMH QiKRGQp FHOp þtVOD

z intervalu [0,k-1], random MH QiKRGQH JHQHURYDQp þtVOR ] LQWHUYDOX >�����

2SHUiFLD NUtåHQLD GYRFK URGLþRYVNêFK m-chromozómov ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,..., ,l lχ χ= µ ν µ ν µ νχ ,

a ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , ,..., ,l lκ κ
= ξ ζ ξ ζ ξ ζκ  poskytuje dva nové m-chromozómy - potomkov

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,..., ,l lχ χ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= µ ν µ ν µ νχ , a ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , ,..., ,l lκκ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ξ ζ ξ ζ ξ ζκ

′ ′ =χ κ χ κ� �� � � �2
FURVV

                                               (4.45)

7iWR RSHUiFLD VD UHDOL]XMH WDN� åH Y SUYRP NURNX VD QiKRGQH JHQHUXMH �ERG NUtåHQLD�

�< <D O OPLQ χ κ�� �  a potom sa tvoria nové P�FKURPR]yP\ WDN� åH Då SR �ERG NUtåHQLD� a sa

MHGQRGXFKR RNRStUXM~ URGLþRYVNp FKURPR]yP\� ]D WêPWR ERGRP VL QRYp m-chromozómy
Y\PHQLD ]Y\ãQp þDVWL �SR]UL REU� ���� D DOJRULWPXV �����

Obrázok 4.20. 2SHUiFLD NUtåHQLD GYRFK P�FKURPR]yPRY� 7LHWR VL Y\PHQLD VYRMH þDVWL QDVOHGXM~FH ]D

QiKRGQH JHQHURYDQêP ERGRP NUtåHQLD� 2SHUiFLD NUtåHQLD YR YãHREHFQRVWL PHQt G�åNX

m-chromozómov.

Pomocou procedúr M_Mutation a M_Crossover �SR]UL DOJRULWP\ ��� D ���� P{åHPH

MHGQRGXFKR PRGLILNRYD" DOJRULWPXV ��� �SURFHG~UD Reproduction) realizujúci reprodukciu
GYRFK URGLþRYVNêFK FKURPR]yPRY QD GYD QRYp FKURPR]yP\ � SRWRPNRY� VWDþt Y\PHQL"
SURFHG~U\ SUH PXWiFLX D NUtåHQLH ]D SRGREQp SURFHG~U\ SUH m-chromozómy.



54

procedure M_Crossover(input:χ,κ; output:χ',κ');
begin a:=1+random(min(lχ,lκ)-1);
      for i:=1 to a do
      begin ′µi :=µi; ′νi :=νi;
            ′ξi :=ξi; ′ζi :=ζi;
      end;

      lχ':=lκ; lκ':=lχ;
      for i:=a+1 to lχ' do begin ′µi :=ξi; ′νi :=ζi end;
      for i:=a+1 to lκ' do begin ′ξi :=µi; ′ζi :=νi end;
end;

Algoritmus 4.8. 3URFHG~UD NUtåHQLD GYRFK URGLþRYVNêFK m-chromozómov χ a κ na dva nové m-
chromozómy - potomkov χ' a κ'.

procedure M_Genetic_Algorithm(input:timemax; output:αopt);
begin time:=0;
      stop_criterion:=false;
      P:={náhodne generovaná populácia m-chromozómov};
      t:=náhodne generovaný binárny vektor - templát;
      while (time<timemax) and (non stop_criterion) do
      begin time:=time+1;

            Q:=∅ ;
NDåGê m-chromozóm je ohodnotený fitness;

            while |Q|<|P| do
            begin vyber pomocou Roulette_Wheel dva

                  m-chromozómy χ,κ∈ P;
                  if random<Prepro then
                  Reproduction(χ,κ,χ',κ') else
                  begin χ':=χ; κ':=κ end;
                  Q:=Q∪ {χ',κ'};
            end;

            P:=Q; t:=arg minf G
P

t
χ

χ
∈

� �� � ;
            if NRQYHUJHQþQp NULWpULi V~ VSOQHQp then
            stop_criterion:=true;
      end;
      αopt:=t;
end;

Algoritmus 4.9. Pseudopascalovská implementácia genetického algoritmu (pozri algoritmus 4.5) pre
m-chromozómy. Algoritmus sa inicializuje náhodným generovaním populácie m-chromozómov a
binárneho vektora - templátu. 7HPSOiW VD REQRYXMH Y NDåGRP LWHUDþQRP NURNX SRPRFRX ELQiUQHM
interpretácie najlepšieho chromozómu z predchádzajúcej iterácie. Na záver algoritmu sa templát
SRXåLMH DNR YêVWXSQp ULHãHQLH ]tVNDQp JHQHWLFNêP DOJRULWPRP V m-chromozómami.

=iNODGQê SUREOpP� NWRUê VD PXVt ULHãL" SUL SRXåLWt P�FKURPR]yPRY Y HYROXþQêFK

algoritmoch, je konštrukcia templátu t potrebného pre dekódovanie m-chromozómov do
WYDUX ELQiUQ\FK YHNWRURY �SR]UL ������ D REU� ������ 3UL LQLFLDOL]iFLL HYROXþQpKR DOJRULWPX VD
templát t QiKRGQH JHQHUXMH DNR ELQiUQ\ YHNWRU� ]DWLD� þR Y QHVNRUãtFK Ii]DFK DOJRULWPX MH
WHPSOiW XUþHQê DNR ELQiUQ\ YHNWRU RGSRYHGDM~FL QDMOHSãLHPX m-chromozómu z
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predchádzajúcej iterácie. Na záver algoritmu sa WHPSOiW SRXåLMH DNR QDMOHSãLH YêVWXSQp
ULHãHQLH� 3R WêFKWR MHGQRGXFKêFK ~YDKiFK P{åHPH SULVW~SL" N PRGLILNiFLL JHQHWLFNpKR
algoritmu 4.5 pre m-chromozómy (pozri algoritmus 4.9).

Úloha 4.7. ,PSOHPHQWXMWH JHQHWLFNê DOJRULWPXV SRG�D DOJRULWPX ���� SULþRP QDPLHVWR
FKURPR]yPRY VD SRXåtYDM~ �PHVV\��FKURPR]yP\ ] NDSLWRO\ ���� 3RURYQDMWH ~þLQQRV" WDNWR

modifikovaného "PHVV\� JHQHWLFNpKR DOJRULWPX V RE\þDMQRX YHU]LRX JHQHWLFNpKR DOJRULWPX�

4.8 Paralelný genetický algoritmus

*HQHWLFNê DOJRULWPXV XYHGHQê Y NDSLWROH ��� MH VHNYHQþQê DOJRULWPXV� 9 OLWHUDW~UH H[LVWXMH
mnoho verzií tzv. paralelného genetického algoritmu (PGA) [21], v ktorých je populácia
rozdelená na SRGSRSXOiFLH� SULþRP HYRO~FLD SUHELHKD �QH]iYLVOH� QDG WêPLWR

SRGSRSXOiFLDPL� W�M� GRFKiG]D PHG]L QLPL N REþDVQHM stochastickej interakcii, v rámci ktorej si
Y\PHQLD FKURPR]yP\� 2EY\NOH VD WLHWR SDUDOHOQp YHU]LH XYiG]DM~ �D WLHå DM DSOLNXM~� DNR

spôsob diverzifikácie a intenzifikácie genetického algoritmu.

Obrázok 4.21. Schematické znázornenie (disjunktného) rozkladu populácie P na podpopulácie
P1,P2,...,PM , P=P1∪ P2∪ ...∪ PM a Pi ∩Pj =∅ , pre i  ≠ j� 'LDJUDP $ ]Qi]RU�XMH UR]NODG� NGH NDåGi

SRGSRSXOiFLD Pi SUiYH GYRFK VXVHGRY� �SUDYpKR� D ��DYpKR�� 'LDJUDP % ]Qi]RU�XMH UR]NODG

SRSXOiFLH� NGH NDåGi SRGSRSXOiFLD Pi SUiYH ãW\URFK VXVHGRY� �SUDYpKR� D ��DYpKR� D �GROQpKR� D

"horného". Zvolené "toroidovské" topológie 1D (diagram A) a 2D (diagram B) sa zvolili tak, aby
QHH[LVWRYDOL �RNUDMRYp� HIHNW\� W�M� NDåGi SRGSRSXOiFLD PDOD URYQDNê SRþHW VXVHGRY�

procedure One_generation_GA(input Pini; output Pfin);
begin Pfin:=∅ ;
      while |Pfin|<|Pini| do

      begin vyber ruletou dva chromozómy α1,α2∈ Pini;
           if random<Prepro then

           Reproduction α α α α
� � � �
� � �′ ′� �  else

           begin ′ =α α
� �
: ; ′ =α α

� �
: end;

           P P ,1 2fin fin�= ∪ ′ ′α α
 �;
      end;
end;

Algoritmus 4.10. Procedúra pre realizáciu jedného kroku genetického algoritmu (pozri algoritmus
4.11). Vstupná populácia Pini sa zmení na výstupnú populáciu Pfin.
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Nech je populácia P rozdelená na vzájomne disjunktné podpopulácie

1 2 MP P P ... P= ∪ ∪ ∪                                                           (4.46)

Obvykle sa k tomuto rozkladu definuje ešte tzv. topológia, ktorá opisuje susedov danej
podpopulácie. Formálne sa táto topológia rozkladu definuje pomocou neorientovaného
súvislého grafu, ktorý obsahuje M vrcholov - podpopulácií. Ak sú dva vrcholy spojené
KUDQRX� SRWRP KRYRUtPH� åH SRGSRSXOiFLH V~ VXVHGQp �SR]UL REU� ������ 9 SUtSDGH� åH

QHXYDåXMHPH VXVHGQRV" PHG]L SRGSRSXOiFLDPL� EXGHPH IRUPiOQH SUHGSRNODGD"� åH JUDI MH

~SOQê� W�M� NDåGê YUFKRO VXVHGt V RVWDWQêPL YUFKROPL�

procedure Parallel_GA(input tmax; output αopt);
begin t:=0; stop_criterion:=false;
      for i:=1 to M do
      Pi:={náhodne generovaná podpopulácia chromozómov};
      while (t<tmax) and (not stop_criterion) do
      begin t:=t+1;
            for i:=1 to M do
            begin One_generation_GA(Pi,P'i);
                  Pi:=P'i;
            end;
            if random<Pexch then
            begin náhodne sú vybrané dve
                  podpopulácie Pa a Pb;
                  exchange(Pa,Pb);
            end;
            if NRQYHUJHQþQp NULWpULD V~ VSOQHQp then
            stop_criterion:=true;
      end;

      αopt:=najlepší chromozóm všetkých podpopulácií
          {P1,P2,...,PM};
end;

Algoritmus 4.11. Pseudopascalovská implementácia paralelného genetického algoritmu. Algoritmus
sa inicializuje náhodnou generáciou podpopulácií P1,P2,...,PM . Vonkajší cyklus while sa opakuje
SUHGStVDQê SRþHW JHQHUiFLt �tmax� DOHER SRNLD� boolovská premenná stop_criterion SUHVWDQH PD"

hodnotu "IDOVH�� 9R YQ~WUL WRKWR F\NOX VD ]YOiã" SUH NDåG~ podpopuláciu realizuje proces jednej
generácie, v ktorom sa aktuálna SRGSRSXOiFLD UHSURGXNþQêP SURFHVRP �SR]UL DOJRULWPXV ����� ]PHQt

na novú podpopuláciu. 6WRFKDVWLFN\ VD UHDOL]XMH �V SUDYGHSRGREQRV"RX Pexch) výmena chromozómov
medzi dvoma náhodne vybranými SRGSRSXOiFLDPL � 9 WRPWR ERGH H[LVWXM~ YH�Np RGFKêON\ PHG]L

U{]Q\PL LPSOHPHQWiFLDPL SDUDOHOQpKR JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� 9 SUtSDGH� åH UR]NODG SRSXOiFLH QD

podpopulácie je "štruktúrovaný" (pozri obr. 4.21), potom sú podpopulácie Pa a Pb susedné. Aktivácia
procedúry exchange(Pa,Pb) Pi ]D YêVOHGRN� åH podpopulácie si vymenia chromozómy.

-HGQRGXFKi YHU]LD SDUDOHOQpKR JHQHWLFNpKR DOJRULWPX VSRþtYD Y WRP� åH SUH NDåG~
SRGSRSXOiFLX SUHELHKD QH]iYLVOi HYRO~FLD� SULþRP V XUþLWRX PDORX SUDYGHSRGREQRV"RX VL

podpopulácie vymenia chromozómy (pozri algoritmus 4.11). Výmena chromozómov je v
algoritme 4.11 implementovaná pomocou procedúry exchange(Pa,Pb). Výsledok jej
DNWLYiFLH QLH MH EOLåãLH SRStVDQê� DNR SUtNODG XYHGLHPH W~WR PRåQ~ UHDOL]iFLX� Podpopulácie
Pa a Pb sa náhodne vybrali tak, aby boli susedné. V populácii Pa kvázináhodne vyberieme
najlepší chromozóm, potom tento vytesní v populácii Pb kvázináhodne vybraný najslabší
chromozóm. Akt výmeny chromozómov medzi dvoma podpopuláciami je úplne stochastický
D XVNXWRþ�XMH VD V SUDYGHSRGREQRV"RX Pexch .
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5.  Genetické programovanie (GP)

5.1 Úvodné poznámky

Na prelome 80-tych a 90-tych rokov americký informatik John Koza [1-3] (Stanford
University) navrhol originálnu modifikáciu genetického algoritmu, ktorú nazval genetické
programovanie� 9 WRPWR SUtVWXSH V~ FKURPR]yP\ � ]QDNRYp UH"D]FH QDKUDGHQp ]ORåLWHMãtPL

ãWUXNW~UDPL � IXQNFLDPL� ýR VD UR]XPLH SRG SRMPRP �IXQNFLD�" 9 QDMMHGQRGXFKãHM YHU]LL
genetického programovania sa funkcie rovnajú výrazom obsahujúcim premenné, konštanty,
základné aritmetické operácie a elementárne funkcie. Jednoduchá funkcia "x∗ (1+x)" je
reprezentovaná pomocou syntaktického stromu (parse tree)

NGH KRUQê YUFKRO �SULUDGHQê RSHUiFLL QiVREHQLD� VD QD]êYD NRUH� VWURPX� ,QWHUSUHWiFLD WRKWR

syntaktického stromu je jednoduchá, pri postupe zdola-nahor, od koncových vrcholov ku
NRUH�X VWURPX VD SRVWXSQH Y\NRQiYD YêSRþHW IXQNFLH �x∗ (1+x)". Prvý problém, ktorý musíme
ULHãL" Y UiPFL JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD� MH VS{VRE Y\KRGQRWHQLD FKURPR]yPX � VWURPX�

Toto vyhodnotenie sa formálne chápe ako funkcia y=t (x� SULUD�XM~FD QH]iYLVOHM SUHPHQQHM
(vstup) x závislú premennú (výstup) y� 9 QDãRP SUtNODGH MH WiWR IXQNFLD XUþHQi YêUD]RP

t (x)=x∗ (1+x). Nech A={(xi,yi); i =1,2,...,p` MH WUpQLQJRYi PQRåLQD REVDKXM~FD p  bodov. Naším
FLH�RP MH QiMV" WDN~ IXQNFLX t (x) (reprezentovanú syntaktickým stromom), ktorá minimalizuje
UR]GLHO �MHKR GUXK~ PRFQLQX DOHER DEVRO~WQX KRGQRWX� Y\SRþtWDQêFK D ]DGDQêFK KRGQ{W y z
WUpQLQJRYHM PQRåLQ\� $N MH V~þHW WêFKWR UR]GLHORY FH] YãHWN\ GYRMLFH Y\SRþtWDQêFK D ]DGDQêFK
hodnôt nulový, funkcia t (x� SUHVQH Y\VWLKXMH ERG\ ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\� 1iMV" WDN~ IXQNFLX

VD QiP QDMVN{U QHSRGDUt� QR P{åHPH VD SRN~VL" QiMV" WDN~ IXQNFLX� SUH NWRU~ EXGH WHQWR

V~þHW PLQLPiOQ\� +�DGDQ~ IXQNFLX Y\MDGUXMHPH SRPRFRX V\QWDNWLFNêFK VWURPRY REVDKXM~FLFK

SUHGStVDQp W\S\ YUFKRORY� 7DNWR IRUPXORYDQi ~ORKD MH YH�PL EOt]ND regresnej analýze, kde pre
GDQ~ WUpQLQJRY~ PQRåLQX ERGRY D SUH GDQê W\S IXQNFLH K�DGiPH WDNp SDUDPHWUH � NRHILFLHQW\

IXQNFLH� NWRUp PLQLPDOL]XM~ ~þHORY~ IXQNFLX� 9 WRPWR SUtSDGH MH �SULHVWRU� IXQNFLt SRGVWDWQH
RKUDQLþHQê� LFK WYDU VD PHQt OHQ Y G{VOHGNX ]PHQ\ SDUDPHWURY IXQNFLH� NWRUHM �funkcionálny"
tvar je fixný. John Koza nazval takýto zovšeobecnený prístup k regresii symbolická regresia.

Symbolická UHJUHVLD MH OHQ MHGQD PRåQi LQWHUSUHWiFLD JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD� ,Qê

SRK�DG QD JHQHWLFNp SURJUDPRYDQLH MH FKiSDQLH IXQNFLH t (x) ako "programu" pre správanie
VD QHMDNpKR REMHNWX Y SURVWUHGt� 7DN QDSUtNODG SRK\E URERWD Y SURVWUHGt P{åH E\" XUþHQê

funkciou y=t (x), kde x sú vstupné informácie (napr. z televíznej kamery) o jeho blízkom okolí
a y V~ SUtND]\ SUH MHKR PRWRULFNp ]DULDGHQLH� 1DãtP FLH�RP MH ]RVWURML" WDN~ IXQNFLX t (x),
NWRUi þR QDMOHSãLH SRSLVXMH SRK\E URERWD �XPHOpKR åLYRþtFKD� D MHKR ~VSHãQRV" Y SURVWUHGt� 9

WRPWR SUtSDGH Xå QHP{åHPH KRYRUL" R WUpQLQJRYHM PQRåLQH A DNR R PQRåLQH ERGRY� NWRUi MH

YRSUHG ]DGDQi� ÒVSHãQRV" GDQHM IXQNFLH t (x� MH GDQi ~VSHãQRV"RX URERWD Y SURVWUHGt SR
XUþLWRP YRSUHG GDQRP SRþWH NURNRY �QDSU� SRþWRP N~VNRY SRWUDY\� NWRUp QD]ELHUDO SUL

pohybe v prostredí po n krokoch). Vyššie uvedený postup pre ohodnotenie funkcie f (x) je
vhodný pre riešenie širokej triedy problémov adaptácie pomocou genetického
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SURJUDPRYDQLD� 0{åHPH WHGD NRQãWDWRYD"� åH SUtVWXS JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD MH YKRGQê

na riešenie dvoch tried problémov, a to symbolickej UHJUHVLH D DGDSWiFLH �DOHER XþHQLD� >���@�

Pre úspešnú a hlavne efektívnu implementáciu genetického programovania hrá
významnú úlohu metóda kódovania stromových štruktúr. John Koza implementoval genetické
programovanie v jazyku LISP (IXQNFLRQiOQ\ ORJLFN\ RULHQWRYDQê MD]\N�� NWRUê Pi ~þLQQp
programovacie prostriedky pre kódovanie stromov a manipuláciu s nimi. Napriek
jednoduchosti napísaných programov v /,63�H MH LFK HIHNWtYQRV" QHRE\þDMQH PDOi� UHiOQH

DSOLNiFLH Y\åDGXM~ SUDFRYQp VWDQLFH ULVFRYVNpKR W\SX� 1D SUYê SRK�DG VD ]Gi� åH JHQHWLFNp

SURJUDPRYDQLH MH WDN ]ORåLWi DSOLNiFLD� åH D�SULRUL Y\åDGXMH SUDFRYQp VWDQLFH riscovského typu
D QD SRþtWDþRFK WULHG\ 3& QLH MH �DOHER MH OHQ YH�PL REWLDåQH� UHDOL]RYDWH�Qi� 9 �DOãHM þDVWL

WHMWR NDSLWRO\ XNiåHPH MHGQRGXFKê VS{VRE NyGRYDQLD VWURPRYêFK ãWUXNW~U SRPRFRX W]Y�
5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGX D QD]QDþtPH MHKR LPSOHPHQWiFLX Y pseudopascale. Jeho
YêKRGRX MH� åH QDPLHVWR IXQNFLRQiOQ\FK MD]\NRY XPRå�XMH LPSOHPHQWRYD" JHQHWLFNp

programovanie pomocou štandardných procedurálnych jazykov (Pascal, C/C++, Fortran,
DW��� QD SRþtWDþRFK WULHG\ 3&� SULþRP YêVOHGQê NyG MH GRVWDWRþQH HIHNWtYQ\� WDNåH V~ �DKNR

LPSOHPHQWRYDWH�Qp DM QHWULYLiOQH DSOLNiFLH�

����������	
�����
����Readov lineárny kód

Nech G=(V,E) je strom (súvislý acyklický graf [9]), kde V={v1,v2,...,vp} je neprázdna PQRåLQD

vrcholov a E={e1,e2,...,eq} je PQRåLQD hran (pozri obr. 5.1). .DUGLQDOLW\ WêFKWR GYRFK PQRåtQ
VS��DM~ SRGPLHQNX

= +1V E                                                           (5.1)

Obrázok 5.1. Diagramatická reprezentácia stromu (A) a NRUH�RYpKR VWURPX (B). Ak sa jeden vrchol v
strome odlišuje od ostatných vrcholov, potom sa strom nazýva NRUH�RYê VWURP a odlíšený vrchol sa
nazýva NRUH�.

Nech v∈ V je vrchol stromu G, YDOHQFLD �VWXSH�� WRKWR YUFKROX� R]QDþHQi val(v), je
QH]iSRUQp FHOp þtVOR� NWRUp XUþXMH SRþHW KUiQ incidentných s vrcholom v� 6~þHW valencií
YãHWNêFK YUFKRORY VS��D SRGPLHQNX >�@

( ) ( )
∈

= = −∑ 2 2 1
v V

val v q p                                                (5.2)

.RUH�RYê VWURP je strom, ktorý má jeden vrchol špeciálne odlíšený od ostatných vrcholov,
tento vrchol sa nazýva NRUH� �SR]UL REU� ���� GLDJUDP %�� .RUH�RYê VWURP MH IRUPiOQH XUþHQê

ako usporiadaná trojica

( )=T V ,E,v                                                         (5.3)
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kde v∈ V MH NRUH�� 'YD NRUH�RYp VWURP\ ( )=T V ,E,v  a ( )′ ′ ′ ′=T V ,E ,v  sú izomorfné [9] vtedy

a len vtedy, ak existuje také MHGQR�MHGQR]QDþQp ]REUD]HQLH ′φ →:V V  ( ′≈T T ) , ktoré

zachováva VXVHGQRV" YUFKRORY D ]REUD]XMH NRUH� VWURPX T QD NRUH� VWURPX T', t.j. φ(v)=v'.

Úloha 5.1. 'RNiåWH Y]"DK\ ����� D ������

Nech ,i MH PQRåLQD REVDKXM~FD YãHWN\ PRåQp NRUH�RYp VWURP\� NWRUp V~ ]ORåHQp ] i
YUFKRORY �SR]UL REU� ����� =MHGQRWHQLH WêFKWR PQRåtQ

= ∪ ∪1 2 ..., , ,                                                    (5.4)

REVDKXMH YãHWN\ PRåQp QHL]RPRUIQp NRUH�RYp VWURP\�

Obrázok 5.2. 3UYp ãW\UL PQRåLQ\ ,1-,4 � NWRUp REVDKXM~ YãHWN\ PRåQp QHL]RPRUIQp NRUH�RYp VWURP\ V

SRþWRP YUFKRORY � Då ��

Metóda 5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGRYDQLD NRUH�RYêFK VWURPRY VD þDVWR SRXåtYD Y WHyULL

JUDIRY QD NRQãWUXNWtYQX HQXPHUiFLX VWURPRYêFK ãWUXNW~U >�����@� 9 SRVOHGQHM GREH VD WLHå

SRXåLOD QD NyGRYDQLH VWURPRY SUH SRWUHE\ WDNHM LFK NRQãWUXNFLH� DE\ PDOL SRåDGRYDQp

vlastnosti [12].
5HDGRY NyG SUH NRUH�RYp VWURP\ MH UH"D]HF �VHNYHQFLD� FHOêFK þtVHO� NWRUp V~ SULUDGHQp

EX� YDOHQFLL NRUH�D DOHER YDOHQFLL ]QtåHQHM R MHGQRWNX SUH RVWDWQp YUFKRO\ �SR]UL REU� �����

/LQHiUQ\ NyG NRUH�RYpKR VWURPX T EXGH R]QDþHQê code(T ); ak strom T obsahuje jeden
YUFKRO �SR]UL NRUH�RYê VWURP QD REU� ��� SDWULDFL GR PQRåLQ\ ,1) , potom jeho kód je code(T )=

�
� âWXGXMPH NRUH�RYê VWURP REVDKXM~FL GYD DOHER YLDF YUFKRORY D SUHGSRNODGDMPH� åH MHKR

NRUH� MH incidentný s r KUDQDPL� RGVWUiQHQtP NRUH�D ]R VWURPX GRVWDQHPH W]Y� VWURP\ SUYHM
JHQHUiFLH� 7LHWR VWURP\ SUYHM JHQHUiFLH VD ]QRYX XYDåXM~ DNR NRUH�RYp VWURP\� NRUH� MH

LGHQWLILNRYDQê V YUFKRORP� NWRUê ERO VXVHGQê V NRUH�RP S{YRGQpKR VWURPX� 1HFK V~

Y]QLNQXWp NRUH�RYp VWURP\ R]QDþHQp T1, T2, ..., Tr, potom Readov kód pôvodného stromu T
MH GHILQRYDQê Y]"DKRP

( ) ( ) ( ) ( )= + + + +1 2code code code code rT ' r ' T T ... T                          (5.5)

kde '+' reprezentuje operáciu ]UH"D]HQLD� $N SUDYi VWUDQD ����� REVDKXMH NRUH�RYê VWURP
REVDKXM~FL GYD DOHER YLDF YUFKRORY� SRWRP MH MHKR NyG XUþHQê Y]RUFRP� NWRUê MH SRGREQêP

vzorcu (5.5); táto UHNXU]tYQD SURFHG~UD VD ]DVWDYt YWHG\� NH� Y\VN\WXM~FH VD NRUH�RYp VWURP\

REVDKXM~ OHQ MHGHQ YUFKRO �LFK NyG\ V~ MHGQRGXFKR XUþHQp UH"D]FDPL 
�
�� 9êVOHGQê NyG

code(T � Pi WYDU UH"D]FD � SRVWXSQRVWL ( )= α α α1 2 p, ,...,α � MHKR G�åND MH R]QDþHQi = pα .
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Obrázok 5.3. Konštrukcia 5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGX� 'LDJUDP $ ]Qi]RU�XMH NRUH�RYê VWURP� QD

NWRURP MH NDåGê YUFKRO RKRGQRWHQê FHOêP QH]iSRUQêP þtVORP� NWRUp MH EX� valenciou vrcholu alebo
YDOHQFLRX ]QtåHQRX R MHGQRWNX SUH RVWDWQp YUFKRO\� 9êVOHGQê Readov kód sa zostrojí (diagram B) tak,
åH LG~F SRVWXSQH ]GROD QDKRU VSiMDPH RKRGQRWHQLH GDQpKR YUFKROX D NyG\ QLåãtFK YUFKRORY� .RUH�RYê
VWURP MH UHSUH]HQWRYDQê NyGRP� NWRUê MH SULUDGHQê NRUH�X�

Úloha 5.2. Zostrojte 5HDGRY NyG SUH QLHNR�NR QiKRGQH Y\EUDQêFK NRUH�RYêFK VWURPRY�

=iNODGQê SUREOpP SUH HIHNWtYQRV" Readovho kódu je tzv. analýza (parsing) kódu, ktorá
VSRþtYD Y MHGQR]QDþQRP SUHNODGH NyGX GR WYDUX� Y NWRURP V~ YUFKRO\ D KUDQ\ JUDIX

LGHQWLILNRYDQp� 1D WRWR VD SRXåLMH MHGQRGXFKê back-track algoritmus, ktorý zostrojí postupne
tzv. sled REVDKXM~FL YãHWN\ YUFKRO\ NRUH�RYpKR VWURPX (spanning ZDON�� 7HQWR VOHG QDYãWtYL NDåG~

KUDQX GYDNUiW �Y RSDþQêFK VPHURFK�� SULþRP SRþLDWRþQê D NRQHþQê ERG WRKWR VOHGX MH NRUH�
(pozri algoritmus 5.1 a obr. 5.4).

SURFHGXUH 3DUVLQJB&RGH�LQSXW�α� RXWSXW�9�(��

EHJLQ (� ∅ � 9� ^�`�

LQGH[
�
� �� EUDQFK

�
� α

�
� G� �� L� ��

ZKLOH G≥� GR

LI EUDQFK
G
!� WKHQ

EHJLQ EUDQFK
G
� EUDQFK

G
��� L� L��� G� G���

EUDQFK
G
� α

L
� LQGH[

G
� L�

9� 9∪ ^LQGH[
G
`�

(� (∪ ^>LQGH[
G��
�LQGH[

G
@`�

HQG HOVH G� G���

HQG�

Algoritmus 5.1. Pseudopascalovská implementácia analýzy Readovho lineárneho kódu, ktorý
vyhovuje podmienkam (���D�E�� W�M� N DQDO\]RYDQpPX NyGX H[LVWXMH NRUH�RYê VWURP� 9êVWXSQp

parametre V a E V~ YUFKRORYi� UHVS� KUDQRYi PQRåLQD� +�END DOJRULWPX �EDFN�WUDFN� MH XUþHQi

FHORþtVHOQRX SUHPHQQRX d� $OJRULWPXV SRVWXSQH QDYãWtYL YãHWN\ YUFKRO\ NRUH�RYpKR VWURPX �SR]UL REU�

����� 3R XNRQþHQt DOJRULWPX REVDKXM~ PQRåLQ\ V a E YãHWN\ YUFKRO\� UHVS� KUDQ\� SULþRP NRUH� MH

indexovaný 1.

7HUD] XYHGLHPH QLHNR�NR SR]QiPRN N MHGQR]QDþQRVWL Readovho kódu. Ako vyplýva z
Y\ããLH XYHGHQHM NRQãWUXNFLH NyGX� WiWR VD P{åH UHDOL]RYD" PQRKêPL VS{VREPL� W�M� NRUH�RYê

strom T MH UHSUH]HQWRYDQê PQRKêPL NyGPL� ,Qiþ SRYHGDQp� GYD U{]QH NyG\ P{åX
UHSUH]HQWRYD" NRUH�RYp VWURP\� NWRUp V~ L]RPRUIQp� 7RWR RKUDQLþHQLH Readovho kódu sa
MHGQRGXFKR RGVWUiQL WDN� åH Y]RUHF ����� VD DSOLNXMH WDNêP VS{VRERP� åH SUtVOXãQp
"podkódy" sa usporiadajú pred ich ]UH"D]HQtP GR QHUDVW~FHM DOHER QHNOHVDM~FHM SRVWXSQRVWL�
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Týmto jednoduchým spôsobom získame tzv. kanonický Readov kód� NWRUê Pi W~ YODVWQRV"�

åH DN GYD NDQRQLFNp NyG\ V~ U{]QH� SRWRP RGSRYHGDM~FH NRUH�RYp VWURP\ QLH V~ L]RPRUIQp�

9 QDãLFK �DOãtFK ~YDKiFK QHEXGHPH SRXåtYD" NDQRQLFNê Readov kód, pre potreby
JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD MH ~SOQH SRVWDþXM~FL RE\þDMQê Readov kód.

Úloha 5.3. 3UH NRUH�RYp VWURP\ ] ~ORK\ ��� indexujte vrcholy pomocou algoritmu 5.1.

Obrázok 5.4. Konštrukcia "EDFN�WUDFN� VOHGX REVDKXM~FHKR YãHWN\ YUFKRO\ NRUH�RYpKR VWURPX� NWRUê

]DþtQD D NRQþt Y NRUHQL VWURPX� 9UFKRO\ V~ SRVWXSQH indexované tak, ako sú v slede navštevované.

2EUi"PH WHUD] QDãX SR]RUQRV" QD SUREOpP� ]D DNêFK SRGPLHQRN MH SRVWXSQRV" p
QH]iSRUQêFK FHOêFK þtVHO SULUDGHQi 5HDGRYPX NyGX� 7DNiWR SRVWXSQRV" VD QD]êYD grafová,
DN H[LVWXMH NRUH�RYê VWURP REVDKXM~FL p vrcholov, ktorého 5HDGRY NyG MH WRWRåQê V

SRVWXSQRV"RX�

Veta 5.1. >�����@� 1XWQp D SRVWDþXM~FH SRGPLHQN\ N WRPX� DE\ SRVWXSQRV"

QH]iSRUQêFK FHOêFK þtVHO ( ) { }α α α ∈1 2 0 1 2
p

p, ,..., , , ,...  bola grafová (t.j.

H[LVWXMH NRUH�RYê VWURP V URYQDNêP NyGRP� PDM~ WYDU

( )
1

1 2 1
j

i
i

j j , ,...,p
=

α ≥ = −∑                            (5.6a)

=

α = −∑
1

1
p

i
i

p                                               (5.6b)

'UXK~ YODVWQRV" ����E� PRåQR MHGQRGXFKR GRNi]D" SRXåLWtP Y]"DKX ������ 7iWR YHWD Pi

YH�Nê Yê]QDP SUH QiKRGQp JHQHURYDQLH NRUH�RYêFK VWURPRY D SUH K�DGDQLH podstromov v
NRUH�RYêFK VWURPRFK� þR V~ G{OHåLWp RSHUiFLH SUH MHGQRGXFK~ LPSOHPHQWiFLX PXWiFLH D

NUtåHQLD QDG VWURPDPL�

Úloha 5.4. 3RPRFRX REU� ��� QiKRGQH Y\JHQHUXMWH QLHNR�NR NyGRY D SULUD�WH LP NRUH�RYp
stromy.

Úloha 5.5. Náhodne vygenerujte kódy pomocou nerovností (5.6a-b) a verifikujte ich pomocou
grafu na obr. 5.5.
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Obrázok 5.5. 'LDJUDPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH SRGPLHQRN ����D�E�� MHGQRWOLYp ]ORåN\ NyGX �������������
VD LQWHUSUHWXM~ DNR G�åN\ YHUWLNiOQ\FK þDVWt KUXEHM ORPHQHM þLDU\� 3UHUXãRYDQi þLDUD Y\MDGUXMH
QHURYQRVWL ����D�E�� KUXEi þLDUD PXVt OHåD" QDG WRXWR þLDURX�

Definujme UHNXUHQWQH WLHWR YHOLþLQ\

= −1 1d p                                            (5.7a)

( )− −= − α =1 1 2 3j j jd d j , ,...,p                                   (5.7b)

NWRUp RKUDQLþXM~ ]KRUD ]ORåN\ NyGX ( )α α α1 2 p, ,...,

( )≤ α ≤ = −1 ifj j jd d p j                                       (5.8a)

( )≤ α ≤ < −0 ifj j jd d p j                                        (5.8b)

pre j=1,2,...,p� 7LHWR RKUDQLþXM~FH SRGPLHQN\ V~ YH�PL YêKRGQp SUH QiKRGQ~ JHQHUiFLX

Readových kódov tak, aby boli splnené podmienky (5.6a-b) (pozri obr. 5.5). Implementácia
náhodnej generácie 5HDGRYêFK OLQHiUQ\FK NyGRY VD XVNXWRþQt SRPRFRX DOJRULWPX ����

SURFHGXUH *HQHUDWLRQB&RGH�RXWSXW�S�α��
EHJLQ S� SPLQ�UDQGRP�SPD[�SPLQ����

α�� ��UDQGRP�S���� G�� S���

IRU M� � WR S�� GR

EHJLQ GM� GM���αL ��

LI GM S�M WKHQ αM� ��UDQGRP�GM�

HOVH αM� UDQGRP�GM����

HQG�

αS� ��
HQG�

Algoritmus 5.2. Pseudopascalovská implementácia náhodného generovania Readovho lineárneho
NyGX G�åN\ S� NWRUê MH DXWRPDWLFN\ JUDIRYê� W�M� Y\KRYXMH SRGPLHQNDP ����D�E�� )XQNFLD UDQGRP�,� je
QiKRGQê JHQHUiWRU FHOêFK þtVHO ] X]DYUHWpKR LQWHUYDOX >��,��@� $OJRULWPXV MH ]DORåHQê QD SRGPLHQNDFK

�������� '�åND JHQHURYDQpKR NyGX MH RKUDQLþHQi SRGPLHQNDPL pmin ≤p ≤ pmax.
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Obrázok 5.6. ,OXVWUDWtYQ\ SUtNODG PXWiFLH NRUH�RYpKR VWURPX� 9 SUYRP NURNX MH QiKRGQH Y\EUDQê

QHNRUH�RYê YUFKRO� NWRUê MH ]DNU~åNRYDQê QD �DYRP NRUH�RYRP VWURPH� 3UtVOXãQê NRUH�RYê podstrom
MH QDKUDGHQê LQêP QiKRGQH JHQHURYDQêP NRUH�RYêP SRGVWURPRP� 3RþLDWRþQê D YêVOHGQê NyG

SUtVOXãQêFK NRUH�RYêFK VWURPRY V~ XYHGHQp SUL NRUH�RYêFK YUFKRORFK�

3UH PRåQRV" SRXåLWLD NyGRYDQLD NRUH�RYêFK VWURPRY SRPRFRX Readovho prístupu v
UiPFL HYROXþQêFK DOJRULWPRY MH SRWUHEQp LPSOHPHQWRYD" Y UiPFL WRKWR SUtVWXSX RSHUiFLH

PXWiFLH D NUtåHQLD >�����@� 2SHUiFLD PXWiFLH SULUDGt NRUH�RYpPX VWURPX stochasticky iný
NRUH�RYê VWURP� SULþRP RED VWURP\ P{åX PD" U{]Q\ SRþHW YUFKRORY �SRþW\ YUFKRORY V~

REY\NOH RKUDQLþHQp LQWHUYDORP >pmin,pmax@�� $N V~ VWDUê D QRYê OLQHiUQ\ NyG R]QDþHQp α a α' ,
SRWRP PXWiFLX IRUPiOQH StãHPH DNR RSHUiWRU WUDQVIRUPXM~FL UH"D]HF α QD UH"D]HF α'

( )′ = mutOα α                                                         (5.9)

kde  [ ]′ ∈ min max, p ,pα α � 3RG�D .R]X >�@ VD PXWiFLD NRUH�RYpKR VWURPX UHDOL]XMH WDN� åH Y

SUYRP NURNX VD QiKRGQH Y\EHULH QHNRUH�RYê YUFKRO D SUtVOXãQê podstrom sa nahradí iným
náhodne generovaným podstromom (pozri obr. 5.6).

$OWHUQDWtYQD UHSUH]HQWiFLD SURFHVX PXWiFLH VD P{åH IRUPXORYD" QDVOHGXM~FLP Vpôsobom.
Nech je kód α rozdelený na tri podkódy, ( )1 2 3, ,=α α α α , kde podkód  α2 odpovedá

nejakému podstromu stromu vyjadrenému kódom α (pozri obr. 5.6 a 5.7). Podkód α2 sa
nahradí novým náhodne generovaným podkódom 2′α , potom dostaneme nový kód

interpretovaný ako mutácia kódu α, ( )1 2 3, ,′ ′=α α α α . '�åND podkódov α2 a 2′α MH RKUDQLþHQi

QHURYQRV"DPL

′− + ≤ ≤ − +2 2min maxp p2α α α α α                                     (5.10)

Podkód α2 kódu α VD XUþt WDN� åH QDMSUY QiKRGQH XUþtPH W]Y� PXWDþQê ERG ≤ τ ≤ −2 1α ,

ktorý špecifikuje polohu v kóde α, RG NWRUHM ]DþtQD podkód α2 . Ako efektívne stanovíme
G�åNX podkódu α2 " 1D WHQWR ~þHO MH YKRGQp SRXåL" QHURYQRVWL ����D�E�� KRYRUtPH� åH podkód
α2 Pi G�åNX r, ak sú splnené nasledujúce podmienky

( )+τ−
=

α ≥ = −∑ 1
1

1 2 1
j

i
i

j j , ,...,r                                      (5.11a)

+τ−
=

α = −∑ 1
1

1
r

i
i

r                                                             (5.11b)
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Úloha 5.6. Pre kódy vygenerované v úlohe 5.4 XUþWH podkódy pomocou nerovností (5.11).
Vykonajte grafickú interpretáciu podkódu.

Pseudopascalovská implementácia mutácie Readovho lineárneho kódu je uvedená v
algoritme 5.3.

SURFHGXUH 0XWDWLRQ�LQSXW�S�α�RXWSXW�S
�α
��
EHJLQ τ� ��UDQGRP�S����

U� G�åND SRGNyGX α� NyGX α� NWRUê ]DþtQD

Y ERGH τ�
U
� SPLQ�S�U�UDQGRP�SPD[�SPLQ����

*HQHUDWLRQB&RGH�U
� ′2α ��

( )′ ′= α α α1 2 3, ,α � S
� S�U�U
�

HQG�

Algoritmus 5.3. ,PSOHPHQWiFLD PXWDþQpKR SURFHVX DSOLNRYDQpKR QD NyG α, SULþRP YêVOHGQê NyG MH

α'. Algoritmus sa LQLFLDOL]XMH QiKRGQêP JHQHURYDQtP PXWDþQpKR ERGX τ� G�åND SRGNyGX� NWRUê ]DþtQD

v bode τ je vyjadrená premennou r� '�åND QRYpKR QiKRGQH JHQHURYDQpKR SRGNyGX MH R]QDþHQi r'.

SURFHGXUH &URVVRYHU�LQSXW�S�p� �α�β�RXWSXW S
�p� 
�α
�β
��
EHJLQ τ� ��UDQGRP�S���� ( )2τ := + −random p 1� �

( )′ = 1 2 3, ,α α α α � ( )= 1 2 3, ,β β β β �

S
� S�_α�_�_β�_� p� 
� p� �_β�_�_α�_�

HQG�

Algoritmus 5.4. ,PSOHPHQWiFLD RSHUiWRUD NUtåHQLD GYRFK URGLþRYVNêFK OLQHiUQ\FK NyGRY α a β , ktoré
sú modifikované na nové lineárne kódy - potomkov α' a β'� 1iKRGQê YêEHU ERGRY NUtåHQLD τ a τ�  sa

UHDOL]XMH WDN� åH G�åN\ QRYêFK OLQHiUQ\FK NyGRY Y\KRYXM~ QHURYQRVWLDP ′≤ ≤ maxminp pα  a

≤ ≤′
min maxp pβ .

Nech α a β V~ GYD �URGLþRYVNp� OLQHiUQH NyG\ NRUH�RYêFK VWURPRY� DSOLNRYDQtP RSHUiFLH

NUtåHQLD GRVWDQHPH GYD QRYp OLQHiUQH NyG\ �SRWRPNRY� α' a  β'

( ) ( )′ ′ = cross, O ,α β α β                                               (5.12)

7iWR RSHUiFLD VD UHDOL]XMH SRG�D .R]X >���@ WDN� åH Y URGLþRYVNêFK NyGRFK � FKURPR]yPRFK α
a β QiKRGQH Y\EHULHPH GYD ERG\ NUtåHQLD D SUtVOXãQp SRGNyG\� NWRUp ]DþtQDM~ Y WêFKWR

bodoch, sa vymenia (pozri obr. 5.7).
$OWHUQDWtYQD UHSUH]HQWiFLD RSHUiWRUD NUtåHQLD MH QDVOHGXM~FD� QHFK URGLþRYVNp NyG\ α a β

NRUH�RYêFK VWURPRY PDM~ WYDU ( )= 1 2 3, ,α α α α , resp.  ( )= 1 2 3, ,β β β β , NGH SRþLDWRþQp ERG\

podkódov α2 a  β2 EROL QiKRGQH JHQHURYDQp� $SOLNiFLD RSHUiFLH NUtåHQLD QD URGLþRYVNp NyG\

α a β VSRþtYD YR YêPHQH podkódov  α2 and β2 , potomkovia majú potom tvar

( )′ = 1 2 3, ,α α β α   a  ( )′ = 1 2 3, ,β β α β                                        (5.13)

'�åND SRWRPNRY MH XUþHQi Y]"DKPL _α'|=|α|-|α2|+|β2|  a  |β'|=|β|-|β2|+|α2_ � SULþRP WLHWR G�åN\ V~

RKUDQLþHQp QHURYQRV"DPL ′≤ ≤min maxp pα , resp. ′≤ ≤min maxp pβ . Pseudopascalovská

LPSOHPHQWiFLD RSHUiWRUD NUtåHQLD MH XYHGHQi Y DOJRULWPH ����
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Obrázok 5.7. ,OXVWUDWtYQ\ SUtNODG RSHUiFLH NUtåHQLD GYRFK URGLþRYVNêFK NRUH�RYêFK VWURPRY� NWRUp V~

PRGLILNRYDQp QD GYD QRYp NRUH�RYp VWURP\ � SRWRPNRY� =DNU~åNRYDQp YUFKRO\ R]QDþXM~ QiKRGQH

JHQHURYDQp ERG\ NUtåHQLD� 2SHUiFLD NUtåHQLD VSRþtYD Y WRP� åH SRGVWURP\ VD PHG]L NRUH�RYêPL

stromami vymenia.

Posledný problém, ktorý budHPH ãWXGRYD" Y WHMWR NDSLWROH� MH W]Y� NRPSUHVLD Readovho
kódu, ktorá úzko súvisí s prístupom ADF (Automatically Defined )XQFWLRQ� SRXåtYDQêP

.R]RP QD ]YêãHQLH HIHNWtYQRVWL JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD >�@� 1HFK MH NRUH�RYê VWURP T
reprezentovaný kódom α. Ak vyberieme v tomto strome podstrom, potom kód α P{åH E\"

vyjadrený rozkladom ( )= 1 2 3, ,α α α α , kde α2 odpovedá kódu vybraného podstromu (pozri

REU� ����� 3URFHV NRPSUHVLH VSRþtYD Y VXEVWLW~FLL podkódu α2 tzv. komprimovaným kódom
typu (n00...0), kde n MH SRþHW NRQFRYêFK YUFKRORY Y SRGVWURPH �DOHER SRþHW ]ORåLHN 
�
 Y

podkóde α2 ).
( ) ( )( )= → = =1 2 3 1 2 300 0kompresia

compress ,compress, , , n ... ,α α α α α α α α            (5.14)

$NR UHDOL]RYD" LQYHU]Qê SURFHV NX NRPSUHVLL" 1HFK NyG β obsahuje vrchol interpretovaný
ako "komprimovaný" vrchol. Potom sa kód β P{åH GHNRPSULPRYD" WDN� åH RGSRYHGDM~FL

SRGVWURP SULUDGHQê NRPSULPRYDQpPX YUFKROX VD QDKUDGt NRUH�RYêP podstromom, ktorý
LQGXNXMH GDQê NRPSULPRYDQê YUFKRO� SULþRP QLHNWRUp NRQFRYp YUFKRO\ VD P{åX VXEVWLWXRYD"

podstromami (pozri obr. 5.9).

Úloha 5.7. Podrobne preštudujte príklady kompresie a dekompresie znázornené na
obrázkoch 5.8 a 5.9. Navrhnite iné prípady kompresie a dekompresie.
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Obrázok 5.8. ,OXVWUDþQê SUtNODG NRPSUHVLH 5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGX� .RUH�RYê VWURP
UHSUH]HQWRYDQê GLDJUDPRP $ VD NRPSULPXMH QD PHQãt NRUH�RYê VWURP UHSUH]HQWRYDQê GLDJUDPRP %�

7HQWR SURFHV VD Y\NRQi WDN� åH Y\EUDQp SRGVWURP\ �LFK NRUH�RYp YUFKRO\ V~ ]DNU~åNRYDQp� Y

diagrame A sa nahradia novými vrcholmi (štvorcovým alebo oválnym), ktoré sú incidentné len s
NRQFRYêPL YUFKROPL� SULþRP LFK SRþHW MH URYQDNê DNR SRþHW NRQFRYêFK YUFKRORY Y S{YRGQêFK
podstromoch.

Obrázok 5.9. Ilustratívny príklad dekompresie 5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGX� .RUH�RYê VWURP $ REVDKXMH
GYD NRPSULPRYDQp YUFKRO\ UHSUH]HQWRYDQp ãWYRUFRYêP D RYiOQ\P YUFKRORP� SULþRP YUFKRO\ R]QDþHQp
ãWYRUFRP �S{YRGQH NRQFRYp� V~ QDKUDGHQp UH"D]FDPL ����� UHVS� ������ $N V~ NRPSULPRYDQp

vrcholy "GHNRPSULPRYDQp� RGSRYHGDM~FLPL NRUH�RYêPL podstromami (pozri obr. 5.8), potom sa
pôvodný strom A GHNRPSULPXMH QD Ylþãt VWURP %� NWRUê Xå REVDKXMH OHQ ãWDQGDUGQp YUFKRO\�

5.3 Symbolická regresia

Symbolická UHJUHVLD SDWUt PHG]L ]iNODGQp DSOLNiFLH JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD� $NR Xå EROR

spomenuté v úvodnej kapitole 5.1, symbolická UHJUHVLD VSRþtYD Y K�DGDQt WDNHM IXQNFLH

UHSUH]HQWRYDQHM V\QWDNWLFNêP VWURPRP V SUHGStVDQêPL RSHUiFLDPL� NWRUi þR QDMOHSãLH

DSUR[LPXMH ~GDMH ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\�

ýR MH V\QWDNWLFNê VWURP" 3RG V\QWDNWLFNêP VWURPRP t EXGHPH UR]XPLH" NRUH�RYê VWURP
T, ktorého vrcholy sú ohodnotené symbolmi aritmetických (alebo iných) operácií a celý strom
VD P{åH RKRGQRWL" UHiOQ\P þtVORP UHSUH]HQWXM~FLP KRGQRWX IXQNFLH� NWRUi MH SULUDGHQi
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stromu pre danú vstupnú hodnotu nezávislej premennej (alebo nezávislých premenných).
Vrcholy v syntaktických stromoch klasifikujeme takto (pozri obr. 5.10):

Obrázok 5.10. Klasifikácia vrcholov syntaktického stromu na funkcionálne a koncové (listy).

(1) Koncové vrcholy odpovedajú nezávislým premenným x,y,... alebo
nezáporným FHORþtVHOQêP konštantám 0,1,2,....

(2) Funkcionálne vrcholy odpovedajú jednoduchým operáciám, ktoré sú
unárne, binárne, ternárne,... .

)RUPiOQH P{åHPH V\QWDNWLFNê VWURP Y\MDGUL" DNR XVSRULDGDQ~ GYRMLFX

( )= φt T ,                                                            (5.15)

kde T MH NRUH�RYê VWURP XUþXM~FL ãWUXNW~UX V\QWDNWLFNpKR VWURPX t  a  φ je zobrazenie vrcholov
NRUH�RYpKR VWURPX QD �DULWPHWLFNp� V\PERO\� SUHPHQQp DOHER NRQãWDQW\

{ }φ → ∗ + −: 1 2V , , ,....,x,y ,...., , ,...                                       (5.16)

Obrázok 5.11. Klasifikácia funkcionálnych vrcholov na unárne (A), binárne (B) a ternárne (C). Unárny
vrchol má jedného predchodcu, ktorého hodnota  a VD ]REUD]XMH QD IXQNþQ~ KRGQRWX fu(a). Binárny
YUFKRO Pi GYRFK SUHGFKRGFRY� LFK IXQNþQp KRGQRW\ a  a  b sú zobrazené na fb(a,b). Ternárny vrchol
má troch predchodcov, hodnoty a, b  a  c sú zobrazené na ft (a,b,c). 9R YãHREHFQRVWL SODWt� åH ELQiUQH�

unárne, ... vrcholy nie sú "komutatívne", t.j. napr. pre binárny vrchol plati ft (a,b)≠ft (b,a).

.DåGému syntaktickému stromu t priradíme funkciu t (x,y,....), kde x,y,.... sú nezávislé
premenné, nasledujúcim UHNXU]tYQ\P VS{VRERP� 1HFK MH NDåGê YUFKRO V\QWDNWLFNpKR VWURPX

R]QDþHQê LQGH[RP� WRWR LQGH[RYDQLH MH UHDOL]RYDWH�Qp SRPRFRX DOJRULWPX ��� �SR]UL REU�

5.12). Potom sa i�WHPX YUFKROX P{åH SUHGStVD" �DNWLYLWD� xi WDN� åH NRQFRYp YUFKRO\ SUH WLHWR
aktivity sú rovné ohodnoteniam týchto vrcholov (t.j. konštantám alebo nezávislým
SUHPHQQêP�� SUL SRVWXSH ]GROD QDKRU WLHWR DNWLYLW\ SRVWXSQH SRþtWDPH WDN� åH QD ]iNODGH

WRSROyJLH V\QWDNWLFNpKR VWURPX SRþtWDPH DNWLYLW\ WêFK YUFKRORY� NWRUp PDM~ SUHGFKRGFRY V Xå
]QiP\PL KRGQRWDPL DNWLYtW� 7HQWR SURFHV NRQþt Y NRUHQL VWURPX� MHKR �DNWLYLWD� VD URYQi

hodnote funkcie t (x,y,...) priradenej syntaktickému stromu t (pozri obr. 5.12)
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( )=1x t x,y ,...                                                        (5.17)

Obrázok 5.12. Ilustratívny príklad interpretácie jednoduchého syntaktického stromu, jednotlivé
�DNWLYLW\� VD SRþtWDM~ �GRSUHGQêP ãtUHQtP� SR VWURPH� ]DþtQD VD RG NRQFRYêFK YUFKRORY D NRQþt VD Y
koreni stromu, jeho "aktivita" priamo odpovedá hodnote funkcie.

Pre daný súbor IXQNFLRQiOQ\FK D NRQFRYêFK YUFKRORY P{åHPH GHILQRYD" PQRåLQX ,

REVDKXM~FX YãHWN\ PRåQp QHHNYLYDOHQWQp V\QWDNWLFNp VWURP\� NWRUp PDM~ SRþHW YUFKRORY ]

predpísaného intervalu a ktoré sú ohodnotené symbolmi z predpísaných súborov

{ }= 1 2 , ...t ,t,                                                            (5.18)

%XGHPH SRXåtYD" NRQYHQFLX� åH NDåGê V\QWDNWLFNê VWURP t∈ ,  sa identifikuje so svojou

interpretáciou - funkciou t (x,y,...). 7R ]QDPHQi� åH PQRåLQD , VD P{åH WLHå DOWHUQDWtYQH

FKiSD" DNR PQRåLQD IXQNFLt� NWRUêFK WYDU MH RKUDQLþHQê SRGPLHQNDPL NODGHQêPL QD

syntaktické stromy.
$NR NyGRYD" V\QWDNWLFNp VWURP\" 3RG�D ������ MH V\QWDNWLFNê VWURP GHILQRYDQê DNR

NRUH�RYê VWURP� NWRUpKR YUFKRO\ V~ RKRGQRWHQp ]REUD]HQtP ������� t=(T,φ). Nech Readov
lineárny kód stromu T je code(T)=α=(α1,α2,...,αp), potom sa lineárny kód syntaktického
stromu t P{åH ]RVWURML" WDN� åH 5HDGRY NyG NRUH�RYpKR VWURPX VD UR]ãtUL R ]REUD]HQLH φ

( ) ( ) ( ) ( )( )= α φ α φ α φ1 1 2 2code p pt , , , ,..., ,                                        (5.19)

kde φi je ohodnotenie i�WHKR YUFKROX EX� funkcionálnym alebo koncovým symbolom. Týmto
spôsobom sme dostali jednoduchý prostriedok na kódovanie syntaktických stromov pomocou
5HDGRYKR OLQHiUQHKR NyGRYDQLD NRUH�RYêFK VWURPRY� SR]UL REU� �����

Obrázok 5.13. Tvorba kódu syntaktického stromu t pomocou Readovho lineárneho kódu priradeného
NRUH�RYpKR VWURPX T� .yG V\QWDNWLFNpKR VWURPX ]tVNDPH ] S{YRGQpKR NyGX NRUH�RYpKR VWURPX WDN�

åH NDåG~ MHKR ]ORåNX VSUHYiG]D DM RKRGQRWHQLH SUtVOXãQpKR YUFKROX�

0DMPH WUpQLQJRY~ PQRåLQX REVDKXM~FX n bodov (UHJUHVQ~ WDEX�NX�

{ }= =; 1 2train i iA x / y i , ,...,n                                                 (5.20)
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&LH�RP ãWDQGDUGQHM UHJUHVQHM DQDOê]\ MH QiMV" WDNp RSWLPiOQH SDUDPHWUH PRGHORYHM IXQNFLH
G(x;w) , kde w sú parametre funkcie G� åH QDVOHGXM~FD ~þHORYi IXQNFLD VD PLQLPDOL]XMH

( ) ( )
1

n

i i
i

E G x ; y
=

= −∑w w                                                  (5.21)

Táto funkcia má minimum v bode
( )arg minopt E=

w
w w                                                     (5.22)

+RYRUtPH� åH DGDSWRYDQi IXQNFLD G(x,wopt� PRGHOXMH WUpQLQJRY~ PQRåLQX Atrain .
Symbolická UHJUHVLD LGH �DOHM DNR ãWDQGDUGQi UHJUHVQi DQDOê]D� K�DGi Y PQRåLQH , takú

IXQNFLX� åH QDVOHGXM~FD ~þHORYi IXQNFLD �funkcionál) sa minimalizuje

( ) ( )
1

n

i i
i

E t t x y
=

= −∑                                                (5.23)

SULþRP WiWR ~þHORYi IXQNFLD Pi PLQLPXP Y �ERGH�

( )
∈

= arg minopt
t

t E t
,

                                                  (5.24)

Symbolická UHJUHVLD MH KODYQêP FLH�RP Kozovho genetického programovania s
REPHG]HQtP� åH SRYROHQp V~ OHQ WLH IXQNFLH� NWRUp P{åX E\" UHSUH]HQWRYDQp V\QWDNWLFNêP

stromom obsahujúcim povolené funkcionálne a koncové vrcholy.
Riešenie PLQLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ������ VD UHDOL]XMH SRPRFRX JHQHWLFNpKR DOJRULWPX

prezentovaného v predchádzajúcej kapitole. 6WRFKDVWLFNp RSHUiFLH PXWiFLH D NUtåHQLD V~
GHILQRYDQp SRGREQêP VS{VRERP DNR SUH NRUH�RYp VWURP\� 2SHUiFLD PXWiFLH ]PHQt

syntaktický strom t na iný syntaktický strom t ', formálne

( )′ = mutt O t                                                        (5.25)

XUþLWi þDV" V\QWDNWLFNpKR VWURPX �W�M� V\QWDNWLFNê podstrom) sa nahradí náhodne
generovaným syntaktickým podstromom (pozri obr. 5.14).

Obrázok 5.14. ,OXVWUDþQê SUtNODG PXWiFLH V\QWDNWLFNpKR VWURPX t na iný syntaktický strom t' . V prvej
etape mutácie sa náhodne vyberie podstrom a tento sa v druhej etape zamení za náhodne
vygenerovaný SRGVWURP� )RUPiOQH P{åHPH SRYHGD"� åH stochastickou operáciou mutácie sa funkcia
t (x) priradená pôvodnému stromu zamenila za novú funkciu t' (x) .

.DåGpPX V\QWDNWLFNpPX VWURPX P{åHPH MHGQR]QDþQH SULUDGL" IXQNFLX t (x,y,...), potom
PXWiFLX P{åHPH IRUPiOQH FKiSD" DNR stochastickú transformáciu funkcie na inú funkciu, v
SUtSDGH LOXVWUDþQpKR SUtNODGX QD REU� ���� WLHWR IXQNFLH PDM~ WYDU
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( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

= + ∗ −

′ = ∗ + ∗ −

2 1

1 1

t x x x

t x x x x
                                         (5.26)

2SHUiFLD NUtåHQLD SUH GYD V\QWDNWLFNp VWURmy je definovaná analogickým spôsobom ako
SUH NRUH�RYp VWURP\� 0DMPH GYD V\QWDNWLFNp VWURP\ t1 a t2 , VWRFKDVWLFNRX RSHUiFLRX NUtåHQLD

sa tieto dva stromy transformujú na dva nové stromy 1t ′  a  2t ′

( ) ( )′ ′ =1 2 1 2crosst ,t O t ,t                                             (5.27)

7iWR RSHUiFLD VD UHDOL]XMH WDN� åH Y VWURPRFK QiKRGQH Y\EHULHPH GYD podstromy a tieto
navzájom vymeníme (pozri obr. 5.15).

Obrázok 5.15. ,OXVWUDþQê SUtNODG NUtåHQLD GYRFK V\QWDNWLFNêFK VWURPRY� 9 SUYHM HWDSH Y NDåGRP
strome sa náhodne vyberie podstrom, v druhej etape sa tieto podstromy vzájomne zamenia. Formálne
P{åHPH SRYHGD"� åH RSHUiFLRX NUtåHQLD VD GYH IXQNFLH t1(x) a t2(x) pretransformovali na nové funkcie

( )′
1t x a ( )′

2t x  .

3RGREQH DNR Y SUHGFKiG]DM~FRP SUtNODGH PXWiFLH DM SUH NUtåHQLH P{åHPH KRYRUL"� åH

VWRFKDVWLFNi RSHUiFLD NUtåHQLD QiP WUDQVIRUPRYDOD YêFKRGLVNRYp IXQNFLH t1(x) a t2(x) na nové
funkcie ( )′1t x a ( )′2t x  . Pre prípad syntaktických stromov na obr. 5.15 majú tieto funkcie tvar

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

= + ∗ −

= +

′ = + ∗ −

′ = + +

2
1

2
2

2 2
1

2

1 2

2

2 1

t x x x x

t x x x

t x x x x x

t x x x

                                            (5.28)

Úloha 5.8. ,PSOHPHQWXMWH JHQHWLFNê DOJRULWPXV �SR]UL DOJRULWPXV ���� WDN� åH FKURPR]yP\
EXG~ XUþHQp DNR 5HDGRYH OLQHiUQH NyG\ V RKRGQRWHQtP YUFKRORY SRG�D ���������� 7RWR
RKRGQRWHQLH Y\NRQDMWH WDN� åH V\QWDNWLFNp VWURP\ EXG~ RGSRYHGD" EX� UDFLRQiOQ\P
SRO\QyPRP �W�M� IXQNþQp YUFKRO\ V~ ����
 D �� NRQFRYp YUFKRO\ V~ FHORþtVHOQp NRQãWDQW\ DOHER

premenná x) alebo ERRORYVNêP IXQNFLiP �W�M� IXQNþQp YUFKRO\ V~ RSHUiFLH DQG� RU� xor, a not,
a koncové vrcholy sú jednotlivé boolovské premenné).
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ÒþHORY~ IXQNFLX ������ UR]ãtUWH R SHQDOL]DþQê þOHQ� NWRUê EXGH XSUHGQRVW�RYD" V\QWDNWLFNp
VWURP\ V PHQãtP SRþWRP YUFKRORY

( ) ( )
1

n

i i
i

E t t x y t
=

= − + δ∑
kde δ MH PDOi NODGQi NRQãWDQWD D V\PERO _W_ Y\MDGUXMH SRþHW YUFKRORY Y VWURPH W� 0RGLILNXMWH
QDStVDQ~ LPSOHPHQWiFLX WDN� åH EXGH RGSRYHGD" KRUROH]HFNpPX DOJRULWPX DOHER HYROXþQpPX
SURJUDPRYDQLX� 3RURYQDMWH HIHNWtYQRV" WêFKWR WURFK UR]GLHOQ\FK PHWyG SUL NRQãWUXNFLL IXQNFLt�
ktoré reprodukujú predpísanú UHJUHVQ~ WDEX�NX�

5.4 Ilustratívne príklady symbolickej regresie - parita a symetria
      binárnych vektorov

Nech ( )= α α α1 2 n, ,...,α je n�UR]PHUQê ELQiUQ\ YHNWRU� +RYRUtPH� åH WHQWR YHNWRU Pi SiUQX

�QHSiUQX� SDULWX� DN REVDKXMH SiUQ\ SRþHW �QHSiUQ\ SRþHW� MHGQRWLHN� SiUQD SDULWD VD
GHILQLWRULFN\ SRXåLMH DM SUH ELQiUQ\ YHNWRU REVDKXM~FL VDPp QXO\� 7iWR FKDUDNWHULVWLND
ELQiUQ\FK YHNWRURY VD P{åH FKiSD" DNR boolovská funkcia, ktorá zobrazuje nezávislé binárne
premenné α α α1 2 n, ,..., na binárnu závislú premennú (1 pre párnu paritu a 0 pre nepárnu
paritu)

( )1 2parity ny , ,...,= α α α                                                    (5.29)

Pre n =2,3,4 je funkcia parity( � YãHWNêFK PRåQêFK ELQiUQ\FK YHNWRURY XUþHQi regresnými
WDEX�NDPL XYHGHQêPL Y WDE� ���� 3DULWD ELQiUQHKR YHNWRUD VD P{åH IRUPiOQH Y\MDGUL" WDNWR

( )
1 mod 2

parity 1
n

i
i =

 = + α 
 
∑α                                              (5.30)

7R ]QDPHQi� åH SDULWD ELQiUQHKR YHNWRUD α VD XUþt DNR MHGHQ SOXV PRGXOR � SRþWX MHGQRWLHN Y

binárnom vektore α. Napríklad ak  α REVDKXMH SiUQ\ SRþHW MHGQRWLHN� SRWRP modulo 2 tohto
SRþWX MH QXOD� þLåH SRG�D Y\ããLH XYHGHQHM GHILQtFLH SDULWD MH URYQi SDULW\�α)=1+0=1.

Symetria binárneho vektora ( )= α α α1 2 n, ,...,α  je definovaná nasledujúcim spôsobom

( )
( )

( )

11 ak pre 1 2

symmetry

0 ostatné prípady

i n i i , ,...k− +α = α =
= 



α                       (5.31)

kde n =2k alebo n =2k+1. Binárny vektor α má jednotkovú symetriu vtedy, ak má "stred
symetrie". Pre n  ����� MH IXQNFLD V\PHWULH YãHWNêFK PRåQêFK ELQiUQ\FK YHNWRURY XUþHQi

UHJUHVQêPL WDEX�NDPL XYHGHQêPL Y WDE� ����

Boolovskú funkciu parity P{åHPH Y\MDGUL" SRPRFRX QHJiFLH �not� D Y\OXþRYDFLHKR DOHER

(exclusive or, xor) (pozri tab. 5.2 pre definíciu týchto funkcií) nasledujúcim jednoduchým
spôsobom

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1

parity n n

n n

, ,..., not xor xor ...xor

xor xor ...xor xor not−

α α α = α α α

= α α α α
                   (5.32)

Pre n =2,3,4 dostaneme
( ) ( )1 2 1 2

1 2

parity , not xor

xornot

α α = α α
= α α

                                              (5.33a)
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( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3

parity , , not xor xor

xor xor not

α α α = α α α

= α α α
                                (5.33b)

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

parity , , , not xor xor xor

xor xor xor not

α α α α = α α α α

= α α α α
                      (5.33c)

Diagramatická vizualizácia týchto výrazov pomocou syntaktických stromov je znázornená
na obr. 5.16.

Obrázok 5.16. Syntaktické stromy pre boolovskú funkciu parity vyjadrenú výrazmi (5.33a-c).

7DEX�ND ���� 5HJUHVQp WDEX�N\ SUH SDULWX D V\PHWULX ELQiUQ\FK YHNWRURY GLPHQ]LH n =2,3,4

n =2 n =3 n =4
No. α1 α2 ypar ysym α1 α2 α3 ypar ysym α1 α2 α3 α4 ypar ysym

1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1
2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
3 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
4 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
5 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
6 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0
7 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1
8 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0
9 1 0 0 0 0 0

10 1 0 0 1 1 1
11 1 0 1 0 1 0
12 1 0 1 1 0 0
13 1 1 0 0 1 0
14 1 1 0 1 0 0
15 1 1 1 0 0 0
16 1 1 1 1 1 1
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7DEX�ND ���� Hodnoty unárnej funkcie not a binárnych
funkcií or, xor a and.

x1 x2 not x1 x1 or x2 x1 xor x2 x1 and x2

0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 1

Boolovská funkcia symmetry MH XUþHQi SRPRFRX ������� SUHSLV SRPRFRX ORJLFNêFK IXQNFLt
má jednoduchý tvar

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2 2 2 1 2

1 2 2 2 1 1

symmetry

pre 2 1

pre 2

n

k k k k

k k k k

, ,...,

not xor or xor or ...or xor n k

not xor or xor or ...or xor n k

− +

− +

α α α =

 α α α α α α = +
= 
 α α α α α α =

          (5.34)

Pre n=2,3,4 má táto funkcia tvar
( ) ( )1 2 1 2symmetry , not xorα α = α α                                      (5.35a)

( ) ( )1 2 3 1 3symmetry , , not xorα α α = α α                                    (5.35b)

( ) ( ) ( )( )1 2 3 4 1 4 2 3symmetry , , , not xor or xorα α α α = α α α α                    (5.35c)

Syntaktické stromy priradené týmto výrazom majú tvar znázornený na obr. 5.17.

Obrázok 5.17. Syntaktické stromy ERRORYVNêFK YêUD]RY Y\MDGUXM~FLFK V\PHWULX ELQiUQ\FK UH"D]FRY
SRG�D YêUD]RY �������

9 G{VOHGNX WRKR� åH ELQiUQD RSHUiFLD xor je komutatívna a asociatívna, boolovské funkcie
������ D ������ V~ LQYDULDQWQp Y]K�DGRP QD �XERYROQ~ SHUPXWiFLX ELQiUQ\FK SUHPHQQêFK α1,
α2, ..., αn� 1DSUtNODG WR ]QDPHQi� åH V\QWDNWLFNê VWURP SUH n =4 na obr. 5.17 definuje rovnakú
boolovskú funkciu pre všetkých 4!=24 permutácií premenných α1, α2, α3, α4 .

1HFK PQRåLQ\ SRYROHQêFK YUFKRORY PDM~ WRWR ]ORåHQLH�

(1) koncové vrcholy { α1, α2, α3, α4} ,
(2) unárny vrchol { not } ,
(3) binárne vrcholy { and , or , xor } .

3RWRP PQRåLQD , REVDKXMH WDNp NRUH�RYp VWURP\� NWRUêFK YUFKRO\ SDWULD GR Y\ããLH

XYHGHQêFK WURFK PQRåtQ YUFKRORY� *HQHWLFNê DOJRULWPXV �SR]UL DOJRULWPXV ���� MH WHUD]
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PRGLILNRYDQê WDN� åH SRSXOiFLD FKURPR]yPRY REVDKXMH V\QWDNWLFNp VWURP\ ] PQRåLQ\ , ,
NWRUp VD QiKRGQH JHQHURYDOL SUL LQLFLDOL]iFLL DOJRULWPX� .DåGê V\QWDNWLFNê VWURP � FKURPR]yP
odpovedá ERRORYVNHM IXQNFLL� SULþRP KRGQRWD ~þHORYHM IXQNFLH �funkcionálu) (5.21) priradená
WRPXWR V\QWDNWLFNpPX VWURPX VD SRþtWD SUH GDQ~ UHJUHVQ~ WDEX�NX �SR]UL WDE� �����

Obrázok 5.18. Znázornenie syntaktických stromov produkovaných genetickým programovaním pre
symbolickú regresiu parity binárnych vektorov dimenzie n =4. Všetky tieto stromy majú nulovú
KRGQRWX ~þHORYHM IXQNFLH ������� SHQDOL]DþQê þOHQ ] ~ORK\ ����� ]YêKRG�XMH WLH VWURP\� NWRUp PDM~

PHQãt SRþHW YUFKRORY� 3RVOHGQê VWURP MH WRWRåQê VR VWURPRP QD REU� ������� WDNåH P{åHPH

NRQãWDWRYD"� åH Y WRPWR ãSHFLiOQRP SUtSDGH V\PEROLFNHM regresie poskytuje genetické programovanie
optimálny výsledok.

Obrázok 5.19. Syntaktické stromy pre symetriu binárnych vektorov dimenzie n =4. Posledný strom je
WRWRåQê VR VWURPRP QD REU� ����� 9 WRPWR ãSHFLiOQRP SUtSDGH JHQHWLFNp SURJUDPRYDQLH RSl"
poskytuje správny výsledok.
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*HQHWLFNê DOJRULWPXV REVDKRYDO SRSXOiFLX ]ORåHQ~ ]R ��� FKURPR]yPRY �V\QWDNWLFNêFK
stromov zakódovaných pomocou 5HDGRYKR NyGX�� 3UDYGHSRGREQRV" RSHUiFLH NUtåHQLD
Pcross  ���� RSHUiFLD PXWiFLH VD DSOLNXMH QD NDåGê VWURP YVWXSXM~FL GR NUtåHQLD V

SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut ���� ÒþHORYi IXQNFLD PDOD PRGLILNRYDQê WYDU ] ~ORK\ ���� SULþRP

SHQDOL]DþQi NRQãWDQWD δ =0.01. Výsledky získané touto verziou genetického programovania
pre boolovské funkcie parity a symetrie sú uvedené na obr. 5.18 a 5.19.
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6.1 Úvodné poznámky

0HWyGD VLPXORYDQpKR åtKDQLD >���@ �Simulated Annealing - SA) patrí medzi tie stochastické
RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� NWRUp� DNR QD]QDþXMH Xå LFK Qi]RY� PDM~ ]iNODG YR I\]LNH �QD UR]GLHO

od iných VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY� NWRUp PDM~ VYRM ]iNODG YlþãLQRX Y

ELROyJLL�� $OJRULWPXV VLPXORYDQpKR åtKDQLD MH ]DORåHQê QD DQDOyJLL PHG]L åtKDQtP WXKêFK
WHOLHV D RSWLPDOL]DþQêP SUREOpPRP� 3RþLDWNRP ���W\FK URNRY Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi [3]
(Watson Research Center of the IBM, USA) a nezávisle ýHUQê >�@ �S{VRELDFL QD .DWHGUH
WHRUHWLFNHM I\]LN\ 0)) 8. Y %UDWLVODYH� GRVWDOL JHQLiOQ\ QiSDG� åH SUREOpP K�DGDQLD

JOREiOQHKR PLQLPD VD P{åH UHDOL]RYD" SRGREQêP VS{VRERP DNR åtKDQLH WXKpKR WHOHVD�

7HQWR QRYê SUtVWXS N K�DGDQLX JOREiOQHKR PLQLPD IXQNFLH ERO QD]YDQê VLPXORYDQp åtKDQLH.

Obrázok 6.1. =Qi]RUQHQLH I\]LNiOQHM UHDOL]iFLH åtKDQLD� 7HOHVR VD YORåt GR SHFH ��DYê EORN�� NWRUi MH

vyhriata na vysokú teplotu Tmax� 7HSORWD VD SURJUDPRYDFtP ]DULDGHQtP �SUDYê EORN� SRPDO\ ]QLåXMH QD

teplotu Tmin. Týmto spôsobom sa odstránia štruktúrne defekty vyskytujúce sa v telese.

ätKDQLH YR I\]LNH R]QDþXMH WDNê SURFHV� Y NWRURP MH WHOHVR XPLHVWQHQp GR SHFH Y\KULDWHM
QD Y\VRN~ WHSORWX D SRVWXSQêP SRPDOêP ]QLåRYDQtP WHSORW\ �SR]UL REU� ���� VD RGVWUD�XM~

YQ~WRUQp GHIHNW\ WHOHVD� 3UL Y\VRNHM WHSORWH V~ þDVWLFH WHOHVD �DWyP\ DOHER PROHNXO\�

QiKRGQH XVSRULDGDQp Y SULHVWRUH� WDNåH WHOHVR MH UR]WRSHQp� 3RWRP VD WHSORWD SRVWXSQH

]QLåXMH� YãHWN\ þDVWLFH WHOHVD PDM~ PRåQRV" GRVWD" VD GR URYQRYiåQHM SRORK\� þLåH HQHUJLD
WHOHVD VD ]QLåXMH� %XGHPH SUHGSRNODGD"� åH SURFHV RFKODG]RYDQLD MH GRVWDWRþQH SRPDOê�

SRWRP SUH NDåG~ WHSORWX T MH åtKDQp WHOHVR Y WHSHOQHM URYQRYiKH� NWRUi MH RStVDQi
EROW]PDQQRYVNêP UR]GHOHQtP SUDYGHSRGREQRVWL� åH SUL WHSORWH T je teleso v stave i s
energiou Ei

( ) ( )
1 i

T i

E
w E exp

Q T kT
 = −  

                                             (6.1a)

kde k je Boltzmannova konštanta a ( )Q T MH QRUPDOL]DþQê IDNWRU QD]êYDQê SDUWLþQi IXQNFLD

( ) i

i

E
Q T exp

kT
 = −  

∑                                                  (6.1b)
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NGH VþtWDQLH REVDKXMH YãHWN\ VWDY\ i telesa. Ak teplota T klesá, potom boltzmannovská
GLVWULE~FLD XSUHGQRVW�XMH VWDY\ V PHQãRX HQHUJLRX� 9 SUtSDGH� åH VD WHSORWD EOtåL N QXOH� VWDY

V PLQLPiOQRX HQHUJLRX Pi QHQXORY~ �MHGQRWNRY~� SUDYGHSRGREQRV"� äLD�� DNR MH GREUH

]QiPH� DN MH RFKODG]RYDQLH WHOHVD SUtOLã UêFKOH �WHOHVX QLH MH XPRåQHQp ]tVND" WHSHOQ~
URYQRYiKX SUH NDåG~ WHSORWX T �� GHIHNW\ Y WHOHVH P{åX �]DPU]Q~"� ]D Y]QLNX metastabilných
ãWUXNW~U� NWRUp V~ Y]GLDOHQp RG PULHåNRYHM ãWUXNW~U\ V QDMQLåãRX HQHUJLRX�

$NR VLPXORYD" I\]LNiOQX HYRO~FLX V\VWpPX �QDSU� PQRKRþDVWLFRYpKR NU\ãWiOX� VPHURP N
tepelnej rovnováhe pre danú teplotu T ? Metropolis a spol. [5] navrhli metódu Monte Carlo,
NWRUi VLPXOXMH HYRO~FLX V\VWpPX WDN� åH JHQHUXMH SRVWXSQRV" VWDYRY V\VWpPX QDVOHGXM~FLP

VS{VRERP� 1HFK MH GDQê DNWXiOQ\ VWDY V\VWpPX �XUþHQê SRORKRX þDVWtF WHOHVD�� SRWRP VD

PDOi QiKRGQi SRUXFKD JHQHUXMH WDN� åH þDVWLFH V~ �MHPQH� SRVXQXWp� 3R]QDPHQDMPH� åH

WiWR SRUXFKD PXVt E\" �V\PHWULFNi�� W�M� SUDYGHSRGREQRV" WRKR� åH PDORX SRUXFKRX VD VWDY $
]PHQt QD VWDY %� PXVt E\" URYQDNi DNR SUL ]PHQH PDORX SRUXFKRX VWDYX % QD VWDY $� $N MH

rozdiel ∆E=Eperturbed − Ecurrent medzi porušeným stavom a aktuálnym stavom negatívny
(Eperturbed < Ecurrent �� SRWRP SURFHV SRNUDþXMH V QRYêP SRUXãHQêP VWDYRP� 9 RSDþQRP

prípade, ak ∆E ≥�� SUDYGHSRGREQRV" Pr(perturbed ←current ) akceptovania porušeného
VWDYX XUþXMH exponenciála ( )exp E / kT−∆  (pozri obr. 6.2)

   ( ) ( )( )1Pr perturbed current min , exp E / kT← = −∆                              (6.2)

Obrázok 6.2. Priebeh Metropolisovho kritéria Pr =min(1,exp(-(f’-f )/T)) pre rôzne teploty T, kde f je fixná
IXQNþQi KRGQRWD �f=4) a f’ je nezávislá premenná z intervalu [0,10]. Pre klesajúce hodnoty teploty T a
pre f’>f SUDYGHSRGREQRV" Pr →0, ak  T →0.

Toto pravidlo akceptovania porušeného stavu sa nazýva Metropolisovo kritérium� 3RG�D

WRKWR NULWpULD DSOLNRYDQtP YH�NpKR SRþWX SRU~FK D LFK DNFHSWRYDQtP GR �DOãLHKR SURFHVX V

SUDYGHSRGREQRV"RX ����� GRVWDQHPH V\VWpP Y WHSHOQHM URYQRYiKH� SULþRP GLVWULE~FLD

SUDYGHSRGREQRVWL UR]ORåHQLD VWDYRY VD DV\PSWRWLFN\ EOtåL N boltzmannovskej distribúcii (6.1).
Tento tvar metódy Monte Carlo sa v štatistickej fyzike nazýva Metropolisov algoritmus [5]. K
tomu, aby sme formalizovali Metropolisov algoritmus (pozri algoritmus 6.1) zavedieme
QDVOHGXM~FL IRUPDOL]PXV �NWRUê MH YKRGQê SUH DSOLNiFLX VLPXORYDQpKR åtKDQLD QD

PLQLPDOL]iFLX IXQNFLt�� QHFK MH VWDY V\VWpPX XUþHQê stavovou premennou x (vo všeobecnosti
vektor obsahujúci mnoho nezávislých reálnych premenných) a energiou f (x). Proces
porušenia stavu x na iný stav x’ je formálne reprezentovaný stochastickým operátorom,
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x' =Opertur(x) . 6WRFKDVWLFNê FKDUDNWHU WRKWR RSHUiWRUD VSRþtYD Y QiKRGQHM ]PHQH VWDYX x na
stav x’.

$NR Xå EROR poznamenané, Metropolisov algoritmus [5] produkuje distribúciu
pravdepodobnosti stavov, ktorá sa DV\PSWRWLFN\ EOtåL N boltzmannovskej distribúcii (6.1)

                                      ( ) ( )
( )1

T

f x
w x exp

Q T T

 
= − 

 
                                               (6.3a)

                       ( ) ( )
x

f x
Q T exp

T

 
= − 

 
∑                                                   (6.3b)

NGH V~þHW REVDKXMH YãHWN\ VWDY\ x� 3UH MHGQRGXFKRV" VD Boltzmannova konštanta k teraz
vynechala (pozri rovnice (6.1a-b), formálne bola táto konštanta zahrnutá do teploty T.

procedure Metropolis_algorithm(input:xini,kmax,T;output:xout);
begin k:=0; x:=xini;
      while k<kmax do
      begin k:=k+1;
            x’:=Opertur(x);
            Pr:=min(1,exp(-(f(x’)-f(x))/T));
            if random<Pr then x:=x’;
      end;
      xout:=x;
end;

Algoritmus 6.1. Implementácia Metropolisovho algoritmu. Procedúra sa LQLFLDOL]XMH WDN� åH SRþLDWRþQê

VWDY VD SRORåt URYQê YVWXSQpPX VWDYX xini, opakuje sa kmax �NUiW �WRWR þtVOR PXVt E\" GRVWDWRþQH YH�Np�

aby sa dosiahla tepelná rovnováha). Symbol Opertur modifikuje aktuálny stav x na x’. Akceptovanie
nového stavu sa rieši pomocou Metropolisovho kritéria realizovaného pre teplotu T� 3R VNRQþHQt

Metropolisovho algoritmu je výstupným stavom  xout posledný stav x.

0HWURSROLVRY DOJRULWPXV VD P{åH SRXåL" QD SRþtWDþRY~ VLPXOiFLX åtKDQLD� 9 WRPWR

SUtVWXSH VD VLPXORYDQp åtKDQLH FKiSH DNR SRVWXSQRV" Metropolisových algoritmov
UHDOL]RYDQêFK SUH SRVWXSQRV" YKRGQH VD ]QLåXM~FLFK WHSO{W� SULþRP YêVWXSQê VWDY xout z
posledného 0HWURSROLVRYKR DOJRULWPX VO~åL DNR YVWXSQê VWDY xin pre nasledujúci Metropolisov
algoritmus. Táto procedúra sa LQLFLDOL]XMH WDN� åH WHSORWD T VD SRORåt URYQi PD[LPiOQHM

teplote Tmax a Metropolisov algoritmus sa aplikuje tak dlho (kmax -krát, kde kmax je parameter
0HWURSROLVRYKR DOJRULWPX�� Då VD GRVLDKQH WHSHOQi URYQRYiKD� 3RWRP VD WHSORWD ]QtåL �QDSU�

pravidlom T:=αT , kde 0 1<< α < ) a znovu sa aplikuje 0HWURSROLVRY DOJRULWPXV� SULþRP VD

SUHGSRNODGi� åH VD GRVLDKQH WHSHOQi URYQRYiKD� $OJRULWPXV VD XNRQþt YWHG\� NH� WHSORWD T
dosiahne minimálnu hodnotu Tmin � SUH NWRU~ Xå åLDGQ\ VWDY V Y\ããRX funkcionálnou hodnotou
QLH MH DNFHSWRYDQê �VNRUR QXORYi SUDYGHSRGREQRV" DNFHSWRYDQLD�� �=DPU]QXWê� VWDY xout sa
potom chápe ako výsledné riešenie (pozri algoritmus 6.2).

Jeden zo základných SUREOpPRY VLPXORYDQpKR åtKDQLD MH ãSHFLILNiFLD WHSO{W Tmax , Tmin  a
SUDYLGOD SUH ]QLåRYDQLH WHSORW\ T� 9 OLWHUDW~UH EROL QDYUKQXWp U{]QH VFKpP\� DNR XUþL" WLHWR

SDUDPHWUH VLPXORYDQpKR åtKDQLD >�����@� 3UHWRåH QiSO�RX WHMWR NDSLWRO\ QLH MH SRGUREQH

ãWXGRYD" WHyULX VLPXORYDQpKR åtKDQLD� EXGHPH SRXåtYD" QDMMHGQRGXFKãt SUtVWXS SUH

ochladzovanie (multiplikatívny prístup pomocou parametra α� D SRþLDWRþQi WHSORWD MH ]YROHQi
WDN� DE\ SULEOLåQH ��� SRUXãHQêFK VWDYRY EROR DNFHSWRYDQêFK Metropolisovým algoritmom.
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procedure Simulated_annealing(input:Tmin,Tmax,kmax,α;output:xopt);
begin xini:=náhodne vygenerovaný stavový vektor;
      T:=Tmax;
      while T>Tmin do
      begin Metropolis_algorithm(xini,xout,kmax,T);
            xini:=xout;

            T:=α*T;
      end;
      xopt:=xout;
end;

Algoritmus 6.2. ,PSOHPHQWiFLD VLPXORYDQpKR åtKDQLD� YVWXSQp SDUDPHWUH V~ Tmin, Tmax, kmax, α,
výstupný parameter je xopt. Algoritmus sa LQLFLDOL]XMH QiKRGQêP Y\JHQHURYDQtP SRþLDWRþQpKR VWDYX xini

a maximálnou teplotou  Tmax . Cyklus while VD RSDNXMH WDN GOKR� SRNLD� SODWt T > Tmin, teplota T sa
]QLåXMH SRPRFRX SDUDPHWUD α SRG�D Y]"DKX T:=α∗ T� 3R XNRQþHQt F\NOX while sa výsledný stav xout

SRYDåXMH ]D YêVOHGQp ULHãHQLH R]QDþHQp xopt.

Úloha 6.1. ,PSOHPHQWXMWH DOJRULWPXV VLPXORYDQpKR åtKDQLD �SR]UL DOJRULWPXV ����� $OJRULWPXV
špecifikujte pre funkciu n premenných, ktoré sú reprezentované binárne. Operátor mutácie
Omut MH SRWRP WRWRåQê V URYQDNR SRPHQRYDQêP RSHUiWRURP ] JHQHWLFNpKR DOJRULWPX �SR]UL
(3.2) a algoritmus 3.2).

+ODYQê FLH� VLPXORYDQpKR åtKDQLD MH QiMV" JOREiOQH ULHãHQLH RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX

                                          ( )opt arg min
D

f
∈

=
x

x x                                                      (6.4)

kde  f (x� MH UHiOQD IXQNFLD GHILQRYDQi QDG REODV"RX D �NWRUi MH REY\NOH NRQHþQi D GLVNUpWQD�
a xopt je hodnota vektora nezávislých premenných, ktorá odpovedá globálnemu minimu
funkcie f (x) nad doménou D. Premenná x sa teraz chápe ako stavový vektor hypotetického
fyzikálneho systému a hodnota funkcie f (x) vyjadruje jeho "energiu". Potom sa vyššie
XYHGHQê RSWLPDOL]DþQê SUREOpP ����� P{åH ~VSHãQH ãWXGRYD" PHWyGRX VLPXORYDQpKR

åtKDQLD� 3DUDPHWHU �WHSORWD� EXGH Y WRPWR SUtVWXSH KUD" ~ORKX ULDGLDFHKR SDUDPHWUD PHWyG\�

�������������������������������

9 SUHGFKiG]DM~FHM þDVWL WHMWR NDSLWRO\ EROD QD]QDþHQi EOt]ND DQDOyJLD PHG]L åtKDQtP WXKpKR
WHOHVD �YR YãHREHFQRVWL I\]LNiOQHKR V\VWpPX REVDKXM~FHKR PQRKR þDVWtF� NWRUp PHG]L
sebou LQWHUDJXM~� D ULHãHQtP RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX ������ )\]LNiOQ\ SURFHV åtKDQLD VD
P{åH ~VSHãQH PRGHORYD" QD SRþtWDþL SRPRFRX Metropolisovho algoritmu. Tento algoritmus
MH ]DORåHQê QD ãWDWLVWLFNHM I\]LNH� NWRUi VD P{åH FKiSD" DNR FHQWUiOQD GLVFLSOtQD SUH I\]LNX

WXKHM Ii]\� 8NiåHPH� åH H[LVWXMH YH�PL WHVQê Y]"DK PHG]L RSWLPDOL]DþQêP SUREOpPRP ����� D

ãWDWLVWLFNRX I\]LNRX� 7iWR DSOLNiFLD VLPXORYDQpKR åtKDQLD QLH MH ]DXMtPDYi OHQ DNR XUþLWi
analógia, ale aj ako vhodný rámec pre štúdium NRQYHUJHQþQêFK YODVWQRVWt VLPXORYDQpKR
åtKDQLD�

=iNODGQê SUHGSRNODG ãWDWLVWLFNHM I\]LN\ >�@ MH� åH I\]LND PQRKRþDVWLFRYêFK V\VWpPRY MH

NRPSDWLELOQi VR ãWDWLVWLFNêPL V~ERUPL D åH þDVRYp VWUHGQp KRGQRW\ PHFKDQLFNêFK YHOLþtQ
systému v rámci mikroskopickej rovnováhy sú rovné odpovedajúcim stredným hodnotám
QDG V~ERUPL� 9 ãWDWLVWLFNHM I\]LNH VD GHILQRYDOL YKRGQp YHOLþLQ\ SRSLVXM~FH I\]LNiOQH YODVWQRVWL

V\VWpPX� D WLHå VD XNi]DOR� DNR SRþtWD" WLHWR YHOLþLQ\ SRPRFRX URYQRYiåQHKR UR]GHOHQLD
VWDYRY V\VWpPX� 8ND]XMH VD� åH Y WHSHOQHM URYQRYiKH MH UR]GHOHQLH SUDYGHSRGREQRVWL XUþHQp

EROW]PDQQRYVNêP UR]GHOHQtP ����D�E�� 9]"DK PHG]L ãWDWLVWLFNRX I\]LNRX D RSWLPDOL]DþQêP
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SUREOpPRP ����� VD P{åH WHUD] ãWXGRYD" YR YH�PL ãSHFLILFNHM URYLQH� 3UHGSRNODGDMPH� åH

máme hypotetický fyzikálny systém v tepelnej rovnováhe, ktorého vnútorné stavy x
(premenné z oblasti D� PDM~ GLVWULE~FLX SRG�D Y]"DKX ����D�E� �IRUPiOQH HNYLYDOHQWQê V

����D�E��� SRWRP SUH WHQWR RSWLPDOL]DþQê SUREOpP P{åHPH GHILQRYD" U{]QH I\]LNiOQH YHOLþLQ\

podobným spôsobom ako v štatistickej fyzike.
8YDåXMHP IXQNFLX f GHILQRYDQ~ QDG GLVNUpWQRX D NRQHþQRX REODV"RX D

                                                 f : D A R+→ ⊂                                                              (6.5)

kde A MH REODV" �GLVNUpWQD D NRQHþQi SRGPQRåLQD R+ REVDKXM~FD QH]iSRUQp UHiOQH þtVOD�

IXQNþQêFK KRGQ{W f. Rozdelenie pravdepodobnosti stavu x (t.j. premennej x z D), ktoré je
výsledkom Metropolisovho algoritmu realizovaného pre teplotu T� MH XUþHQp Y]"DKPL ����D�

E�� 3UH QDãH �DOãLH ~YDK\ EXGH YKRGQp SR]QD" KXVWRWX IXQNþQêFK KRGQ{W y =f (x), ktorá je
XUþHQi WDNWR

                                       ( ) ( )
( )T

D y y
w y exp

Q T T
 = −  

                                                 (6.6a)

                                     ( ) ( )
y A

y
Q T D y exp

T∈

 = −  
∑                                               (6.6b)

kde ( )D y D⊂ MH PQRåLQD REVDKXM~FD YãHWN\ x D∈ , pre ktoré platí y =f (x)

                                       ( ) ( ){ }D y x D; y f x= ∈ =                                                 (6.6c)

a |D(y)| je jej NDUGLQDOLWD� -H MDVQp� åH YHOLþLQD Q(T � XUþHQi ����E� MH LGHQWLFNi V MHM analógom
����E�� 1DVOHGXM~FH �PDNURVNRSLFNp � YHOLþLQ\ V~ GHILQRYDQp WDNWR

(1) Stredná hodnota funkcie f(x)
                                             ( )TT

y A

f yw y
∈

= ∑                                                      (6.7)

(2) Stredná hodnota funkcie f 2(x)
                                          ( )2 2

TT
y A

f y w y
∈

= ∑                                                    (6.8)

(3) Disperzia funkcie f(x)

                 ( ) ( )( )2 22 2
T T TT

y A

T w y f y f f
∈

σ = − = −∑                             (6.9)

(3) Entropia

                                      ( ) ( ) ( )
( )

T
T

y A

w y
S T w y ln

D y∈

 
= −    
∑                                        (6.10)

(4) Špecifické teplo

                               ( ) ( ) ( )2

2T

T S T
C T f T

T TT

σ ∂∂= = =
∂ ∂

                                    (6.11)

7HQWR SRVOHGQê Y]"DK VD P{åH MHGQRGXFKR RGYRGL" GHULYRYDQtP EX� ����� DOHER ������
SRG�D WHSORW\ T.

+XVWRWD IXQNþQêFK KRGQ{W ����D�E� Y\KRYXMH WêPWR asymptotickým podmienkam

                           ( ) ( ) ( )1
T

T
lim w y w y D y

D∞→∞
= =                                             (6.12a)
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                    ( ) ( ) ( )00

1 (pre )

0 (pre )
opt

T opt
T

opt

y y
lim w y w y y,y

y y→

=
= = δ =  ≠

                       (6.12b)

kde yopt=f (xopt) je optimálna hodnota funkcie f (x� RGSRYHGDM~FD ERGX XUþHQpPX Y]"DKRP
(6.4) ako globálne minimum. Druhý DV\PSWRWLFNê Y]"DK �����E� MH YH�PL G{OHåLWê SUH PHWyGX

VLPXORYDQpKR åtKDQLD� DN VD SRG�D WRKWR Y]"DKX WHSORWD T EOtåL N QXOH �FH] URYQRYiåQH
stavy), potom SUDYGHSRGREQRV" YêVN\WX VWDYX RGSRYHGDM~FHPX JOREiOQHPX PLQLPX MH

jednotková.
Parciálna derivácia 

T
f SRG�D WHSORW\ T   MH XUþHQi Y]"DKRP ������� SRWRP

                                    
( )2

2 0T
f T

T T

∂ σ
= >

∂
                                               (6.13)

7R ]QDPHQi� åH VWUHGQi KRGQRWD
T

f  klesá, ak aj teplota T klesá, pomocou (6.12a-b)

dostaneme

                             ( )1
TT

y A

lim f f D y y
D∞→∞ ∈

= = ∑                                         (6.14a)

                           
00 optTT

lim f f y
→

= =                                                     (6.14b)

Stredná hodnota 2

T
f  vyhovuje podobným asymptotickým podmienkam

                          ( )2 2 21
TT

y A

lim f f D y y
D∞→∞ ∈

= = ∑                                       (6.15a)

                          2 2 2

00 optTT
lim f f y
→

= =                                                    (6.15b)

Pre disperziu (6.9) dostaneme

                    ( ) ( ) 22 2 2

T
lim T f f

∞∞→∞
σ = σ ∞ = −                                                (6.16a)

                    ( ) ( ) ( )222 2 2 2

000
0 0opt opt

T
lim T f f y y
→

σ = σ = − = − =                     (6.16b)

Entropia (6.10) vyhovuje dvom dobre známym asymptotickým podmienkam

                     ( ) ( )
T
lim S T S ln D
→∞

= ∞ =                                                  (6.17a)

                    
( ) ( ) ( )

( )( )
0

0

1 0 pre 1

opt
T

opt

lim S T S ln D y

ln D y

→
= =

= = =
                               (6.17b)

'{ND] WêFKWR SRGPLHQRN VD MHGQRGXFKR XVNXWRþQt VXEVWLW~FLRX ����� GR ������ D SRWRP

DV\PSWRWLFNRX ]PHQRX WHSORW\ EX� T→∞ ,  alebo  T→0 � 'UXKi YODVWQRV" �����E� MH YR I\]LNH
]QiPD DNR WUHWt ]iNRQ WHUPRG\QDPLFNê� 9 SUtSDGH VLPXORYDQpKR åtKDQLD VD HQWURSLD P{åH

LQWHUSUHWRYD" DNR NYDQWLWDWtYQD PLHUD VWXS�D optimality.
V dôsledku platnosti (6.11) sa parciálna derivácia HQWURSLH SRG�D WHSORW\ T XUþt WDNWR

                                     
( ) ( )2

3 0
S T T

T T

∂ σ
= >

∂
                                                   (6.18)

Potom s klesajúcou teplotou T �FH] URYQRYiåQH VWDY\� PXVt NOHVD" DM entropia S, S(T )→0
pre T→0 (pozri rov. (6.17b)). V okolí bodu T=0 sa entropia S(T � P{åH DSUR[LPRYD"

mocninným rozvojom teploty T
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                                   ( ) 2
0 1 2S T A A T A T ...= + + +                                         (6.19)

kde A0=ln(|D(yopt)|), a A1>0. Potom sa tepelná kapacita C(T ) v okolí bodu T=0 (pozri rov.
(6.11)) aproximuje takto

                           ( ) ( ) ( )1 22
S T

C T T T A A T ...
T

∂
= = + +

∂
                                 (6.20)

9 G{VOHGNX SODWQRVWL WRKWR Y]"DKX D DV\PSWRWLFNHM YODVWQRVWL �����D� GLVSHU]LH VS��D WHSHOQi

kapacita C(T ) tieto dve asymptotické podmienky

                                  ( ) ( )
0

0
T T
lim C T lim C T
→∞ →

= =                                               (6.21)

7R ]QDPHQi� åH C(T � PXVt PD" SUH ��T<∞ DVSR� MHGQR PD[LPXP D DN VD WHSORWD

DV\PSWRWLFN\ EOtåL N QXOH DOHER N QHNRQHþQX� WHSHOQi NDSDFLWD C(T � VD EOtåL N QXOH�

�����	���	

�
 !	"��

Nech je zobrazenie { }0 1
N

f : D , A R+= → ⊂ V GHILQLþQêP RERURP REVDKXM~FLP ELQiUQH

YHNWRU\ G�åN\ N  definované takto

               ( ) ( )1 2

1 (pre )

(pre )
N

p
f f x ,x ,...,x

N p

 + ≤= = 
− >

x x
x

x x
                          (6.22)

kde |x|=Σxi je norma L1 vektora  x∈ {0,1}N, 0≤|x |≤N. Parameter p MH RKUDQLþHQê SRGPLHQNRX

0≤p≤N. Pre p<N má táto funkcia dve minimá, prvé minimum je f (x)=1 pre |x|=0, druhé
(globálne) minimum je f (x)=0 pre |x|=N. Pre p=N má funkcia len jedno (t.j. globálne)
minimum f(x)=1 pre |x _ �� 0QRåLQD A IXQNþQêFK KRGQ{W REVDKXMH QH]iSRUQp FHOp þtVOD�
SULþRP A={0,1,2,...,fmax}, kde fmax=max(p+1,N-p-1). Priebeh tejto funkcie je pre N=10 a pre
p=4 a p=7 znázornený na obrázku 6.3. Parameter p XUþXMH VWXSH� deceptívnosti (falošnosti)
tejto funkcie. Ak je p o trochu menšie ako N, potom funkcia obsahuje dlhé "úpätie"
]DþtQDM~FH Y _x _ � D NRQþLDFH Y _x|=p, za týmto úpätím (pre p+1≤|x |≤N) funkcia rýchle klesá
N QXOH �SR]UL REU� ���� GLDJUDP %�� 7iWR YODVWQRV" IXQNFLH f (x) sa nazýva GHFHSWtYQRV",
SUHGVWDYXMH "DåN~ ~ORKX SUH HYROXþQp PHWyG\� DN PDM~ K�DGD" JOREiOQH PLQLPXP�

Operátor Operturb z Metropolisovho algoritmu transformujúci binárny vektor x∈ {0,1}N na iný
binárny vektor x’∈ {0,1}N sa v tomto prípade realizuje pomocou operátora mutácie ( )mutP

mutO
(terminológia je prevzatá z genetického algoritmu)

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
mut mutP P

N mut mut Nx ,x ,...,x O O x ,x ,...,x′ ′ ′ ′= = =x x                        (6.23)

NGH V~ MHGQRWOLYp ]ORåN\ x’ XUþHQp WDNWR

                  
( )
( )

1 ak

ostatné prípady
i mut

i
i

x random P
i : x

x

 − <′∀ = 


        (6.24)

kde Pmut MH SUDYGHSRGREQRV" �PXWiFLH� SUHPHQQHM xi (pre ∀ i  ) na jej komplement (ak
random<Pmut) alebo zostane nezmenená (ostatné prípady) a random MH QiKRGQp þtVOR ]
LQWHUYDOX >���� V URYQRPHUQêP UR]GHOHQtP SUDYGHSRGREQRVWL� 3UDYGHSRGREQRV"  Pmut  je
YH�PL PDOi ���Pmut����� Y RSDþQRP SUtSDGH E\ PXWDþQê RSHUiWRU SURGXNRYDO VWDY\� NWRUp V~

YH�PL Y]GLDOHQp RG S{YRGQpKR VWDYX x.
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Obrázok 6.3. Priebeh funkcie (6.22) pre N=10 a p   =4, 7. Pre p  =7 funkcia obsahuje "dlhé" úpätie, za
NWRUêP MH REODV" SUXGNpKR VSiGX GR JOREiOQHKR PLQLPD�

$E\ VPH PRKOL Y\SRþtWD" PDNURVNRSLFNp YHOLþLQ\ GHILQRYDQp Y SUHGFKiG]DM~FHM NDSLWROH

���� PXVtPH SR]QD" NDUGLQDOLW\ PQRåtQ D(y) pre funkciu (6.6). Tak napr. pre N=10 a pre p  =4
a p  =7 sú tieto NDUGLQDOLW\ XUþHQp WDNWR

p  =4 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,   |D(3)|=165, |D(4)|=330, |D(5)|=462
p  =7 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,   |D(3)|=45,   |D(4)|=120, |D(5)|=210,
          |D(6)|=252, |D(7)|=210, |D(8)|=120

3ULHEHK\ PDNURVNRSLFNêFK YHOLþtQ SUH IXQNFLX f(x) špecifikovanú konštantami N=10 a
p=1,4,7,9 sú znázornené na obr. 6.4, diagramy A - E. Ako z tohto obrázka vyplýva, sú
splnené všetky DV\PSWRWLFNp YODVWQRVWL� NWRUp EROL SUHGSRYHGDQp Y SUHGFKiG]DM~FHM þDVWL

WHMWR NDSLWRO\ SUH PDNURVNRSLFNp YHOLþLQ\� 3UHGRYãHWNêP VWUHGQi KRGQRWD 〈 f 〉T → 0 pre T→ 0.
7R ]QDPHQi� åH SUH PDOp WHSORW\ MH V MHGQRWNRYRX SUDYGHSRGREQRV"RX YêVN\WX GRPLQDQWQê

VWDY V QXORYRX IXQNþQRX KRGQRWRX�

3UH VLPXORYDQp åtKDQLH UHDOL]RYDQp QD SRþtWDþL VD YêSRþHW PDNURVNRSLFNêFK YHOLþtQ
P{åH XVNXWRþQL" SRPRFRX SULEOLåQêFK KXVW{W IXQNþQêFK KRGQ{W� NWRUp V~ aproximované
YêVN\WRP IXQNþQêFK KRGQ{W DNFHSWRYDQêFK Metropolisovým algoritmom pre konštantnú
teplotu T. Nech χT(y� MH SRþHW YêVN\WRY VWDYX x , NWRUê RGSRYHGi IXQNþQHM KRGQRWH y a ktoré
sa vyskytujú v Metropolisovom algoritme pre danú teplotu T� 3RWRP P{åH E\" KXVWRWD wT (y)
SULEOLåQH XUþHQi WDNWR

                                     ( ) ( )
( )

T
T

T
y A

y
w y

y
′∈

χ
≈

′χ∑
                                                   (6.25)

3UH GRVWDWRþQH YH�Np kmax E\ WiWR DSUR[LPiFLD PDOD SRVN\WRYD" YêVOHGN\� NWRUp V~ YH�PL

blízke k presným hodnotám wT (y). Priebehy makroskopických vlastností (6.7-11) s hustotami
DSUR[LPRYDQêPL Y]"DKRP ������ V~ ]Qi]RUQHQp QD REU� ���� GLDJUDP\ $ � (� 3DUDPHWUH

VLPXORYDQpKR åtKDQLD SRXåLWp YR YêSRþWRFK PDOL WLHWR KRGQRW\

         kmax =104, Pmut =0.1, Tmax =3, Tmin =3/50, a α=0.95                       (6.26)

9LGtPH� åH VLPXORYDQp åtKDQLH SUH p =1,4 a 7 poskytuje správne výsledky pre strednú
hodnotu 〈 f  〉T (t.j. 〈 f  〉T → 0 pre T→ 0), ale pre p =9 (funkcia f (x� Pi QDMYlþãt VWXSH�
GHFHSWtYQRVWL� PHWyGD VLPXORYDQpKR åtKDQLD QLH MH VFKRSQi SRVN\WQ~" NRUHNWQê YêVOHGRN

(dostali sme 〈 f  〉T → 1 pre T→ ��� 7R ]QDPHQi� åH SUH p  � MH VLPXORYDQp åtKDQLH VFKRSQp

QiMV" OHQ suboptimálne riešenie x =(0,0,....,0), |x|=0, pre ktoré platí f (x)=1. Existuje interval
kritických teplôt [0.7,0.9], nad ktorým metóda poskytuje hustoty stavu y=0 , ktoré sú blízke
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teoretickým hodnotám, avšak vo vnútri intervalu bol výskyt stavov s y =0 skoro nulový. To
]QDPHQi� åH SUH QLåãLH WHSORW\ QLH MH 0HWURSROLVRY DOJRULWPXV VFKRSQê Y\WYiUD" VWDY\ V y =0
(v dôsledku širokej bariéry funkcionálnych hodnôt, pozri obr. 6.3, diagram B). Túto
VNXWRþQRV" LQGLNXM~ QDSU� Y\VRNp PD[LPi SUH GLVSHU]LX D ãSHFLILFNp WHSOR� NWRUp VD P{åX
I\]LNiOQH LQWHUSUHWRYD" DNR �Ii]RYp SUHFKRG\� PHG]L NRQILJXUiFLDPL� NWRUp V~ RGGHOHQp

Y\VRNêPL EDULpUDPL IXQNþQêFK KRGQ{W� 7R ]QDPHQi� åH WLHWR GYH PDNURVNRSLFNp YHOLþLQ\ VD

P{åX SRXåL" DNR YKRGQê LQGLNiWRU WêFK WHSHOQêFK LQWHUYDORY� NGH ]QLåRYDQLH WHSORW\ T musí
E\" YH�PL SRPDOp� DE\ VD ~VSHãQH SUHNRQDO Y\ããLH VSRPtQDQê �Ii]RYê SUHFKRG��

Obrázok 6.4. 3ULHEHK\ PDNURVNRSLFNêFK YHOLþtQ Y\SRþtWDQêFK WHRUHWLFN\ SRPRFRX Y]RUFRY �������� SUH
parametre p  =1,4,7, 9 (diagramy A - E).
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Obrázok 6.5. 3ULHEHK PDNURVNRSLFNêFK YHOLþtQ Y\SRþtWDQêFK PHWyGRX VLPXORYDQpKR åtKDQLD� NWRUi MH

ãSHFLILNRYDQi SDUDPHWUDPL ������� 3UH SUtSDG V QDMYlþãRX GHFHSWtYQRV"RX �p =9), odpovedá finálny
stav xopt MHGQRWNRYHM IXQNþQHM KRGQRWH �ORNiOQH PLQLPXP�� W�M� PHWyGD QHEROD VFKRSQi SRVN\WQ~"
globálne minimum.

8YHGLHPH QLHNR�NR Y\VYHW�XM~FLFK SR]QiPRN N VLPXORYDQpPX åtKDQLX DSOLNRYDQpPu na
deceptívnu funkciu f (x) s hodnotou parametra p  �� 8Ni]DOL VPH� åH VLPXORYDQp åtKDQLH V

SDUDPHWUDPL ������ QLH MH VFKRSQp QiMV" VSUiYQH ULHãHQLH� 9R YãHREHFQRVWL VD WiWR

QHVFKRSQRV" P{åH MHGQRGXFKR SUHNRQD" WDN� åH SUDYGHSRGREQRV" Pmut sa podstatne zvýši,
napr. Pmut ���� $YãDN SRWRP VD VLPXORYDQp åtKDQLH QHP{åH FKiSD" DNR HYROXþQi

RSWLPDOL]DþQi PHWyGD� SUHK�DGiYDQLH SULHVWRUX ULHãHQt MH YLDF QiKRGQp DNR V\VWHPDWLFNp�

6LPXORYDQp åtKDQLH MH SUH Y\VRNp KRGQRW\ SUDYGHSRGREQRVWL Pmut redukované na "slepé"
K�DGDQLH� 3UH PDOp GLPHQ]LH P{åH E\" WHQWR SUtVWXS ~VSHãQê� SUH YH�Np GLPHQ]LH MH WHQWR
SUtVWXS ~SOQH EH]QiGHMQê� 9 QDVOHGXM~FHM þDVWL WHMWR NDSLWRO\ XYHGLHPH WDNp GYH PRGLILNiFLH
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ãWDQGDUGQHM YHU]LH VLPXORYDQpKR åtKDQLD� NWRUp EXG~ VFKRSQp SRVN\WQ~" VSUiYQH ULHãHQLH DM

pre vysoko GHFHSWtYQH IXQNFLH D V~þDVQH EXGH ]DFKRYDQê HYROXþQê FKDUDNWHU PHWyG\�

���������	
��
������
������elitizmom

9 RULJLQiOQHM YHU]LL VLPXORYDQpKR åtKDQLD VO~åL YêVOHGQê VWDY ] DSOLNiFLH Metropolisovho
algoritmu (realizovaného pri teplote T � DNR SRþLDWRþQê VWDY QDVOHGXM~FHKR Metropolisovho
DOJRULWPX �UHDOL]RYDQpKR SUL ]QtåHQHM WHSORWH αT ). Tento základný predpoklad simulovaného
åtKDQLD EXGH WHUD] PRGLILNRYDQê WDN� åH Metropolisov algoritmus sa inicializuje najlepším
riešením, ktoré sa získalo v priebehu predchádzajúcej histórie metódy (t.j. pre epochy
VLPXORYDQpKR åtKDQLD V Y\ããtPL WHSORWDPL DNR V~þDVQi WHSORWD�� WDN~WR MHGQRGXFK~

PRGLILNiFLX VLPXORYDQpKR åtKDQLD EXGHPH QD]êYD" VLPXORYDQp åtKDQLH V elitizmom [8].
Modifikácia procedúr Metropolis_algorithm a Simulated_annealing, ktoré boli
XYHGHQp Y SUHGFKiG]DM~FHM þDVWL WHMWR NDSLWRO\� VD UHDOL]XMH DOJRULWPDPL ��� D ����

procedure Elitism_Metropolis_algorithm(input :xin,kmax,T;
                                       output:xopt);
begin k:=0; x:=xin; xopt:=xin;
      while k<kmax do
      begin k:=k+1;
            x’:=Opertur(x);
            Pr:=min(1,exp(-(f(x’)-f(x))/T));
            if random<Pr then
            begin x:=x’;
                  if f(x’)<f(xopt) then xopt:=x’;
            end;
      end;
end;

Algoritmus 6.3. Implementácia Metropolisovho algoritmu so zahrnutým elitizmom. Vstupné parametre
sú xin, kmax, T. Algoritmus sa inicializuje vstupným vektorom xin� QDMOHSãLH ULHãHQLH MH XORåHQp GR xopt,
YêVOHGQi KRGQRWD WRKWR YHNWRUD VO~åL DNR YêVWXSQê SDUDPHWHU SURFHG~U\�

procedure Elitism_Simulated_annealing(input :Tmin,Tmax,kmax,α;
                                      output:xopt);
begin xopt:=náhodne vygerovaný stavový vektor;
      T:=Tmax;
      while T>Tmin do
      begin Elitism_Metropolis_algorithm(xopt,kmax;T);
            T:= α*T;
      end;
end;

Algoritmus 6.4. ,PSOHPHQWiFLD VLPXORYDQpKR åtKDQLD V elitizmom. Vstupné parametre do procedúry
sú Tmin, Tmax, kmax, α  a výstupný parameter je  xopt. Náhodne inicializovaný stav xopt zaznamenáva
najlepšie riešenie vyskytujúce sa v celej histórii algoritmu.

9R YãHREHFQRVWL QHVS��D VLPXORYDQp åtKDQLH V HOLWL]PRP G{OHåLW~ SRGPLHQNX PHWyG\� åH

konštanta kmax MH GRVWDWRþQH YH�Ni D åH SUH GLVNUpWQH NURN\ WHSORW\ MH Metropolisov
DOJRULWPXV Y WHSHOQHM URYQRYiKH �W�M� VWDY\ PDM~ GLVWULE~FLX SRG�D %ROW]PDQQD ������� 3UHWRåH

Y NDåGRP NURNX ]QtåHQLD WHSORW\ VD Metropolisov algoritmus inicializuje najlepším riešením,
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NWRUp EROR ]D]QDPHQDQp Y FHOHM SUHGFKiG]DM~FHM KLVWyULL DOJRULWPX� P{åH QDVWD" WDNi

VLWXiFLD �SUHGRYãHWNêP SUH QLåãLH WHSORW\�� åH YêVOHGQp ULHãHQLH SURGXNRYDQp SRVOHGQêP

behom Metropolisovho algoritmu odpovedá lokálnemu minimu, ktoré je podstatne odlišné od
globálneho minima.

Obrázok 6.6. Priebeh strednej hodnoty 〈  f 〉 D ãSHFLILFNpKR WHSOD� NWRUp VD VSRþtWDOL SRPRFRX

VLPXORYDQpKR åtKDQLD V elitizmom. Pre všetky hodnoty parametra p odpovedá výsledný stav xopt

JOREiOQHPX PLQLPX V QXORYRX IXQNþQRX KRGQRWRX �SULSRPH�PH� åH ãWDQGDUGQi YHU]LD VLPXORYDQpKR

åtKDQLD SRVN\WXMH SUH p  � OHQ ORNiOQH PLQLPXP V MHGQRWNRYRX IXQNþQRX KRGQRWRX��

1XPHULFNp YêVOHGN\ ]tVNDQp VLPXORYDQêP åtKDQtP V elitizmom pre funkciu (6.22)
špecifikovanú hodnotami N=10 a p =1,4,7, 9 pre strednú hodnotu 〈  f 〉  a špecifickú teplotu, sú
znázornené na obr. 6.6, diagramy A D %� 9LGtPH� åH SUH p =9 (najdeceptívnejší tvar funkcie)
V~ ]PHQ\ QD SULHEHKX YH�PL GUDPDWLFNp� 3UH VWUHGQp WHSORW\ QHERO Metropolisov algoritmus
VFKRSQê XGUåD" QHQXORY~ GLVWULE~FLX VWDYX V QXORYRX IXQNþQRX KRGQRWRX� 3UHWRåH QDMOHSãLH

ULHãHQLH V QXORYRX IXQNþQRX KRGQRWRX VD ]D]QDPHQDOR Xå Y SUYêFK HWDSiFK VLPXORYDQpKR

åtKDQLD� Metropolisov algoritmus produkuje pre malé teploty (T<0.6) akceptované stavy s
QXORYRX IXQNþQRX KRGQRWRX� NWRUp RGSRYHGDM~ JOREiOQHPX PLQLPX�

6ODEãLD YHU]LD VLPXORYDQpKR åtKDQLD V HOLWL]PRP MH ]DORåHQi QD SRåLDGDYNH� DE\ VD

Metropolisov algoritmus inicializoval najlepším riešením získaným len v predchádzajúcom
NURNX� D QLH Y FHOHM SUHGFKiG]DM~FHM KLVWyULL DOJRULWPX� äLD�� WHQWR SUtVWXS N najdeceptívnejšej
forme optimalizovanej funkcie pre p  � QHERO ~VSHãQê SUL SUHNRQiYDQt YH�NHM EDULpU\ VR

VSiGRP GR ORNiOQHKR PLQLPD �V MHGQRWNRYRX IXQNþQRX KRGQRWRX��

�������
�

�
������	
��
������
���

7iWR YHU]LD VLPXORYDQpKR åtKDQLD VD V ~VSHFKRP SRXåLOD QD ULHãHQLH NRPSOLNRYDQêFK
kombinatorických grafovo-teoretických problémov [9,10], kde štandardná verzia
VLPXORYDQpKR åtKDQLD QLH MH VFKRSQi SRVN\WQ~" VSUiYQH JOREiOQH ULHãHQLH� =iNODGQi LGHD

SDUDOHOQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD VSRþtYD Y V~þDVQRP DSOLNRYDQt VLPXORYDQpKR åtKDQLD QD

PQRåLQX P stavov  x,x’,x’’���� NWRUp V~ �V\QFKURQL]RYDQp� WDN� åH Metropolisove algoritmy
EHåLDFH QDG QLPL PDM~ URYQDN~ WHSORWX� $E\ VWDY\ PHG]L VHERX interagovali, zaviedla sa
operácia NUtåHQLD medzi stavmi podobným spôsobom ako v genetických algoritmoch. Nech
x,x’∈ P V~ GYD QiKRGQp Y\EUDQp VWDY\� RSHUiFLD NUtåHQLD Y\WYRUt ] WêFKWR GYRFK

�URGLþRYVNêFK� VWDYRY GYD QRYp VWDY\ � SRWRPNRY

                                       (z,z’ )=Ocross(x,x’ )                                             (6.27)
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Formálne, nech x =(x1,x2,...,xN ) and ( )1 2 Nx x ,x ,...,x′ ′ ′ ′= V~ GYD URGLþRYVNp VWDY\ Y\MDGUHQp

DNR UH"D]FH ]QDNRY G�åN\ N, potom potomkovia sú definovaní takto

                       ( )1 1r r Nz x ,...,x ,x ,...,x+′ ′=                                       (6.28a)

                          ( )1 1r r Nz x ,...,x ,x ,...,x+′ ′ ′=                                       (6.28b)

kde r MH QiKRGQH Y\EUDQê ERG NUtåHQLD� ��r<N.

Obrázok 6.7. 6FKHPDWLFNp ]Qi]RUQHQLH SDUDOHOQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD� 1D MHGQRWOLYp VWDY\
�]Qi]RUQHQp þLHUQ\PL EORNPL� VD DSOLNRYDOL QH]iYLVOp Metropolisove algoritmy s rovnakou teplotou T.
âtSN\ ]Qi]RU�XM~� åH VWDY\ PHG]L VHERX interagujú s malou SUDYGHSRGEQRV"RX Pcross.

procedure Parallel_Metropolis_algorithm(input: Pini,kmax,T;
                                        output: Pout);
begin k:=0; P:=Pini;
      while k>kmax do
      begin k:=k+1;
            if random<Pcross then
            begin vyber náhodne x∈ P;
                  x’:=Opertur(x);
                  Pr:=min(1,exp(-(f(x’)-f(x))/T));
                  if random<Pr then P:=(P\{x})∪ {x’};
            end else
            begin vyber náhodne x,x’∈ P;
                  (z,z’):=Ocross(x,x’);
                  Pr1:=min(1,exp(-(f(z)-f(x))/T));
                  Pr2:=min(1,exp(-(f(z’)-f(x’))/T));
                  if random<Pr1 then P:=(P\{x})∪ {z};
                  if random<Pr2 then P:=(P\{x’})∪ {z’};
            end;
      end;
      Pout:=P;
end;

Algoritmus 6.5. Implementácia paralelného Metropolisovho algoritmu. Vstupné parametru sú Pini

�SRþLDWRþQi PQRåLQD VWDYRY�� kmax, T, výstupný parameter je Pout �NRQHþQi PQRåLQD VWDYRY�� 9RQNDMãt
cyklus while sa opakuje kmax�NUiW� 3UDYGHSRGREQRV" Pcross XUþXMH QiKRGQê YêEHU MHGQRGXFKHM SRUXFK\

vybraného stavu x� DOHER þL VD Y\NRQi NUtåHQLH QDG GYRMLFRX QiKRGQH Y\EUDQêFK VWDYRY x a x’ . Dvojica
QRYêFK VWDYRY� NWRUp V~ SURGXNRYDQp NUtåHQtP� MH DNFHSWRYDQi GR PQRåLQ\ VWDYRY SRPRFRX

Metropolisovho kritéria aplikovaného nezávisle nad dvoma dvojicami stavov (x,z) a (x’,z’ ).



90

Proces interakcie dvoch náhodne vybraných stavov x,x’∈ P je v rámci Metropolisovho
DOJRULWPX XUþHQê SUDYGHSRGREQRV"RX ��Pcross���� 7iWR SUDYGHSRGREQRV" XUþXMH SURFHV

výmeny , t.j. namiesto mutácie stavu x∈ P VD XVNXWRþQt LQWHUDNFLD GYRFK VWDYRY x,x’∈ P
SRPRFRX RSHUiWRUD NUtåHQLD ������� 3RWRP VD RWi]ND� þL V~ QRYp VWDY\ z a z’ akceptované,
rieši pomocou 0HWURSROLVRYKR NULWpULD ����� DSOLNRYDQpKR ]YOiã" SUH SiU\ �x,z) a (x’,z’).
Napríklad, ak Metropolisovo kritérium akceptuje nový stav z � SRWRP VD PQRåLQD P obnoví
WDN� åH VWDUê VWDY x sa nahradí novým stavom z, formálne P:=(P \{x})∪ {z}. Výsledné riešenie
VD XUþt DNR QDMOHSãLH ULHãHQLH ] PQRåLQ\ P

                                      ( )
∈

=opt x P
x arg min f x                                                    (6.29)

kde P MH PQRåLQD ULHãHQt UH]XOWXM~FD ] GRNRQþHQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD� 3URFHG~U\

Metropolis_algorithm a Simulated_annealing VD P{åX MHGQRGXFKR PRGLILNRYD"

SUH SRWUHE\ SDUDOHOQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD �SR]UL DOJRULWP\ ��� D �����

procedure Parallel_Simulated_annealing(input: Tmax,Tmin,kmax,α;
                                       output: xopt);
begin P:=náhodne generovaný súbor stavov x,x’,... ;
      T:=Tmax;
      while T>Tmin do
      begin Pini:=P;
            Parallel_Metropolis_algorithm(Pini,kmax,T,Pout);
            P:=Pout;
            T:=α*T;
      end;

      xopt:=arg min {f(x),x∈ P};
end;

Algoritmus 6.6. ,PSOHPHQWiFLD SDUDOHOQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD� 9VWXSQp SDUDPHWUH V~ Tmax, Tmin,
kmax, α, výstupný parameter je xopt. Algoritmus sa LQLFLDOL]XMH QiKRGQRX JHQHUiFLRX PQRåLQ\ VWDYRY ] P.
3R VNRQþHQt DOJRULWPX MH YêVWXSRP QDMOHSãt VWDY ] P R]QDþHQê xopt.

Úloha 6.2. )RUPXOiFLRX VLPXORYDQpKR åtKDQLD VPH ]DY�ãLOL FHO~ SOHMiGX HYROXþQêFK
RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY� ��� KRUROH]HFNê DOJRULWPXV �U{]QH YHU]LH� V XþHQtP� PHWyGD

]DNi]DQpKR SUHK�DGiYDQLD� HYROXþQp SURJUDPRYDQLH�� ��� JHQHWLFNp DOJRULWP\ D ���

VLPXORYDQp åtKDQLH� =YR�WH VL XUþLWp PRGHORYp ~ORK\ D QD WêFKWR WHVWXMWH HIHNWtYQRV" Y\ããLH

uvedených metód a porovnajte ich.
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7.1 Formulácia základných kombinatorických
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�
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-HGHQ ] SUYêFK YH�NêFK ~VSHFKRY HYROXþQêFK DOJRULWPRY EROR LFK SRXåLWLH QD ULHãHQLH
"DåNêFK NRPELQDWRULFNêFK SUREOpPRY >�@� NWRUêFK þDV &38 UDVWLH EX� faktoriálovo alebo
H[SRQHQFLiOQH V UDVWRP GLPHQ]LH SUREOpPX �KRYRUtPH� åH V~ 13  �Nondeterministic
PRO\QRPLDO� "DåNp >�@�� %XGHPH ãWXGRYD" GYD W\S\ kombinatorických problémov:

Typ 1. Funkcia f je definovaná nad symetrickou grupou +N ]ORåHQRX ]R YãHWNêFK

permutácií N objektov
→Nf : R+                                                                   (7.1)

kde permutácie z SN sú definované ako N�WLFD FHOêFK U{]Q\FK þtVHO

( )= 1 2 NP p ,p ,..., p                                                             (7.2)

2SWLPDOL]DþQê SUREOpP� NWRUê MH SRGREQê SUREOpPX ����� DOHER ������ Pi WYDU

( )
∈

= arg min
N

opt
P

P f P
+

                                                           (7.3)

5LHãHQLH WRKWR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX MH REY\NOH YH�PL "DåNp Y G{VOHGNX VNXWRþQRVWL� åH

symetrická grupa +N REVDKXMH 1� SHUPXWiFLt D MH SRWUHEQp SUHVN~PD" KRGQRW\ SUH YãHWN\

PRåQp DUJXPHQW\� = WêFKWR G{YRGRY P{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH SUH YH�Np 1 þDV &38 UDVWLH

zhruba ako N! .

Typ 2. Nech Rset ={1,2,...,r` MH PQRåLQD REVDKXM~FD SUYêFK r SULURG]HQêFK þtVHO� MHM SULDP\

V~þLQ N
setR  obsahuje N-tice

( )π = π π π ∈ = × × ×1 2
N

N set set set set, ,... R R R ... R                              (7.4)

-HGQRWOLYp ]ORåN\ WRKWR YêUD]X V~ FHOp þtVOD ] X]DYUHWpKR LQWHUYDOX >��r]. Funkcia

→N
setf : R R                                                        (7.5)

zobrazuje N-násobný karteziánsky produkt N
setR QD UHiOQH þtVOD� DQDOyJLD RSWLPDOL]DþQpKR

problému (2.5) má tvar
( )arg min

N
set

opt
R

f
π∈

π = π                                                    (7.6)

9 G{VOHGNX WRKR� åH NDUGLQDOLWD PQRåLQ\ N
setR  je rN

� RSWLPDOL]DþQê SUREOpP P{åH SDWUL" PHG]L

"DåNp SUREOpP\ V H[SRQHQFLiOQ\P UDVWRP þDVX &38 SUH YH�Np N� 3R]QDPHQDMPH� åH SUH
r   � VD WHQWR RSWLPDOL]DþQê SUREOpP UHGXNXMH QD RE\þDMQê ELQiUQ\ SUREOpP ������

Typ 1 NRPELQDWRULFNpKR SUREOpPX EXGHPH LOXVWURYD" ]QiPRX ~ORKRX REFKRGQpKR

cestujúceho (TSP, Traveling Salesman Problem) [2]. Jeho grafovo-teoretická formulácia je
nasledovná: nech G je úplný graf obsahujúci N vrcholov a N(N����� KUiQ �VSRMRY�� .DåGi

hrana [i,j  ] spájajúca i-ty vrchol s j-tym YUFKRORP �PHVWRP� VD RKRGQRWt NODGQêP þtVORP d(i,j ),
NWRUp VD LQWHUSUHWXMH DNR Y]GLDOHQRV" PHG]L GDQêPL YUFKROPL � PHVWDPL� 9 SUtSDGH� åH E\

SULDP\ VSRM Y VNXWRþQRVWL QHH[LVWRYDO� Y]GLDOHQRV" d(i,j � GYRFK YUFKRORY VD P{åH GHILQRYD"
DNR G�åND QDMNUDWãHM FHVW\ PHG]L QLPL SUHFKiG]DM~FHM DM FH] RVWDWQp YUFKRO\� 6OXåREQi FHVWD
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obchodného cestujúceho (KDPLOWRQRYVNê F\NOXV� QDYãWtYL NDåGp PHVWR OHQ UD]� SULþRP VD
YUDFLD GR YêFKRGLVNRYpKR PHVWD� 7iWR FHVWD MH MHGQRGXFKR XUþHQi DNR SHUPXWiFLD N
REMHNWRY � PLHVW ������ RGSRYHGi FHVWH� NWRUi VD ]DþDOD Y PHVWH p1� SRWRP SRNUDþXMH

postupne cez mestá p2, p3, ..., pN, a na záver sa vráti do východiskového mesta p1 (pozri obr.
����� .DåGHM FHVWH MH SULUDGHQi MHM G�åND

( ) ( ) ( )−
=

= + ∑1 1
2

N

N i i
i

f P d p ,p d p ,p                                                 (7.7)

+ODYQêP FLH�RP ~ORK\ 763 MH QiMV" WDN~ FHVWX � SHUPXWiFLX Popt , ktorá poskytuje minimálnu
G�åNX FHVW\ fopt=f (Popt).

Obrázok 7.1. Cyklická cesta (hamiltonovský cyklus) na úplnom grafe, ktorý obsahuje 6 vrcholov.
Cestu reprezentuje permutácia P=(1,2,4,3,5,6).

SURFHGXUH 3HUPXWDWLRQB0XWDWLRQ�LQSXW� 3� RXWSXW 3
��

EHJLQ IRU L� � WR 1 GR ′
ip � SL�

IRU L� � WR 1 GR

LI UDQGRP�3PXW WKHQ

EHJLQ M� ��UDQGRP�1��

DX[� ′
ip � ′

ip � ′
jp � ′

jp � DX[

HQG�

HQG�

Algoritmus 7.1. Procedúra pre realizáciu stochastickej transformácie permutácie P na permutáciu P'
tak, aby platili podmienky (7.8a-b). Premenná UDQGRP MH QiKRGQp þtVOR ] LQWHUYDOX >���� JHQHURYDQp V

rovnomernou distribúciou pravdepodobnosti. Podobne je UDQGRP�1� QiKRGQp FHOp þtVOR ] LQWHUYDOX

[0,N-1] s rovnomernou distribúciou.

Cesta P VD P{åH ]PHQL" QD QRY~ FHVWX P' pomocou stochastického operátora mutácie
Omut ãSHFLILNRYDQpKR SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut� %XGHPH SRåDGRYD"� åH DN MH FHVWD P
permutácia, potom aj nová cesta P' MH SHUPXWiFLD� D QDY\ãH� DN SUDYGHSRGREQRV" Pmut →0,
potom sú permutácie P a P' identické

( )′∈ ⇒ = ∈N mut NP P O P+ +                                          (7.8a)

( )
→

=
0

lim
mut

mut
P

O P P                                                      (7.8b)
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$NR DOJRULWPLFN\ ]UHDOL]RYD" WLHWR GYH SRGPLHQN\" -HGQRGXFKi PHWyGD algoritmizácie
stochastickej transformácie permutácie na permutáciu je vyjadrená pomocou algoritmu 7.1,
ktorý "mutáciu" cesty realizuje ako jednoduchú transpozíciu permutácie, ktorá danú cestu
reprezentuje.

Na to, aby sa tento typ NRPELQDWRULFNêFK ~ORK PRKRO ãWXGRYD" JHQHWLFNêP DOJRULWPRP�

PXVtPH ]DYLHV" HãWH RSHUiFLX NUtåHQLD PHG]L GYRPD SHUPXWiFLDPL [3]

( ) ( )′ ′ = crossP ,Q O P,Q                                                      (7.9)

ktoré zachováva ich charakter permutácie, t.j. P' a Q' V~ WDNWLHå SHUPXWiFLH� âWXGXMPH GYH

permutácie P a Q n REMHNWRY� Y\EHUPH ERG NUtåHQLD a WDN� åH ��a<n

( )+= 1 1a a nP p ,...p , p ,..., p                                                 (7.10a)

( )+= 1 1a a nQ q ,...q ,q ,...,q                                                 (7.10b)

.H� Y\PHQtPH VHJPHQW\� NWRUp QDVOHGXM~ ]D ERGRP NUtåHQLD� GRVWDQHPH GYD QRYp REMHNW\

( )+= 1 1a a nP̂ p ,...p ,q ,...,q                                                 (7.11a)

( )+= 1 1a a nQ̂ q ,...q , p ,..., p                                                 (7.11b)

äLD�� WDNWR Y\WYRUHQp REMHNW\ QHPXVLD E\W Xå SHUPXWiFLH� 0{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH QHMDNp

FHOp þtVOR VD Y REMHNWRFK P̂  alebo Q̂ Y\VN\WXMH GYDNUiW� = WRKWR G{YRGX MH SRWUHEQp DSOLNRYD"

�RSUDYQê SURFHV� >�@ �QD]êYDQê þLDVWRþQp SULUDGHQLH � partial matching), ktorý z objektov P̂  a
Q̂ Y\WYRUt QRUPiOQH SHUPXWiFLH �SR]QDPHQDMPH� åH Y OLWHUDW~UH >�@ MH RStVDQêFK PQRKR

U{]Q\FK GUXKRY NUtåHQLD GYRFK SHUPXWiFLt D VS{VRERY LFK RSUiY�� 'HILQXMPH ]REUD]HQLH fPQ

WDN� åH ]ORåN\ SHUPXWiFLH P̂ , ktoré sa vymenili, sú zobrazené na komponenty permutácie Q̂ ,
NWRUp VD WLHå ]~þDVWQLOL YêPHQ\

( )→ >: prePQ i if p q i a                                                   (7.12)

Druhé zobrazenie fQP MH XUþHQp DNR LQYHU]Qp ]REUD]HQLH N fPQ , −= 1
QP PQf f . Pomocou týchto

GYRFK ]REUD]HQt EXGHPH RSUDYRYD" �S{YRGQp� þDVWL Y P̂  a Q̂ , t.M� WLH� NWRUp OHåLD SUHG ERGRP

NUtåHQLD� $N ]ORåND pi (pre 1≤i  ≤a� QHSDWUt GR GHILQLþQpKR RERUX ]REUD]HQLD  fQP �WR WLHå

]QDPHQi� åH pi sa vyskytuje v P̂  práve raz), potom pi ]RVWiYD QH]PHQHQp� 9 RSDþQRP
prípade, ak sa pi QDFKiG]D Y GHILQLþQRP RERUH ]REUD]HQLD  fQP , potom sa pi zamení za prvú
hodnotu LWHUDþQHM VFKpP\ xk+1=fQP  (xk�� NWRUi MH PLPR GHILQLþQHM REODVWL IXQNFLH fQP (LWHUDþQp
riešenie sa inicializuje x0=pi). Podobný postup sa aplikuje aj pre opravu pôvodného segmentu
v Q̂ � DYãDN WHUD] VD SRXåLMH ]REUD]HQLH fPQ .

3UH LOXVWUiFLX ãWXGXMPH NUtåHQLH PHG]L GYRPD SHUPXWiFLDPL

( )= 3 4 5 1 2 6 10 8 9 7P , , , , , , , , ,   a  ( )= 1 2 6 10 8 3 4 5 7 9Q , , , , , , , , ,

D SUHGSRNODGDMPH� åH ERG NUtåHQLD MH a=4. Ak vymeníme medzi dvoma permutáciami
VHJPHQW\ ]D ERGRP NUtåHQLD� GRVWDQHPH

( )= 3 4 5 1 8 3 4 5 7 9P̂ , , , , , , , , ,  a  ( )= 1 2 6 10 2 6 10 8 9 7Q̂ , , , , , , , , ,

9LGtPH� åH REMHNW\ P̂  a Q̂  QLH V~ SHUPXWiFLH� SUHWRåH REVDKXM~ QLHNWRUp LQGH[\ GYDNUiW� 1D

opravu týchto objektov na permutácie zostrojíme zobrazenia fQP  a  fPQ

2 6 10 8 9 7

8 3 4 5 7 9PQf
 

=  
 

 a  
8 3 4 5 7 9

2 6 10 8 9 7QPf
 

=  
 

Objekt P̂  opravíme pomocou zobrazenia fQP a objekt Q̂  pomocou zobrazenia  fPQ . Prvé tri
indexy v P' zameníme za 3→6, 4→10 a 5→8→2. Podobne zameníme prvé indexy 2, 6 a 10 v
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Q' za 2→8→5, 6→3 a 10→�� WDNWR GRVWDQHPH RSUDYHQp REMHNW\� NWRUp Xå V~ SHUPXWiFLH D
SRYDåXM~ VD ]D YêVOHGRN YêPHQ\ PHG]L SHUPXWiFLDPL P a Q

 ( )′ = 6 10 2 1 8 3 4 5 7 9P , , , , , , , , ,  a  ( )′ = 1 5 3 4 2 6 10 8 9 7Q , , , , , , , , ,

.RPELQDWRULFNp ~ORK\ W\SX � EXGHPH LOXVWURYD" ~ORKRX ]QiPRX SRG Qi]YRP SUREOpP
UR]NODGX þtVOD �133� Number Partitioning Problem [4]). Nech Q ={q1,q2,...,qN` MH PQRåLQD

obsahujúca N NODGQêFK UHiOQ\FK þtVHO D QHFK π je zobrazenie Q QD PQRåLQX Rset  ={1,2,...,r}

→π set: Q R                                                           (7.13)

Toto zobrazenie πP{åH E\" MHGQR]QDþQH Y\MDGUHQp DNR N-tica ( )π = π π π ∈1 2
N

N set, ,..., R  . Jej

MHGQRWOLYp ]ORåN\ VD LQWHUSUHWXM~ WDN� åH FHOp þtVOR π ∈i setR je priradené objektu ∈iq Q .
9]K�DGRP QD WRWR ]REUD]HQLH VD PQRåLQD Q P{åH UR]ORåL" QD disjunktné SRGPQRåLQ\

= ∪ ∪ ∪1 2 rQ Q Q ... Q                                                (7.14a)
kde

( ){ }= ∈ π =iQ q Q; q i                                               (7.14b)

3RGPQRåLQD Qi REVDKXMH YãHWN\ HOHPHQW\ � þtVOD PQRåLQ\ Q, ktoré sú zobrazené funkciou π
QD FHOp þtVOR i� 'HILQXMPH ~þHORY~ IXQNFLX

( ) max min
i i

ii q Q q Q
f q q

∈ ∈
π = −∑ ∑                                             (7.15)

9\MDGUXMH UR]GLHO PHG]L PD[LPiOQ\P D PLQLPiOQ\P V~þWRP þtVHO ] SRGPQRåtQ 1 2 NQ ,Q ,...,Q .

&LH�RP ~ORK\ 133 MH QiMV" WDNp ]REUD]HQLH π� NWRUp PLQLPDOL]XMH ~þHORY~ IXQNFLX f

( )arg min
N
set

opt
R

f
π∈

π = π                                                  (7.16)

$NR Qi]RUQH LQWHUSUHWRYD" W~WR ~ORKX" 3UHGVWDYPH VL� åH PiPH NRSX REVDKXM~FX N vecí,
SULþRP NDåGHM YHFL MH SULUDGHQi FHQD q1,q2,...,qN� &LH�RP MH UR]GHOL" W~WR NRSX YHFt QD r kôp
WDN� DE\ LFK FHQ\ �V~þW\ FLHQ MHGQRWOLYêFK YHFt SDWULDFLFK GR GDQHM NRS\� Y\ND]RYDOL PHG]L
sebou minimálne rozdiely (pozri obr. 7.2).

Obrázok 7.2. &LH�RP ~ORK\ 133 MH UR]GHOL" NRSX �PQRåLQX� Q na r kôp Q1,Q2,...,Qr tak, aby rozdiely
medzi ich cenami boli minimálne. Predstavme si partiu r zlodejov, ktorá nakradla kopu Q YHFt� SULþRP
NDåGi ] WêFKWR YHFt Pi XUþLW~ FHQX� 3R þDVH VL ]ORGHML FKF~ QDNUDGQXWp YHFL UR]GHOL" WDN� DE\ NDåGê
GRVWDO YHFL V SULEOLåQH URYQDNRX KRGQRWRX >�@� 7iWR ~ORKD MH WRWRåQi V ~ORKRX 133�
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K zobrazeniu πP{åHPH SRPRFRX RSHUiWRUD PXWiFLH� π'=Omut(π) SULUDGL" LQp ]REUD]HQLH π'
SRGREQêP VS{VRERP DNR SUL ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLL �SR]UL DOJRULWPXV ����� SULþRP SUH

Pmut  →0 sa vytvorí zobrazenie π' WRWRåQp V S{YRGQêP ]REUD]HQtP π. 2SHUiFLD NUtåHQLD MH SUH

WHQWR W\S FKURPR]yPRY YH�PL MHGQRGXFKi D P{åH VD SULDPR VWRWRåQL" V SRGREQRX RSHUiFLRX

pre binárne vektory (pozri kapitolu 4.3).

SURFHGXUH 0DSSLQJB0XWDWLRQ�LQSXW�π��RXWSXW�π
��
EHJLQ IRU L� � WR 1 GR

LI UDQGRP�3
PXW

WKHQ

′πi� ��UDQGRP�U� HOVH ′πi� πL�
����

Algoritmus 7.2. Pseudopascalovská procedúra realizujúca mutáciu zobrazenia π na nové zobrazenie
π'. Premenné UDQGRP a UDQGRP�U� sú definované podobne ako v algoritme 7.1.

Úloha 7.1. V tejto kapitole sa opisuje prístup k riešeniu kombinatorických úloh pomocou
permutácií a Q�WtF SULURG]HQêFK þtVHO� NWRUê VD OtãL RG ãWDQGDUGQHM ELQiUQHM UHSUH]HQWiFLH

ULHãHQt� 8NiåHPH� åH DM Y WRPWR SUtSDGH MH ELQiUQD UHSUH]HQWiFLD VWiOH SRXåLWH�Qi�

Permutácia N objektov (NRPELQDWRULFNp ~ORK\ W\SX �� VD P{åH ]DGD" DNR ELQiUQ\ YHNWRU

G�åN\ N1� NGH N MH WDNp FHOp þtVOR� NWRUp ]DEH]SHþXMH� DE\ ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ N ERO VFKRSQê

UHSUH]HQWRYD" þtVOR 1� 7DNêWR ELQiUQ\ YHNWRU VD �DKNR SUHWUDQVIRUPXMH SRVWXSRP ] NDSLWRO\

��� QD YHNWRU 1 FHOêFK þtVHO ] LQWHUYDOX >���
k
��@� 3RWRP MH SHUPXWiFLD 3 GHILQRYDQi WDN� åH

FHORþtVHOQp ]ORåN\ V~ XVSRULDGDQp GR QHUDVW~FHM DOHER QHNOHVDM~FHM SRVWXSQRVWL� 1HFK 1 ��

k=3, binárny vektor (101|011|001|111|101), jeho FHORþtVHOQi YHU]LD Pi WYDU ����������� �SR]UL

WDE� ����� 1HFK MH SHUPXWiFLD 3 XUþHQi WDN� åH preusporiada túto N-ticu do rastúcej
SRVWXSQRVWL� SRWRP 3 ������������ 1HYêKRGRX WRKWR SUtVWXSX NX NyGRYDQLX SHUPXWiFLt MH� åH

URYQDNi SHUPXWiFLD MH XUþHQi U{]Q\PL ELQiUQ\PL UH"D]FDPL� þR P{åH VS{VRERYD" SRPHUQH

PDO~ HIHNWtYQRV" HYROXþQêFK DOJRULWPRY DSOLNRYDQêFK QD ULHãHQLH kombinatorických
algoritmov. Napíšte program, ktorý binárny vektor pretransformuje na permutáciu N objektov.
Kritickým miestom programu bude podprogram na usporiadanie N-tice þtVHO NOHVDM~FHM DOHER

UDVW~FHM SRVWXSQRVWL� SUHWR SRXåLWH QHMDNê HIHNWtYQ\ DOJRULWPXV QD usporiadavanie (napr.
quicksort).

Binárna reprezentácia 1�WLF FHOêFK þtVHO ] PQRåLQ\ { }= 1 2
NN

setR , ,..., r (kombinatorické

~ORK\ W\SX �� VD P{åH SULDPR UHSUH]HQWRYD" ELQiUQ\P YHNWRURP G�åN\ N1� NGH N MH XUþHQp

podmienkou r≤2k-1. Nech binárny SRGUH"D]HF G�åN\ N UHSUH]HQWXMH UHiOQH þtVOR ] LQWHUYDOX

>��U@� N UHiOQHPX þtVOX [ ] WRKWR LQWHUYDOX SULUDGtPH FHOp þtVOR ] LQWHUYDOX >��U@ RSHUiFLRX  x ,
ktorá sa nazýva "zaokrúhlenie" (napr.  1.1 =1 a  1.8 �� 1D LOXVWUiFLX XYDåXMPH 1 �� N � D

r=4 a rovnaký binárny vektor (101|011|001|111|101) ako v prechádzajúcej úlohe. Vektor s
UHiOQ\PL ]ORåNDPL Y\WYRUHQê SRPRFRX WUDQVIRUPiFLH ����� Pi WYDU ������� ������ ������

������ ������� $SOLNRYDQtP RSHUiFLH ]DRNU~KOHQLD GRVWDQHPH YHNWRU FHOêFK þtVHO ������������

Napíšte program, ktorý binárny vektor pretransformuje na 1�WLFX FHOêFK þtVHO ] LQWHUYDOX >��U@�

Úloha 7.2. 1DStãWH SURJUDP\ SUH Y\EUDQp HYROXþQp DOJRULWP\ RStVDQp Y SUHGFKiG]DM~FLFK
kapitolách, ktoré riešia úlohu obchodného cestujúceho (Traveling Salesman Problem).
3RXåLWH RED SUtVWXS\ QD NyGRYDQLH FHVW\� WHGD SULDPR SRPRFRX SHUPXWiFLH DM SRPRFRX
ELQiUQHKR UH"D]FD �SR]UL ~ORKX ����� 3RURYQDMWH HIHNWtYQRV" WêFKWR GYRFK U{]Q\FK SUtVWXSRY�
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Verifikácia výsledkov pre problém obchodného
FHVWXM~FHKR QLH MH MHGQRGXFKRX ]iOHåLWRV"RX� 3UHWR

sa navrhujú také príklady, kde sme schopní presne
RGKDGQ~" G�åNX RSWLPiOQHM FHVW\� ýDVWR VD ãWXGXMH

RUWRJRQiOQD PULHåND ERGRY W\SX 1×1� SULþRP

Y]GLDOHQRV" PHG]L MHGQRWOLYêPL ERGPL VD SRþtWD

pomocou vzdialenosti typu Manhattan (L1 metriky,
WHGD V~þWX DEVRO~WQ\FK KRGQ{W UR]GLHORY

jednotlivých súradníc dvoch bodov). Na obrázku je
]Qi]RUQHQi PULHåND W\SX �×7, ktorá obsahuje 49
bodov. 9]GLDOHQRV"L W\SX Manhattan (Dij) medzi
dvoma bodmi s ULDGNRYêPL�VW�SFRYêPL indexami
(5,3) a (3,6) je |5-3|+|3-6|=5. Dva susedné body
OHåLDFH QD URYQDNRP ULDGNX DOHER VW�SFL PDM~

MHGQRWNRY~ Y]GLDOHQRV"�

3UH WHQWR ãSHFLiOQ\ SUtSDG MH RSWLPiOQD Y]GLDOHQRV"

( )

( )

2

2

prepárne

1 pre nepárne
opt

N N

f

N N


= 
 +

7HQWR Y]RUHF VD P{åH MHGQRGXFKR YHULILNRYD" SRPRFRX PDWHPDWLFNHM LQGXNFLH� 'YD
jednoduché ilustratívne príklady sú znázornené na nasledujúcich obrázkoch.

2SWLPDOL]XMWH SDUDPHWUH PHWyG SUH U{]QH 1 ���������� WDN� DE\ Y\SRþtWDQi PLQLPiOQD G�åND

cesty na RUWRJRQiOQHM PULHåNH ERGRY EROD URYQi WHRUHWLFNHM PLQLPiOQHM Y]GLDOHQRVWL VD VNRUR

���� SUDYGHSRGREQRV"RX�

Úloha 7.3. 1DStãWH SURJUDP\ SUH Y\EUDQp HYROXþQp DOJRULWP\� NWRUp ULHãLD ~ORKX UR]NODGX

þtVOD �Number Partitioning 3UREOHP�� 3RXåLWH RED SUtVWXS\ QD NyGRYDQLH ]REUD]HQLD π priamo
pomocou 1�WLFH FHOêFK þtVHO� DNR DM SRPRFRX ELQiUQHKR UH"D]FD �SR]UL ~ORKX ����� 3RURYQDMWH

HIHNWtYQRV" WêFKWR GYRFK U{]Q\FK SUtVWXSRY�

3RGREQH DNR Y SUHGFKiG]DM~FHM ~ORKH SRXåLMHPH MHGQRGXFKp ]DGDQLH XPRå�XM~FH SULDPX

verifikáciu správnosti (RSWLPiOQRVWL� ]tVNDQêFK ULHãHQt� 1HFK MH ~ORKD XUþHQi SDUDPHWUDPL

1 ��� D U ��� 7R ]QDPHQi� åH SRþHW YãHWNêFK PRåQêFK ]REUD]HQt π je 10100. Na to, aby sa
QiP SRGDULOR XUþL" RSWLPiOQH ULHãHQLH� SUHGSRNODGDMPH� åH 4 REVDKXMH ���NUiW þtVOR � Då ���

Optimálny rozklad Q na 10 SRGPQRåtQ 41, Q2, ..., Q10 MH WDNê� åH NDåGi ] WêFKWR SRGPQRåtQ
REVDKXMH þtVOD � Då �� SUiYH ��NUiW� 3RWRP FHQD NDåGHM SRGPQRåLQ\ MH
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1 2 10 55
iq Q
q ...

∈
= + + + =∑

pre i=1,2,...,10, preto f(πopt)=0. Optimalizujte parametre metód tak, aby získaná hodnota
~þHORYHM IXQNFLH EROD QXORYi VR VNRUR ���� SUDYGHSRGREQRV"RX�

Úloha 7.4. 1DStãWH SURJUDP SUH PHWyGX ]DNi]DQpKR K�DGDQLD �SR]UL NDSLWROX ���� DSOLNRYDQ~

QD ULHãHQLH SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR �763�� SULþRP FHVWD QHFK MH Y\MDGUHQi

pomocou permutácie. 7UDQVIRUPDþQp RSHUiWRU\ W∈ S sa realizujú ako permutácie transpozícií
dvoch objektov. Operátor tij  pôsobí na permutáciu P ako transpozícia objektov i a j

( ) ( )′= = =1 1ij ij i j N j i Nt P t p ,..., p ,..., p ,..., p P p ,..., p ,..., p ,..., p

SUH L�M� 0QRåLQD 6 SRWRP REVDKXMH 1�1����� WUDQVIRUPiFLt� ,QYHU]Qi WUDQVIRUPiFLD
−1
ijt k

transformácii tij MH WRWRåQi V WRXWR WUDQVIRUPiFLRX� −1
ijt =tij.  Okolie U(P) priradené riešeniu -

permutácii P obsahuje N(N-1)/2 elementov

( ) { }′= = ∀ ∈U P P tP; t S

$NR WHVWRYDFLX ~ORKX SRXåLWH RUWRJRQiOQX PULHåNX ERGRY � PLHVW� NGH VD Y]GLDOHQRV" SRþtWD

pomocou L1 PHWULN\ �SR]UL ~ORKX ����� 3RN~VWH VD R RSWLPDOL]iFLX YH�NRVWL �V� ]DNi]DQpKR
]R]QDPX 7 �WDEX OLVWX� D PD[LPiOQHKR SRþWX iterácií timemax pre rôzne hodnoty N dimenzie
RUWRJRQiOQHM PULHåN\ ERGRY� 1 ����������� WDN� DE\ VWH V ��� SUDYGHSRGREQRV"RX GRVWDOL

korektný výsledok (špecifikovaný v úlohe 7.2). Podobné úvahy vykonajte aj pre suboptimálne
YêVOHGN\� NWRUp VD OtãLD OHQ R QLHNR�NR PiOR MHGQRWLHN RG RSWLPiOQHKR YêVOHGNX� =LVWtWH� åH

PHWyGD ]DNi]DQpKR K�DGDQLH SRVN\WXMH YH�PL UêFKOR VXERSWLPiOQH YêVOHGN\� NWRUp V~ YH�PL

blízke optimálnym.

Úloha 7.5. 0HWyGD ]DNi]DQpKR K�DGDQLD �D QLHOHQ WiWR PHWyGD� VD Y OLWHUDW~UH þDVWR LOXVWUXMH

známou jednoduchou NRPELQDWRULFNRX ~ORKRX QiMV" QD ãDFKRYQLFL V UR]PHUPL 1×N
SRVWDYHQLH 1 GiP WDN� DE\ Y NDåGRP ULDGNX� VW�SFL D GLDJRQiOH EROD XPLHVWQHQi SUiYH MHGQD

GiPD �W�M� QHH[LVWXMH NROt]QH SRVWDYHQLH PHG]L GiPDPL�� =ORåLWRV" ULHãHQLD WRKWR SUREOpPX

YH�PL ]iYLVt RG ]YROHQHM UHSUH]HQWiFLH SRVWDYHQLD GiP QD ãDFKRYQLFL� -HGQRGXFKi

reprezentácia postavenia dám je pomocou permutácie P=(p1, p2, ..., pN). Potom dámy na
ãDFKRYQLFL V~ XPLHVWQHQp WDNWR� Y �� VW�SFL QD S1�WRP ULDGNX� Y �� VW�SFL QD S2�WRP ULDGNX� DW��

Táto jednoduchá reprezentácia rozmiestnenia dám na šachovnici pomocou permutácií má
YêKRGX Y WRP� åH Y NDåGRP VW�SFL D ULDGNX ãDFKRYQLFH VD QDFKiG]D SUiYH MHGQD GiPD�

.DåGHM SHUPXWiFLL 1 REMHNWRY SULUDGtPH FHOp QH]iSRUQp þtVOR FRO�3�� NWRUp RGSRYHGi SRþWX

GLDJRQiOQ\FK NROt]Lt� 5LHãHQLH SUREOpPX MH SRWRP WDNi SHUPXWiFLD 3� NWRUi Pi QXORYê SRþHW
kolízií, col(P)=0. Funkcia FRO�3� MH XUþHQi Y]"DKRP

( ) ( ) ( )
( )

=
<

 = δ + − + δ − + ∑
1

N

i j i j
i , j
i j

col P p j i , p p j i , p

kde δ(i,j) je Kroneckerovo delta, δ(i,j)=1, pre i=j, δ(i,j)=0, pre i≠ M� 9êSRþHW ]PHQ\ SRþWX NROt]Lt

pri prechode od permutácie P k novej permutácii P´=tij P v rámci metódy zakázaného
K�DGDQLD XUþXMH Y]RUHF

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

[

]

N

k j k j k i k i
k k i , j

k i k i k j k j

col P col P p i k,p p i k,p p j k,p p j k,p

p i k,p p i k,p p j k,p p j k,p
= ≠

′ − = δ + − + δ − + + δ + − + δ − +

− δ + − − δ − + − δ + − − δ − +

∑
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1XPHULFNi QiURþQRV" YêSRþWX WRKWR Y]RUFD MH SRGVWDWQH PHQãLD DNR SUHGFKiG]DM~FHKR
Y]RUFD� 3UHWR MH YêKRGQHMãLH SRþtWD" SRþHW NROt]Lt col(tijP) pomocou tohto vzorca za
SUHGSRNODGX� åH MH ]QiP\ SRþHW NROt]Lt col(P).

Program z predchádzajúcej úlohy 7.4 upravte tak, aby riešil úlohu N dám. Na ilustráciu
tohto algoritmu uvádzame prvé tri LWHUDþQp NURN\ ]DNi]DQpKR K�DGDQLD SUL ULHãHQt ~ORK\ SUH

N=5. V nultom kroku sa náhodne vygenerovalo postavenie dám na šachovnici, ktoré má 4
NROt]LH� 1RYi SHUPXWiFLD 3 Y �� NURNX Y]QLNOD ] SUHGFKiG]DM~FHM SHUPXWiFLH SRXåLWtP
transpozície t13� SRþHW NROt]Lt VD ]QtåLO QD �� 9 �� NURNX GRVWDQHPH SRXåLWtP WUDQVSR]tFLH W25

QRY~ SHUPXWiFLX� NWRUi Pi Xå QXORYê SRþHW NROt]Lt� þLåH MH ULHãHQtP SUREOpPX�

Úloha 7.6. 1DStãWH SURJUDP SUH PHWyGX ]DNi]DQpKR K�DGDQLD� NWRUp ULHãL ~ORKX 1 GiP QD

šachovnici N×1� SULþRP SHUPXWiFLD 3 MH UHSUH]HQWRYDQi ELQiUQH �SR]UL ~ORKX �����
3RURYQDMWH HIHNWtYQRV" WRKWR SURJUDPX V SURJUDPRP ] SUHGFKiG]DM~FHM ~ORK\ ����

Úloha 7.7. 5LHãWH SUREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR SRPRFRX JHQHWLFNpKR DOJRULWPX� SULþRP
FHVWD REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR MH ]DGDQi SRPRFRX SHUPXWiFLH� $NR FYLþQp ~ORK\ ULHãWH

konštrukciu optimálnej cesty na RUWRJRQiOQHM PULHåNH ERGRY V /1 metrikou (pozri úlohu 7.2).
3RN~VWH VD QDYUKQ~" QRY~ RSHUiFLX NUtåHQLD PHG]L GYRPD SHUPXWiFLDPL� WDN� DE\ YêVOHGQp

objekty - potomkovia boli znovu permutáciami.
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8.1 Historický úvod

(YROXþQi VWUDWpJLD SDWUt KLVWRULFN\ PHG]L SUYp ~VSHãQp stochastické algoritmy. Bola
QDYUKQXWi Xå SRþLDWNRP ���W\FK URNRY Rechenbergom a 6FKZHIHORP� DM NH� NQLåQH
SXEOLNRYDQi EROD Då QHVNRUãLH >���@� 3RGUREQê SRSLV PRåQR QiMV" Y SRVOHGQHM Schwefelovej
NQLKH >�@� DOH GREUê SUHK�DG SRVN\WQ~ DM þDVRSLVHFNp þOiQN\� NRQIHUHQFLH D VSUiY\ >����@�

(YROXþQi VWUDWpJLD Y\FKiG]D ]R YãHREHFQêFK SUHGVWiY SULURG]HQpKR YêEHUX� DYãDN RPQRKR
YiJQHMãtFK DNR QDSUtNODG SUL JHQHWLFNRP DOJRULWPH� 1D UR]GLHO RG YlþãLQ\ RVWDWQêFK

VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG QLH MH HYROXþQi VWUDWpJLD ]DORåHQi QD ELQiUQHM

reprezentácii premenných, ale manipuluje priamo s "reálnou" reprezentáciou premenných
�DNR YãDGH� DM WX H[LVWXM~ YêQLPN\� GLVNUpWQX RSWLPDOL]iFLX SRXåLO QDSU� Herdy [11], ktorý
VPHURGDMQ~ RGFKêONX QDKUDG]RYDO U{]Q\PL SDUDPHWUDPL XUþXM~FLPL ³YH�NRV"´ PXWiFLH � SUL
SUREOpPH REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR MH WR G�åND SRGUH"D]FD SHUPXWiFLH XUþXM~FHM SRUDGLH

miest, ktorý bude invertovaný).
%XGHPH ãWXGRYD" minimalizáciu funkcie f(x), kde x ∈  R 

n, teda nezávislé premenné
funkcie predstavuje n UHiOQ\FK þtVHO ]RUDGHQêFK GR YHNWRUD x. Prípustné hodnoty jednotlivých
premenných vektora x P{åX E\" QDSU� RKUDQLþHQp V~þDVQH ]GROD DM ]KRUD� xi ∈ [a,b], potom
x∈ [a,b]n∈ R 

n.
Ingo Rechenberg, Hans-Paul 6FKZHIHO �WHUD] Xå RELGYDMD SURIHVRUL� D 3HWHU Bienert sa

]DþDOL DNR ãWXGHQWL QD 7HFKQLFNHM XQLYHU]LWH Y %HUOtQH Y U� ���� ]DREHUD" H[SHULPHQWPL Y

aerodynamickom tuneli, kde RSWLPDOL]RYDOL WYDU WHOLHV WDN� DE\ WLHWR PDOL þR QDMPHQãt RGSRU YR

Y]GXãQRP SU~GHQt� 3UHWRåH LQWXLWtYQ\ SUtVWXS DQL JUDGLHQWRYp PHWyG\ QHEROL YH�PL ~VSHãQp�

]DþDOL VD ]DREHUD" P\ãOLHQNRX QiKRGQêFK ]PLHQ SDUDPHWURY GHILQXM~FLFK WYDU �SRGREQH DNR

je to pri mutáciách) v priebehu VWRFKDVWLFNpKR RSWLPDOL]DþQpKR SURFHVX�

(YROXþQp VWUDWpJLH SDWULD Y V~þDVQRVWL PHG]L GREUH UR]YLQXWp VWRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp

PHWyG\� DOH VWiOH RVWiYDM~ VSRMHQp SUHGRYãHWNêP V WHFKQLFNêPL DSOLNiFLDPL Y LQåLQLHUVN\FK

REODVWLDFK D SRXåtYDM~ VD QDMYLDF Y 1HPHFNX� 3UYp HYROXþQp VWUDWpJLH� NWRUp WHUD] RStãHPH�

SRXåtYDOL MHGLQê UHNRPELQDþQê RSHUiWRU ± PXWiFLX D LED MHGQR ULHãHQLH Y SRSXOiFLL V

PD[LPiOQH GYRPD ³MHGLQFDPL´ XFKRYiYDQêPL V~þDVQH � URGLþ D QDYUKRYDQê SRWRPRN� 7DNê

SUtVWXS VD QD]êYD GYRMþOHQQi HYROXþQi VWUDWpJLD DOHER ������(6�

=iNODGRP HYROXþQHM VWUDWpJLH MH QDVOHGXM~FL SUHGSLV� NWRUê �PXWXMH� DNWXiOQH ULHãHQLH x na
nové riešenie x
 �YL� REU� ��� D �����

 x' = x + N(0,σ) ,                                                        (8.1)

kde N(0,σ) MH YHNWRU QH]iYLVOêFK QiKRGQêFK þtVHO V QXORYRX VWUHGQRX KRGQRWRX D

štandardnou odchýlkou σ� -HGQRWOLYp þtVOD V~ QiKRGQH UR]ORåHQp SRG�D gaussovskej
GLVWULE~FLH� PHQãLH þtVOD VD REMDYLD SUDYGHSRGREQHMãLH DNR YlþãLH þtVOD� âWDQGDUGQi
odchýlka je mierou rozptylu generovaných hodnôt, mierou variácie náhodnej premennej.
8UþXMH ãtUNX GYRMUR]PHUQpKR ³NRSþHND SUDYGHSRGREQRVWL´� NWRUpKR ]iNODG�X WYRUt RV

PRåQêFK KRGQ{W Y\JHQHURYDQêFK þtVHO D NWRUpKR YêãND Y GDQRP ERGH RGSRYHGi

SUDYGHSRGREQRVWL� V DNRX EXGH þtVOR Y\JHQHURYDQp� 7HQWR ³NRSþHN SUDYGHSRGREQRVWL´ VD

nazýva funkcia hustoty rozdelenia náhodnej premennej a pre normálnu gaussovskú
distribúciu je opísaný ako

( ) ( )2 20 5

2

1

2

. xf x e− −µ σ=
πσ

                                            (8.2)
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kde µ je stredná hodnota premennej x a σ MH ãWDQGDUGQi RGFKêOND� 9lþãLD ãWDQGDUGQi
RGFKêOND ]YlþãXMH �Y SULHPHUH ] YLDFHUêFK SRNXVRY� Y]GLDOHQRV" PHG]L URGLþRP D

vygenerovaným potomkom.

Obrázok 8.1. Znázornenie optimalizácie funkcie f (x1, x2) GYRFK SUHPHQQêFK� 5RYQDNp IXQNþQp KRGQRW\
sú na obrázku znázornené neprerušovanými vrstevnicami. Optimálna hodnota funkcie sa nachádza v
SUDYRP KRUQRP URKX� 3UHUXãRYDQi NUXåQLFD R]QDþXMH YUVWHYQLFX SUDYGHSRGREQRVWL YêVN\WX SRWRPND�

3RORK\ EOLåãLH N URGLþRYL PDM~ SRG�D JDXVVRYVNHM NULYN\ QRUPiOQHKR UR]GHOHQLD YlþãLX

SUDYGHSRGREQRV" XPLHVWQHQLD SRWRPND� 1iKRGQH Y\JHQHURYDQê SRWRPRN þ� � ]RGSRYHGi KRUãLHPX

ULHãHQLX DNR URGLþ �þR YLGQR ] YUVWHYQtF IXQNFLH�� 3UHWR QDPLHVWR QHKR Y\JHQHUXMHPH �DOãLHKR SRWRPND

þ� �� 7HQ ]RGSRYHGi OHSãLHPX ULHãHQLX DNR URGLþ� URGLþD WHGD QDKUDGtPH SRWRPNRP þ� � D �DOãtFK

SRWRPNRY Xå JHQHUXMHPH ] SRWRPND þ� ��

Obrázok 8.2. 3UtNODG PXWiFLH YHNWRUD V UHiOQ\PL SUHPHQQêPL ]D SRXåLWLD gaussovskej distribúcie
SUDYGHSRGREQRVWL QD XUþHQLH PDOHM QiKRGQHM ]PHQ\ �QLH YåG\ MH QXWQp PXWRYD" YãHWN\ KRGQRW\

YHNWRUD� VWDþt VL QiKRGQH Y\EUD"� NWRUê SUYRN VD EXGH PXWRYD"��
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Akceptovanie nového riešenia x ' je striktne deterministické, riešenie x ' je akceptované
�~VSHãQp�� NH� f (x '  ) < f (x�� = URGLþD JHQHUXMHPH MHGQpKR SRWRPND� NWRUê VD RG URGLþD OtãL OHQ
PiOR� .H� SRWRPRN ]RGSRYHGi KRUãLHPX ULHãHQLX DNR URGLþ� Y\PDåHPH SRWRPND D

JHQHUXMHPH LQpKR� 7R UREtPH WDN GOKR� Då SRWRPRN ]RGSRYHGi OHSãLHPX ULHãHQLX DNR URGLþ D

QDKUDGt URGLþD� 7HQWR SUtVWXS VD SRGREi gradientovým metódam alebo horolezeckému
algoritmu.

�����
��
�����������������
�����	�������
���
����

6WUDWpJLD� Y NWRUHM VD GR �DOãHM JHQHUiFLH Y\EHU~ OHSãt MHGLQFL �WX LED MHGHQ MHGLQHF� WDN ]

SRSXOiFLH URGLþRY� DNR DM ] SRSXOiFLH SRWRPNRY� VD YROi VWUDWpJLD 3/86� 3UH MHGQpKR URGLþD

D MHGQpKR SRWRPND VD WHQWR SUtVWXS R]QDþXMH VWUDWpJLD ������ Rechenberg študoval vlastnosti

tejto metódy pre dve základné funkcie. Pre prvú, “sférickú" funkciu ( ) 2
1

n
iif x== ∑x  tvoria

YUVWHYQLFH URYQDNêFK IXQNþQêFK KRGQ{W V~VWUHGQp NUXåQLFH �VIpU\�� 3UH GUXK~ IXQNFLX

( ) 1
n

iif x== −∑x � QD]êYDQ~ NRULGRURYê PRGHO� WYRULD WLHWR YUVWHYQLFH URYQREHåQp þLDU\

�SULGDQp RKUDQLþHQLD WYRULD REG�åQLN� QD NWRUpKR GOKãLX VWUDQX V~ YUVWHYQLFH NROPp�� 3UHWRåH
ide o zjednodušenú stratégiu [7] aplikovanú na jednoduché funkcie, mohol Rechenberg [1]
RGYRGL" SUHGSLV QD ]PHQX YH�NRVWL ³PXWiFLH´ � WHGD Y]GLDOHQRVWL SRWRPND RG URGLþD � D QD

“zmenu tejto zmeny”. Štandardná odchýlka σ VD Y SULHEHKX HYROXþQHM VWUDWpJLH PHQt SRG�D

pravidla 1/5 úspešnosti. Nech ϕ(k� MH NRHILFLHQW ~VSHãQRVWL GHILQRYDQê DNR SRPHU SRþWX
úspešných mutácií v priebehu posledných k iterácií N SRþWX k iterácií, z ktorých bola
~VSHãQRV" PHUDQi� SRWRP

( )( )
( )( )
( )( )

1 5

1 5

1 5

d

i

c k

c k

k

 ⋅ σ ϕ <
′σ = ⋅ σ ϕ >
 σ ϕ =

                                                       (8.3)

kde ci >1 a cd �� ULDGLD ]YlþãRYDQLH UHVS� ]PHQãRYDQLH ãWDQGDUGQHM RGFKêON\� Y OLWHUDW~UH

[1,3,4] sú tieto koeficienty špecifikované cd  =0.82 a ci  =1/cd  =1.22.
,QWXLWtYQ\P ]G{YRGQHQtP SUDYLGOD ��� ~VSHFKX MH ]YêãHQLH HIHNWtYQRVWL SUHK�DGiYDQLD� 3UL

DNFHSWiFLL YLDF DNR MHGQHM SlWLQ\ SRWRPNRY EXGH SUHK�DGiYDQLH SRNUDþRYD" YR YlþãtFK

NURNRFK� SUL QH~VSHãQRVWL E\ PDOL E\" NURN\ NUDWãLH� 7RWR SUDYLGOR S{YRGQH RGYRGHQp SUH
XYHGHQp GYH MHGQRGXFKp IXQNFLH VD SRXåtYD DM SUH LQp IXQNFLH� SUHWRåH VD HPSLULFN\ ]LVWLOR�

åH SUH PQRKp SUREOpP\ ]DEH]SHþXMH MHKR SRXåtYDQLH QDMUêFKOHMãt SRVWXS N RSWLPX� 0HWyGD
HYROXþQHM VWUDWpJLH Y pseudopascale je vyjadrená algoritmom 8.1.

$NR SUH NDåGê DOJRULWPXV� DM SUH DOJRULWPXV ��� H[LVWXM~ GUREQp PRGLfikácie. Napríklad
]PHQD VPHURGDMQHM RGFKêON\ VD P{åH UREL" SR NDåGêFK n generáciách (prvá zmena sa
Y\NRQi Då SR �� n JHQHUiFLiFK�� 9åG\ VSRþtWDPH� NR�NR ~VSHãQêFK SRWRPNRY� NWRUt QDKUDGLOL

URGLþD� VD Y\JHQHURYDOR ]D SRVOHGQêFK �� n generácií. Ak je to menej ako 2n, vynásobíme
YH�NRV" VPHURGDMQHM RGFKêON\ WDN� DE\ VD ]PHQãLOD �QDSU� þtVORP ������ NH� EROR YLDF DNR �n
SRNXVRY ~VSHãQêFK� SRWRP Y\QiVREtPH VPHURGDMQ~ RGFKêONX WDN� DE\ VD ]YlþãLOD �QDSU�

þtVORP ������
-H YãDN YåG\ SRWUHEQp RKUDQLþL" ]PHQ\ VPHUodajnej odchýlky tak, aby nedosiahla nulovú

KRGQRWX SUH GDQ~ SUHVQRV"�
.H� QLHNWRUi KRGQRWD xi QH]DSDGi GR VYRMKR Y\PHG]HQpKR LQWHUYDOX SR SULSRþtWDQt

vektoru mutácie k pôvodnému vektoru, t.j. xi  ∉〈 a,b〉 � MH SRWUHEQp SRXåL" RSUDYQê SURFHV� DE\

VD ]DLVWLOR� åH RSUDYHQi KRGQRWD VSDGi GR Y\PHG]HQpKR LQWHUYDOX� 1DMMHGQRGXFKãt WDNêWR

opravný proces je tzv. zrkadlový odraz, kedy umiestnime hodnotu xi QD RSDþQ~ VWUDQX
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KUDQLFH LQWHUYDOX� Y URYQDNHM Y]GLDOHQRVWL RG KUDQLFH� 7HGD NH� MH QDSU� b  =3.5 a xi  =4, potom
nová hodnota xi  =3 je vzdialená o 0.5 od hodnoty b� DOH QD RSDþQ~ VWUDQX� 3RNLD� VD KRGQRWD
xi dostane týmto presunom za hranice intervalu a QD RSDþQHM VWUDQH� SRVWXSXMHPH URYQDNR�

Algoritmicky tento prístup vyjadrený procedúrou 3HUWXUEDWLRQ nahradí výraz x'  :=x+N(0,σ)
v riadku 6 algoritmu 8.1. Symbol N(0, σ� WX Y\MDGUXMH MHGQR QiKRGQp þtVOR Y\JHQHURYDQp

SRG�D gaussovskej distribúcie s nulovou strednou hodnotou a štandardnou odchýlkou σ.

�����	
���
��
���� 
� [� QiKRGQH JHQHURYDQê YHNWRU UHiOQ\FK SUHPHQQêFK�

� W� �� σ� σLQL� [

� [�

� ZKLOH W�WPD[ GR

� EHJLQ L� �� N� �� W� W���

� ZKLOH L�LPD[ GR

� EHJLQ L� L��� [
� [�1���σ��
� LI I�[¶� � I�[� WKHQ

� EHJLQ N� N��� [� [
�

� LI I�[� � I�[
� WKHQ [
� [�

�� HQG�

�� HQG�

�� LI N�LPD[���� WKHQ σ� FG    σ
�� HOVH LI N�LPD[!��� WKHQ σ� FL   σ�
�� HQG�

Algoritmus 8.1. (YROXþQi VWUDWpJLD ������ 3UHPHQQi W MH SRþtWDGOR HSRFK HYROXþQHM VWUDWpJLH�

Algoritmus obsahuje dva cykly ZKLOH, vonkajší a vnútorný. Vo vnútornom cykle sa pre dané σ
RSDNXMH HOHPHQWiUQ\ NURN HYROXþQHM VWUDWpJLH LPD[�NUiW� SULþRP SUHPHQQi N ]D]QDPHQiYD ~VSHãQRV"

PXWiFLt Y WRPWR YQ~WRUQRP F\NOH� 9RQNDMãt F\NOXV� V SRþtWDGORP W, aplikuje pre rôzne hodnoty σ
HYROXþQ~ VWUDWpJLX WPD[�krát. Štandardná odchýlka σ sa inicializuje hodnotou σLQL. Modifikácia riešenia
[ VD Y\NRQiYD SRPRFRX JHQHUiWRUD QiKRGQêFK þtVHO V QXORYRX VWUHGQRX KRGQRWRX D VR ãWDQGDUGQRX

odchýlkou σ� 9R�ED ]iNODGQêFK SDUDPHWURY HYROXþQHM VWUDWpJLH �WPD[, σLQL a LPD[ � VL Y\åDGXMH XUþLWp

H[SHULPHQWRYDQLH� SRPRFRX NWRUpKR WLHWR NRQãWDQW\ QDVWDYtPH� =Y\þDMQH MH σLQL blízke jednotke a
konštanta LPD[ sa rádovo rovná tisícom.

SURFHGXUH 3HUWXUEDWLRQ�[�[¶�σ�
EHJLQ IRU L� � WR Q GR

EHJLQ ′ix � ′x � 1��� σ��
ZKLOH � ′ix !E� RU � ′ix �D� GR

LI ′ix ! E WKHQ ′ix � �E� ′ix HOVH

LI ′ix � D WKHQ ′ix � �D� ′ix �

HQG�

HQG�

Algoritmus 8.2. Pseudopascalovský kód procedúry pre mutáciu pôvodného vektora [ na nový
vektor [¶� 9 SUtSDGH� åH QLHNWRUi ]ORåND QRYpKR YHNWRUD MH PLPR LQWHUYDOX 〈a,b〉 , opravný proces
�]UNDGOHQLH� ]DEH]SHþt QiYUDW ]ORåN\ GR LQWHUYDOX�
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Úloha 8.1. 1DSURJUDPXMWH HYROXþQ~ VWUDWpJLX ����� D DSOLNXMWH MX QD RSWLPDOL]iFLX IXQNFLH

y=x 

2
� SULþRP σini � D ãWDUWRYDFt ERG EXGH ���� 3RXåLWH SUDYLGOR ��� ~VSHãQRVWL ]PHQ\ σ a

QDNUHVOLWH JUDI� NGH QD YRGRURYQHM RVL EXGH SRþHW JHQHUiFLt D QD ]YLVOHM PRPHQWiOQD KRGQRWD

URGLþD� 3RURYQDMWH SULHEHK WRKWR JUDIX V REGREQêP JUDIRP� NGH VD Y DOJRULWPH VPHURGDMQi

odchýlka σ QHEXGH PHQL" D RVWDQH NRQãWDQWQi� WHGD URYQi MHGQHM�

��!�"��
��#$%�������������#
��
������
�����
���
�&��
'%&�	(���

3UHþR MH gaussovská distribúcia lepšia ako zmena bitov v binárnom kóde? Majme reálne
þtVOR ] LQWHUYDOX >������@ URYQp SRYHG]PH QXOH� ]DNyGRYDQp GR �� ELQiUQ\FK þtVOLF� %XGH

transformované na ( )
( ) ( )120 10

2 1 2047 5
10 10

.
− −

− =   − −
� þR VD ELQiUQH ]DNyGXMH �������������

0XWiFLRX NDåGpKR ELWX E\ VPH GRVWDOL þtVOD

000000000000 → -10.0 100000100000 → +0.5873
110000000000 → +5.00366 100000010000 → +0.805861
101000000000 → +2.50305 100000001000 → +0.41514
100100000000 → +1.25275 100000000100 → +0.21978
100010000000 → +0.27595 100000000010 → +0.1221
100001000000 → +0.15018 100000000001 → +0.0732601

$NR PRåQR YLGLH"� PXWRYDQp þtVOD QHPDM~ GREU~ GLVWULE~FLX RNROR QXO\� 1DVOHGXM~FL SUtNODG

SRWYUG]XMH� åH WR QLH MH QiKRGD� þLåH WHQWR SUREOpP H[LVWXMH YãHREHFQH�

Obrázok 8.3. 'LVWULE~FLD SUDYGHSRGREQRVWL YêVOHGNX PXWiFLH ELQiUQHKR þtVOD ������������ MH YH�PL

QHURYQRPHUQi� D GRNRQFD QLH MH V\PHWULFNi� 3UHþR" '{YRGRP MH W]Y� Hammingova bariéra: binárne
þtVOD ������������ D ������������ V~ VXVHGPL Y UHiOQHM UHSUH]HQWiFLL� QR EROR E\ SRWUHEQp ]PHQL"
KRGQRW\ YãHWNêFK �� ELWRY� DE\ VPH ] SUYpKR þtVOD GRVWDOL WR GUXKp�

%LQiUQH þtVOR ������������ EROR PXWRYDQp ������NUiW� NDåGê ELW Y NDåGHM PXWiFLL V
SUDYGHSRGREQRV"RX ���� �YLDF DNR MHGHQ ELW PRKRO ]PHQL" VYRMX KRGQRWX�� 3R WUDQVIRUPiFLL
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YêVOHGQêFK ELQiUQ\FK þtVHO QD UHiOQH þtVOD VPH LQWHUYDO >-10,10] rozdelili do 40 oblastí a
VSRþtWDOL� NR�NR þtVHO VD QDFKiG]DOR Y NDåGHM REODVWL �YL� REU� �����

$NR GRVWD" QiKRGQp þtVOD V QRUPiOQ\P UR]GHOHQtP SRG�D gaussovskej distribúcie?
$OJRULWP\ ��� D ��� VD ]DNODGDM~ QD SRXåLWt %R[RYHM D Mullerovej metódy, implementáciu
P{åHWH QiMV" Y NQLKiFK Numerical Recipes (existujú pre Pascal, C, aj Fortran [12]). Tieto
pseudopascalovské algoritmy vracajú náhodnú premennú s nulovou strednou hodnotou a
MHGQRWNRYRX VPHURGDMQRX RGFKêONRX� 3RXåtYDM~ SULWRP JHQHUiWRU QiKRGQêFK þtVHO ] LQWHUYDOX
����@ V XQLIRUPQêP UR]GHOHQtP � WHGD NDåGp þtVOR ] WRKWR LQWHUYDOX GRVWDQHWH V URYQDNRX
SUDYGHSRGREQRV"RX� 3RNLD� MH N GLVSR]tFLL LED JHQHUiWRU QiKRGQêFK SULURG]HQêFK þtVHO�
Y\JHQHUXMWH WDNp þtVOR� SUHYH�WH QD UHiOQH þtVOR D Y\GH�WH KR PD[LPiOQRX PRåQRX KRGQRWRX

GRVLDKQXWH�QRX JHQHUiWRURP � WR E\ PDOR ]RGSRYHGD" YêVOHGNX IXQNFLH random. Algoritmy
��� D ��� YODVWQH Y\UiEDM~ YåG\ GYH QiKRGQp SUHPHQQp V QRUPiOQ\P UR]GHOHQtP� *DXVV�

(*DXVV�) a VDYH� 3UY~ GiYDM~ DNR YêVOHGRN KQH�� GUXK~ SUL �DOãRP YRODQt IXQNFLH�

=ORåLWHMãt� QR Y PQRKêFK SUtSDGRFK UêFKOHMãt MH W]Y� WUDSp]RYê DOJRULWPXV� RStVDQê Y >��@�
ktorého kód vo Fortrane je uvedený v [4].

3UHWRåH VD YãDN JHQHUiWRU QiKRGQêFK þtVHO V QRUPiOQRX GLVWULE~FLRX SRXåtYD þDVWR D
SRGVWDWQH RYSO\Y�XMH þDVRY~ QiURþQRV" YêSRþWX� REUiWLPH SR]RUQRV" QD logistickú distribúciu
�YL� REU� ����� 7iWR GLVWULE~FLD MH YH�PL SRGREQi QRUPiOQHM GLVWULE~FLL� DOH MH MHGQRGXFKãLD QD

YêSRþHW D SRPHUQH þDVWR QiP P{åH Y\KRYXM~FR VO~åL" DNR MHGQRGXFKãLD DOWHUQDWtYD�

Formálne sa tvar ORJLVWLFNHM GLVWULEXþQHM IXQNFLH fσ(x� Gi Y\MDGUL" QDVOHGRYQH�

( ) 1

1 x /
f x

e
σ − σ=

+
                                                        (8.4)

kde funkcia ωσ(x) predstavuje odpovedajúcu funkciu hustoty rozdelenia náhodnej premennej

                           ( ) ( )
( )2

1

1

x /

x /

e
x f x

e

σ

σ
σ

′ω = =
σ +

                                            (8.5)

Obrázok 8.4. Zobrazenie ORJLVWLFNHM GLVWULEXþQHM IXQNFLH fσ(x) a jej hustoty ωσ(x) pre σ = 0.
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kde parameter σ V NODGQRX KRGQRWRX �SULEOLåQH ]RGSRYHGDM~FL ãWDQGDUGQHM RGFKêONH X

QRUPiOQHM GLVWULE~FLH� XUþXMH ³ãtUNX´ IXQNFLH KXVWRW\ ωσ(x). Distribúcia fσ(x) mapuje celú reálnu
os na otvorený interval (0,1), fσ: R → ������ 0{åH VD SRXåL" QD MHGQRGXFK~ NRQãWUXNFLX

JHQHUiWRUD QiKRGQêFK UHiOQ\FK þtVHO ]DFKRYiYDM~FLFK ORJLVWLFN~ GLVWULE~FLX� .H� Y\ULHãLPH
rovnicu

1

1 x /
r

e− σ=
+

                                                            (8.6)

pre r ∈  (0,1) dostávame

ln
1

r
x

r
= σ

−
                                                             (8.7)

7HGD NH� MH r QiKRGQp þtVOR V XQLIRUPQRX GLVWULE~FLRX� SRWRP x XUþHQp SRPRFRX ����� MH

QiKRGQp þtVOR V QXORYRX VWUHGQRX KRGQRWRX� VSO�XM~FH logistickú distribúciu. Ako
LQWHUSUHWRYD" D XUþL" SDUDPHWHU σ" 3RåDGXMHPH� DE\ EROR ��� S � QiKRGQêFK þtVHO �SUH

0< p <1) generovaných z intervalu (−ρ,ρ); potom

( )x dx p
ρ

σ
−ρ

ω =∫                                                         (8.8)

IXQFWLRQ *DXVV� � UHDO�

EHJLQ

LI KHOS  � WKHQ

EHJLQ

UHSHDW

Y�� ���
UDQGRP − ����

Y�� ���
UDQGRP − ����

U� Y�
�
� Y�

�
�

XQWLO �U������

IDF� -2.0*ln(r)/r

VDYH� Y�∗ IDF�
*DXVV�� Y�∗ IDF�
KHOS� ��

HQG HOVH

EHJLQ

KHOS� ��

*DXVV�� VDYH�

HQG

HQG

Algoritmus 8.3. Generátor QiKRGQHKR þtVOD

s normálnym (gaussovským) rozdelením s
nulovou strednou hodnotou a jednotkovou
VPHURGDMQRX RGFKêONRX� 9HU]LD SRG�D

Numerical Recipes [12]. Pred aktiváciou
SRORåtPH H[WHUQ~ SUHPHQQ~ KHOS� �.
Premenná VDYH MH WLHå H[WHUQi�

IXQFWLRQ *DXVV� � UHDO�

EHJLQ

LI KHOS  � WKHQ

EHJLQ

D� -2.0*ln(random)

E� �
π
UDQGRP�
VDYH� D∗ FRV�E��
*DXVV�� D∗ VLQ�E��
KHOS� ��

HQG HOVH

EHJLQ

KHOS� ��

*DXVV�� VDYH�

HQG

HQG

Algoritmus 8.4. Generátor QiKRGQHKR þtVOD V

normálnym (gaussovským) rozdelením s nulovou
strednou hodnotou a jednotkovou smerodajnou
RGFKêONRX� -HGQRGXFKãLD YHU]LD �QR Y]K�DGRP N

SRXåLWLX WULJRQRPHWULFNêFK IXQNFLt YêSRþWRYR R

QLHþR QiURþQHMãLD� SRXåtYDQi Schwefelom [4]. Pred
DNWLYiFLRX SRORåtPH H[WHUQ~ SUHPHQQ~ KHOS� �.
Premenná VDYH MH WLHå H[WHUQi�
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3UL Y\XåLWt Y]RUFRY ����� D ����� SUH fσ(x) a ωσ(x) po jednoduchých úpravách dostaneme

1
1

ln
1

p
p

− +σ = ρ − 
                                                       (8.9)

Napríklad ak p  ���� �WHGD ��� JHQHURYDQêFK QiKRGQêFK þtVHO SDWUt GR LQWHUYDOX

(−ρ,ρ)), potom
1

ln ln199 5 3
1

p
.

p
+ = ≈
−

                                                 (8.10)

7R ]QDPHQi� åH ]D SUHGSRNODGX� åH ��� QiKRGQêFK þtVHO SDWUt GR LQWHUYDOX �−ρ,ρ), by σ malo
E\" SULEOLåQH Sl"NUiW PHQãLH DNR ρ.

3RGREQH DNR SUH VLPXORYDQp åtKDQLH� DM SUH HYROXþQ~ VWUDWpJLX VD GRNi]DOR >����@� åH

potenciálne poskytuje globálny extrém optimalizovanej funkcie f (x ). Za predpokladu
regulárnosti optimalizovaného problému (RSWLPDOL]RYDQi IXQNFLD MH VSRMLWi� GHILQLþQê RERU

IXQNFLH WYRUt X]DWYRUHQ~ PQRåLQX D SODWt QLHNR�NR �DOãtFK SRGPLHQRN YlþãLQRX VSOQHQêFK X

LQåLQLHUVN\FK SUREOpPRY� MH PRåQp GRNi]D" NRQYHUJHQþQê WHRUpP �SUHK�DG Y >�@� YãHREHFQH
[15, 16]). .RQYHUJHQþQê WHRUpP WYUGt� åH JOREiOQH RSWLPXP VD GRVLDKQH V MHGQRWNRYRX
SUDYGHSRGREQRV"RX� QHKRYRUt YãDN� SR DNRP SRþWH JHQHUiFLt�

��)�*
�&�	��

���
��
�������kovariancie

6FKZHIHO D MHKR VSROXSUDFRYQtFL >�����@ QDYUKOL �DOãLH� VRILVWLNRYDQHMãLH YHU]LH HYROXþQHM

VWUDWpJLH� WDNåH Y V~þDVQRVWL Xå PRåQR KRYRUL" R FHOHM WULHGH HYROXþQêFK VWUDWpJLt� 2GSDGi WX

QXWQRV" ]DYiG]DQLD SUDYLGLHO SUH ]PHQ\ ãWDQGDUGQHM RGFKêON\� þR PRKOR YLHV" N

SUHGþDVQpPX XNRQþHQLX RSWLPDOL]iFLH� DNR MH WR QD REUi]NX ����

Obrázok 8.5. 8NiåND ]O\KDQLD SUtVWXSX ]PHQãRYDQLD ãWDQGDUGQHM RGFKêON\ ULDGHQHM SUDYLGORP ���
úspešných pokusov. Toto pravidlo sa pôvodne vytvorilo na to, aby algoritmus rýchlo našiel minimum,
NH� VD GRVWDQH GR MHKR EOt]NRVWL� 9WHG\ QiMGH PHQHM DNR ��� OHSãtFK ULHãHQt� D WHGD VR ]PHQãHQtP

ãWDQGDUGQHM RGFKêON\ ]DþQH SUHK�DGiYD" EOLåãLH RNROLH� .H� YãDN Pi IXQNFLD �~]NH ~GROLH�� DOHER V~

DNWtYQH LQp RKUDQLþHQLD� G�åND NURNX EXGH VWiOH NOHVD" EH] WRKR� åH E\ VD ]Y\ãRYDOD ~VSHãQRV"
DOJRULWPX� D WHQ SRWRP �]DPU]QH� �DOHNR RG PLQLPD�
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6FKZHIHO QRYãLH ]DYLHGRO PQRKRþOHQQp HYROXþQp VWUDWpJLH� R]QDþRYDQp �m+l  ) alebo
(m,l  �� NWRUp LPLWXM~ �DOãLH ]iNODGQp SULQFtS\ RUJDQLFNHM HYRO~FLH� 3UDFXMH VD WX SRWRP V FHOêP

V~ERURP URGLþRYVNêFK YHNWRURY x� NWRUêFK SRþHW MH m. V prípade stratégie PLUS (m+l  )
Y\JHQHUXMHPH ] WêFKWR URGLþRY l potomkov. Potom takto navrhnuté vektory - potomkov a
S{YRGQp ³URGLþRYVNp´ YHNWRU\ � ]RUDGtPH VSROX SRG�D optimálnosti riešení a prvých m
QDMOHSãtFK MHGLQFRY � ULHãHQt ]REHULHPH DNR URGLþRY GR �DOãHM SRSXOiFLH� 9 SUtSDGH VWUDWpJLH

ý,$5.$ �m,l  ) vyberáme budúcich m URGLþRY LED ] SUiYH Y\JHQHURYDQêFK l potomkov a
URGLþLD WêFKWR SRWRPNRY Y\PLHUDM~� äLYRW NDåGpKR MHGLQFD MH REPHG]HQê LED QD MHGQX

JHQHUiFLX� 2NUHP PXWiFLH VD SUL RELGYRFK VWUDWpJLiFK SRXåtYD NUtåHQLH� WHGD þLDVWRþQi

YêPHQD LQIRUPiFLt PHG]L YHNWRUPL UHiOQ\FK þtVHO �YL� REU� ����� QD UR]GLHO RG NUtåHQLD

ELQiUQ\FK UH"D]FRY SRXåtYDQpKR SUL JHQHWLFNêFK DOJRULWPRFK� .UtåHQLH GYRFK DOHER YLDFHUêFK

URGLþRY YåG\ SURGXNXMH MHGQpKR SRWRPND QD UR]GLHO RG JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY� NHG\ GYDMD

URGLþLD JHQHUXM~ YåG\ GYRFK SRWRPNRY� 5RYQDNR DNR SUL JHQHWLFNêFK DOJRULWPRFK VD

FKURPR]yP P{åH Y\EUD" DNR URGLþ DM QLHNR�NRNUiW�

Obrázok 8.6. 'YD ] PQRKêFK GUXKRY NUtåHQLD SRXåtYDQêFK SUL HYROXþQHM VWUDWpJLL� .UtåHQLH
³SULHPHURP´ ]REHULH GYD YHNWRU\� VþtWD KRGQRW\ LFK SUYNRY QD ]RGSRYHGDM~FLFK PLHVWDFK D Y\GHOt FHOê
YHNWRU GYRPD� .UtåHQLH ³GLVNUpWQH´ SUHEHUi KRGQRW\ QD ]RGSRYHGDM~FLFK PLHVWDFK QiKRGQêP YêEHURP

] MHGQpKR DOHER GUXKpKR YHNWRUD ³URGLþRYVNêFK MHGLQFRY´�

1DMYlþãtP ³REMDYRP´ HYROXþQHM VWUDWpJLH MH YãDN PRåQRV" QHEUD" MHGLQ~ KRGQRWX

štandardnej smerodajnej odchýlky pre všetky hodnoty optimalizovaného vektora reálnych
þtVHO x� DOH XFKRYiYD" SUH NDåG~ SUHPHQQ~ ] YHNWRUD x vlastnú hodnotu smerodajnej
RGFKêON\ �UR]SW\O�� .DåGê MHGLQHF MH WHGD WYRUHQê GYRPD YHNWRUPL� YHNWRURP x a vektorom
smerodajných odchýlok σ. Nesie si tak so sebou aj informáciu o distribúcii pre novú mutáciu.
Mutácie sa všeobecne robia rovnako ako pri stratégii (1+1) s pomocou štatistického
UR]GHOHQLD WDN� åH GUREQp ]PHQ\ V~ SUDYGHSRGREQHMãLH D ]iYDåQp ]PHQ\ QHSUDYGHSRGREQp�

7iWR WHQGHQFLD VD V þDVRP ]Y\ãXMH VSROX V SULEOLåRYDQtP SRSXOiFLH N RSWLPX� WHGD EOt]NR
RSWLPD V~ PXWiFLH Xå OHQ PDOp� $NR DOH SR]QD"� åH VPH Xå EOt]NR RSWLPD" 0QRKRþOHQQp

HYROXþQp VWUDWpJLH W~WR RWi]NX REFKiG]DM~ PHWD�HYROXþQRX VDPRDGDSWDþQRX WHFKQLNRX� NHG\

VD DM YH�NRV" PXWiFLt Y SULHEHKX DOJRULWPX PHQt� (YRO~FLD WHGD QHEXGH SUHELHKD" LED SUL
SUHPHQQêFK XUþXM~FLFK ULHãHQLH� DOH V~þDVQH VD EXGH Y\YtMD" LQIRUPiFLD R WRP� DNR NDåGp ]

ULHãHQt EXGH JHQHURYD" QRYpKR SRWRPND� 7iWR LQIRUPiFLD MH XORåHQi Y W]Y� VWUDWHJLFNêFK

SUHPHQQêFK� .H� ]PHQD DNWXiOQHM KRGQRW\ MHGQHM SUHPHQQHM YH�PL QHPHQt ]RGSRYHGDM~FX

hodnotu optimalizovanej funkcie, potom vývoj hodnoty smerodajnej odchýlky priradenej tejto
SUHPHQQHM EXGH VPHURYD" N YlþãtP þtVODP� 7HGD ]PHQ\ PDM~ LQ~ PLHUNX SUL SUHPHQQêFK�
NWRUp PDM~ Ylþãt YSO\Y QD KRGQRWX IXQNFLH DNR LQp SUHPHQQp� .DåGê QRYê MHGLQHF MH
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RKRGQRWHQê ~þHORYRX IXQNFLRX� 8þHQLH SUHELHKD QD GYRFK ~URYQLDFK� MHGQD ~URYH� KRGQRWt

GRVLDKQXWp YêVOHGN\ IXQNFLH� GUXKi ~URYH� SUHGVWDYXMH VFKRSQRV" MHGLQFD XþL" VD

]DNyGRYDQ~ Y VPHURGDMQHM RGFKêONH XUþXM~FHM YH�NRV" PXWiFLH �DM NH� WiWR VFKRSQRV" VD

zhodnocuje len nepriamo pomocou ohodnotení výsledkov funkcie).
3UL SRXåLWt VPHURGDMQHM RGFKêON\ SUH NDåG~ SUHPHQQ~ SRVN\WXMH YlþãLQRX OHSãLH YêVOHGN\

³þLDUNRYi´ VWUDWpJLD� NGH SRSXOiFLD URGLþRY FHONRP Y\PLHUD� $M NH� PRPHQWiOQH P{åH G{MV" N

zabudnutiu najlepšieho doteraz nájdeného riešenia, v dlhodobom meradle táto stratégia
funguje lepšie, lebo sa dostane cez lokálne minimá, kedy nejaké riešenie má síce
momentálne vysokú hodnotu optimalizovanej funkcie, ale nastavenie smerodajných odchýlok
MH ]Op� =DE~GDQLH URGLþRYVNêFK FKURPR]yPRY SUHIHUXMH Y\EXGRYDQLH YQ~WRUQHM ãWUXNW~U\ �
WHGD VPHURGDMQêFK RGFKêORN � RSWLPiOQH QDVWDYHQêFK QD �DOãt YêYRM� 7DNêWR SUtVWXS SRWRP

IXQJXMH OHSãLH SUH RSWLPDOL]iFLX ]DãXPHQêFK DOHER þDVRYR SUHPHQQêFK IXQNFLt� +RGQRW\
vektora x VL P{åHPH SUHGVWDYL" DNR DQDOyJLX IHQRW\SX D KRGQRW\ VPHURGDMQêFK RGFKêORN DNR

JHQRW\S� 9êEHURP XUþLWpKR SRPHUX SRþWX URGLþRY D SRWRPNRY m /l PRåQR QDVWDYRYD" UêFKORV"

NRQYHUJHQFLH HYROXþQHM VWUDWpJLH� .H� FKFHPH UêFKOX� QR ORNiOQX NRQYHUJHQFLX� ]YROtPH VL

silne UHãWULNWtYQX VHOHNFLX� QDSU� �������� .H� K�DGiPH JOREiOQH RSWLPXP� PXVtPH VHOHNFLX

]PLHUQL"� QDSU� ��������� 3UH Xå ]PLHQHQ~ VIpULFN~ IXQNFLX MH LGHiOQ\ SRPHU

URGLþLD�SRWRPNRYLD DVL ���� QR URGLþRY PXVt E\" SULWRP UiGRYR DVSR� GHVD"�

5RGLþLD SUH NUtåHQLH VD Y\EHUDM~ ] FHOHM SRSXOiFLH V URYQDNRX SUDYGHSRGREQRV"RX�
QH]iOHåt WHGD QD RSWLPiOQRVWL ULHãHQLD �NRQYHUJHQFLD MH GRVWDWRþQH ]DEH]SHþHQi VHOHNFLRX

SRWRPNRY SUH �DOãLX JHQHUiFLX URGLþRY�� 3UH NUtåHQLH VD YlþãLQRX SRXåtYD ³GLVNUpWQH

NUtåHQLH´� ]QiPH ] DQDOyJLH V JHQHWLFNêPL DOJRULWPDPL� NGH SRWRPRN SRVWXSQH SUHEHUi
KRGQRW\ ] MHGQpKR DOHER GUXKpKR URGLþD V URYQDNRX SUDYGHSRGREQRV"RX �YL�� REU� �����

.UtåHQLH WHUD] Xå ]DK��D QLHOHQ YêPHQX KRGQ{W YHNWRUD x, ale aj hodnôt vektora
zodpovedajúcich smerodajných odchýlok σ.

Obrázok 8.7. *OREiOQH XQLIRUPQp NUtåHQLH �DOHER LQDN JOREiOQD rekombinácia), kedy potomok má viac
DNR GYRFK URGLþRY �QHH[LVWRYDOR E\ UR]OtãHQLH QD ³PXåVNp´ D ³åHQVNp´ SRKODYLH� XYHGHQê SUtVWXS E\

]RGSRYHGDO YLDFHUêP URYQRFHQQêP SRKODYLDP�� .DåGê SUYRN YHNWRUD ULHãHQLD �SUHPHQQi� VD EHULH ]

QiKRGQH ]YROHQpKR URGLþRYVNpKR YHNWRUD�

�DOãtP ] PRåQêFK VS{VRERY NUtåHQt MH NUtåHQLH SULHPHURP� NWRUp YãDN þDVWR YHGLH N SUtOLã

rýchlej lokálnej konvergencii.
1DMQRYãLH VD REMDYLOL �DOãLH GUXK\ NUtåHQLD� NWRUp VD SRXåLOL WDN Y JHQHWLFNêFK DOJRULWPRFK�

DNR DM Y HYROXþQHM VWUDWpJLL >��@� 'YD YHNWRU\ x1 a x2 produkujú dvoch potomkov y1 a y2, ktoré
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V~ OLQHiUQRX NRPELQiFLRX VYRMLFK URGLþRY

y1 = a x1 + (1-a) x2                                                                                  
(8.11)

                                                        y2 = (1-a) x1 + a x2

Okrem tohto NUtåHQLD VD HãWH QDYUKOR GLVNUpWQH JOREiOQH XQLIRUPQp NUtåHQLH� NWRUp VL

hodnoty vektorov x a σ QHY\EHUi SRVWXSQH QiKRGQH ] GYRFK YHNWRURY� QR P{åH VL Y\EHUD" ]R

YãHWNêFK URGLþRYVNêFK YHNWRURY �YL�� REU� ����� 2EGRERX ³NUtåHQLD SULHPHURP´ SUH JOREiOQH
XQLIRUPQp NUtåHQLH MH SRXåLWLH KRGQ{W MHGQpKR URGLþD SUH YãHWN\ SUHPHQQp� ]DWLD� þR GUXKê
URGLþ VD Y\EHUi SUH NDåG~ SUHPHQQ~ ]YOiã"� 3RG�D Schwefelových skúseností [2,3] sa
RVYHGþLOR SRXåLWLH U{]Q\FK GUXKRY NUtåHQLD SUH UR]GLHOQH þDVWL FKURPR]yPRY� QDSU� GLVNUpWQH

NUtåHQLH V GYRPD URGLþPL SUH SUHPHQQp xi VSROX V NUtåHQtP SULHPHURP �SUtSDGQH DM MHKR

globálnym variantom) pre smerodajné odchýlky a uhly α RStVDQp �DOHM�

3UH ]PHQX VPHURGDMQêFK RGFKêORN VD SUL YLDFþOHQQêFK HYROXþQêFK VWUDWpJLiFK Xå
QHSRXåtYD GHWHUPLQLVWLFNê DOJRULWPXV� DNR EROR SUDYLGOR ��� ~VSHãQRVWL� 1DPLHVWR WRKR VD

VPHURGDMQp RGFKêON\ SRGURELD HYROXþQpPX SURFHVX� .DåGi VPHURGDMQi RGFKêOND MH WHUD]

mutovaná
σi’=σi exp(N(0, ∆σ0))                                                     (8.12)

kde N(0, ∆σ0) je náhodná premenná vygenerovaná s normálnym rozdelením so stredom v 0
a smerodajnou odchýlkou ∆σ0. Táto smerodajná odchýlka ∆σ0 je parametrom metódy,
konštantou, ktorá je rovnaká pre všetky smerodajné odchýlky všetkých premenných v celom
þDVRYRP SULHEHKX DOJRULWPX� 1RYRY\WYRUHQi VPHURGDMQi RGFKêOND σi’ potomka príslušná
nejakej i-tej hodnote xi vo vektore premenných x VD KQH� SRXåLMH QD Y\JHQHURYDQLH QRYHM

hodnoty
xi’=xi + N (0,σi’)                                                       (8.13)

Okrem YODVWQHM KRGQRW\ SUHPHQQHM YR YHNWRUH D MHM VPHURGDMQHM RGFKêON\ P{åH E\" V~ERU

SUHPHQQêFK FKDUDNWHUL]RYDQê DM �DOãtP YHNWRURP ³VWUDWHJLFNêFK´ SUHPHQQêFK� NWRUê ULDGL

koreláciu mutácií. Pre dve premenné s rôznymi hodnotami smerodajnej odchýlky vrstevnice
SUDYGHSRGREQRVWL XPLHVWQHQLD PXWRYDQpKR YHNWRUD QHSUHGVWDYXM~ NUXåQLFX� DOH HOLSVX� 7iWR

HOLSVD MH YãDN RULHQWRYDQi Y VPHUH V~UDGQLFRYêFK RVt� 0{åHPH VL YãDN SUHGVWDYL"� åH

RSWLPXP QLH MH XPLHVWQHQp Y VPHUH GOKãHM RVL HOLSV\� DOH QLHNGH QDSULHþ� ,GHiOQH E\ SRWRP

bolo, keby sme mohli túto elipsu vrstevníc pravdepodobností umiestnenia mutovaného
YHNWRUD QDWRþL" WDN� DE\ KODYQi RV HOLSV\ VPHURYDOD N RSWLPX� 7DN E\ PXWRYDQê YHNWRU PDO
QDMYlþãLX PRåQRV" þR QDMYLDF VD SULEOtåL" N RSWLPX �YL� REU� ����� 7RWR QDWRþHQLH PRåQR ]DLVWL"

NRYDULDQFLDPL� 9HNWRU ³VWUDWHJLFNêFK´ SUHPHQQêFK WHGD P{åH SUH n-rozmerný vektor x
]DK��D" n rozptylov cii = σi 

2 rovnako ako n(n-1)/2 kovariancií cij zovšeobecnenej n-rozmernej
normálnej distribúcie s hustotou pravdepodobnosti vektora mutácií z

( )

1
2

2

T

n

exp
p( )

det

 −  =
π ⋅

z C z
z

C
                                                 (8.14)

1D ]DLVWHQLH NODGQRVWL D NRQHþQRVWL NRYDULDQþQHM PDWLFH C-1=cij SRXåtYD DOJRULWPXV

]RGSRYHGDM~FH URWDþQp XKO\ αj (−π  ≤ αj   ≤π) namiesto koeficientov cij. Tieto uhly sú v
QDVOHGRYQRP Y]"DKX N YDULiFLiP D kovarianciám:

( ) 2 2

2
2 ij

ij
i j

c
tan α =

σ − σ
                                                     (8.15)

2VL PXWDþQêFK HOLSVRLGRY �SRYUFKX URYQDNHM KXVWRW\ SUDYGHSRGREQRVWL XPLHVWQHQLD
SRWRPND Y\WYRUHQpKR PXWiFLRX ] URGLþD XPLHVWQHQpKR Y VWUHGH HOLSVRLGX� V~ SRWRP

URYQREHåQp V NRRUGLQDþQêPL RVDPL LED YWHG\� DN MH NRYDULDQþQi PDWLFD GLDJRQiOQD� 9R
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všeobecnejšom prípade nenulových NRYDULDQFLt P{åH E\" HOLSVRLG �XERYROQH QDWRþHQê Y
priestore riešení a mutácie premenných sú lineárne korelované. Takto vytvorení potomkovia
VD P{åX DGDSWRYD" QD �XERYR�Qê YêKRGQê VPHU SUHK�DGiYDQLD� þR MH YêKRGQp Y SUtSDGH
existencie úzkych údolí v optimalizovanej funkcii.

Obrázok 8.8. 3UYê JUDI XND]XMH þLDU\ URYQDNHM KXVWRW\ XPLHVWQHQLD SRWRPND ] URGLþRYVNpKR
FKURPR]yPX XPLHVWQHQpKR Y VWUHGH þLDUNRYDQpKR RYiOX� .H� VD ãWDQGDUGQp RGFKêON\ SUH RELGYH

SUHPHQQp URYQDM~� þLDUD MH WYRUHQi NUXåQLFRX� äHODOL E\ VPH VL YãDN� DE\ SRWRPRN PDO YlþãLX PRåQRV"

XPLHVWQL" VD Y VPHUH PLQLPD R]QDþHQpKR V~VWUHGQêPL YUVWHYQLFDPL� .H� ]PHQtPH ãWDQGDUGQp

RGFKêON\� GRVWDQHPH ] NUXåQLFH XUþXM~FHM SUDYGHSRGREQp XPLHVWQHQLH SRWRPND HOLSVX� 1R RVL WHMWR

HOLSV\ V~ VWiOH URYQREHåQp VR V~UDGQLFRYêPL RVDPL� 1DWRþL" HOLSVX WDN� DE\ VYRMRX KODYQRX RVRX

VPHURYDOD N PLQLPX� GRNiåHPH LED SRRWRþHQtP R XKRO α, ktoré je realizáciou kovariancie.

Mutácie, ktoré berú do úvahy aj kovarianciu, sa robia nasledovne

σi’=σi ⋅ exp(τ0⋅ N(0,1) +τ Ni  (0,1))

αj’=αj  +β ⋅ Nj  (0,1)                                                      (8.16)

xi’=xi + zi (σ’,α’)

9êUD] 1����� R]QDþXMH Y\JHQHURYDQ~ QRUPiOQH GLVWULEXRYDQ~ MHGQRUR]PHUQ~ QiKRGQ~
SUHPHQQ~ SUL QXORYHM VWUHGQHM KRGQRWH D MHGQRWNRYHM VPHURGDMQHM RGFKêONH� ]DWLD� þR Ni (0,1)
R]QDþXMH� åH QiKRGQi SUHPHQQi MH YåG\ ]QRYD Y\JHQHURYDQi SUH NDåG~ KRGQRWX SRþtWDGOD i.
7HQWR V~ERU Y]RUFRY VD SRXåLO SUH ∀ i∈ {1,...,n}, ∀ j∈ {1,...,n⋅(n−1)/2}. Globálny faktor
exp(τ0⋅ 1������ GRYR�XMH FHONRY~ ]PHQX YH�NRVWL YãHWNêFK PXWiFLt� ]DWLD� þR exp(τ ⋅Ni (0,1))
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SRYR�XMH LQGLYLGXiOQX ]PHQX VWUHGQHM YH�NRVWL NURNX σi  . Výraz exp(τ ⋅Ni (0,1)) je teda
LQGLYLGXiOQ\P SDUDPHWURP JHQHURYDQêP ]YOiã" SUH NDåG~ SUHPHQQ~ ] YHNWRUD x� GRYR�XM~F

tak individuálne zmeny “priemerných” zmien σi NDåGHM SUHPHQQHM xi    vektora x.

Obrázok 8.9. 3RRWRþHQLH HOLSV\ URYQDNêFK KRGQ{W SUDYGHSRGREQRVWL Y\JHQHURYDQLD ]PLHQ ∆x1 a ∆x2.

Obrázok 8.10. =REUD]HQLH YUVWHYQtF KRGQ{W IXQNFLH GYRFK SUHPHQQêFK V RSWLPDPL R]QDþHQêPL
VYHWORX IDUERX� %LHOH ERGNRYDQp HOLSV\ R]QDþXM~ PLHVWD URYQDNHM SUDYGHSRGREQRVWL XPLHVWQHQLD

SRWRPND Y]QLNQXWpKR PXWiFLRX ] URGLþD XPLHVWQHQpKR Y VWUHGH HOLSV\ R]QDþHQRP NUtåHQtP RVt� 'OKãLD

RV HOtSV MH QDVPHURYDQi N RSWLPX WDN� DNR VD WR ³MHGLQHF´ QDXþLO Y SULHEHKX RSWLPDOL]iFLH� NHG\ VL

NDåGi ] SUHPHQQêFK XFKRYiYD YODVWQ~ KRGQRWX VPHURGDMQHM RGFKêON\ D RNUHP WRKR VL NDåGê �MHGLQHF�
ešte uchováva výhodný smer korelovaných odchýlok.

Týmto spôsobom sú mutácie premenných korelované pomocou hodnôt vektora α �YL�

obr. 8.9). Konštanty τ0, τ a β sú parametre, ktoré 6FKZHIHO >���@ QDYUKXMH QDVWDYL" QD KRGQRW\

0 1 2 nτ ∝ a 1 2nτ ∝ a β≈0.0873 (=5o
Y UDGLiQRFK�� 3UL SRXåLWt NRYDULDQFLt� þLåH XKORY�

QHPXVtPH EUD" GR ~YDK\ Y]"DK\ PHG]L YãHWNêPL SUHPHQQêPL� WHGD SRþHW XKORY P{åH E\" DM

menší ako n (n−����� 7R E\ YãDN Y\åDGRYDOR SUHGEHåQ~ DQDOê]X DOHER RSWLPDOL]iFLX YêEHUX

XKORY� NWRUp MH PRåQp ]DQHGED"� .RQãWDQW\ τ0, τ VD P{åX LQWHUSUHWRYD" DNR ³UêFKORVWL XþHQLD´�

SRGREQH DNR MH WR SUL QHXUyQRYêFK VLH"DFK� 1DMOHSãLH QDVWDYHQLH WêFKWR SDUDPHWURY P{åH

]iYLVLH" RG GUXKX optimalizovanej funkcie. Rovnako ako pri stratégii (1+1), musia smerodajné
RGFKêON\ ]RVWD" YlþãLH DNR QHMDNi PLQLPiOQD QHQXORYi KRGQRWD� 6FKZHIHO SRåDGXMH VSOQHQLH

podmienky σi  ≥ ε   xi    , kde ε!� MH PDOp NODGQp þtVOR� 3RNLD� XKO\ αj¶ SUHNURþLD KUDQLFH �−π,π),
SRXåtYDPH ]UNDGORYê RGUD] SRGREQH DNR Y SURFHG~UH Perturbation opísanej pri stratégii
(1+1).
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äLD�� JHQHURYD" QiKRGQê YHNWRU PXWiFLt V þOHQPL zi (σ’,α’) uvedenými v (8.16) s distribúciou
pravdepodobnosti p(z� XYHGHQRX Y ������ QHPXVt E\" WULYLiOQ\P SUREOpPRP� 1DPLHVWR
SULDPHKR JHQHURYDQLD V~UDGQtF VD SUHWR SRXåtYD SRVWXSQi URWiFLD� 3RYHG]PH� åH PiPH GYH

premenné x1 a x2 so smerodajnými odchýlkami σ1 a σ2� WDNåH YUVWHYQLFH URYQDNêFK KRGQ{W

SUDYGHSRGREQRVWL E\ Y\WYiUDOL HOLSVX V RVDPL URYQREHåQêPL V KODYQêPL RVDPL� .RUHODþQê

koeficient c12 zodpovedá uhlu α� R NWRUê VD WiWR HOLSVD SUDYGHSRGREQRVWL SRRWRþt �YL� REU� ���

D ������ 7DNåH DN V~ S{YRGQp RGFKêON\ SUHPHQQêFK x1 a x2 so smerodajnými odchýlkami σ1

a σ2 rovné ∆x1 a ∆x2� SRWRP RGFKêON\ XSUDYHQp SRPRFRX NRUHODþQpKR NRHILFLHQWX PDM~ WYDU

∆x1’=∆x1 cos α - ∆x2 sin α, ∆x2’=∆x1 sin α + ∆x2 cos α.
3UH WUL SUHPHQQp E\ VD PXVHOL XUREL" WUL QDVOHGXM~FH URWiFLH� Y URYLQH �∆x1, ∆x2) o uhol α1 s

výsledkom ∆x1’ a ∆x2’, v rovine (∆x1’, ∆x3) o uhol α2 s výsledkom ∆x1’’ a ∆x3’ a v rovine (∆x2’,
∆x3’) o uhol α3 s výsledkom ∆x2’’ a ∆x3’’. Výsledné zmeny premenných by teda boli ∆x1’’, ∆x2’’
a ∆x3’’.

3UH YLDF SUHPHQQêFK VD GDQê SUtVWXS MHGQRGXFKãLH Y\MDGUt SRPRFRX URWDþQêFK PDWtF�
.DåGi PDWLFD ]RGSRYHGi MHGQpPX XKOX� WHGD MHGQHM kovariancii dvojice premenných vektora
x� %XGHPH PD" n (n−���� URWDþQêFK PDWtF R(αij)=(rkl). Tieto matice sú jednotkové, teda na
hlavnej diagonále majú samé jednotky a inde samé nuly, s výnimkou štyroch prvkov: rii = rjj =
cos αij, a rij = − rji = − sin αij. 7ULJRQRPHWULFNp YêUD]\ V~ WHGD XPLHVWQHQp YåG\ Y SULHVHþQtNRFK
ULDGNRY D VW�SFRY i a j. Násobenie týmito maticami zodpovedá vlastne transformácii súradníc
Y]K�DGRP QD RVL i a j SUL RWRþHQt R XKRO αij� 0{åHPH QiVREL" YåG\ SUY~ PDWLFX R(α1,2)
vektorom odchýlok premenných (∆x1, ∆x2, ..., ∆xn) zodpovedajúcich premenným x1, x2, ... , xn

so smerodajnými odchýlkami σ1, σ2, ..., σn � D SRWRP QiVREtPH �DOãLX PDWLFX R(α2,3)
výsledným vektorom predchádzajúceho násobenia (∆x1’, ∆x2’, ∆x3, ..., ∆xn�� DW��

-HGQRGXFKãLH MH YãDN QDMVN{U Y\QiVREL" YãHWN\ PDWLFH PHG]L VHERX D Då YêVOHGRN QiVREL"

vektorom (∆x1, ∆x2, ..., ∆xn�� )RUPiOQH VD WR Gi Y\MDGUL" Y]RUFRP

( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2
1 1

rotácia
n n

n ij n
i j i

x , x , , x x , x , , x
−

= = +

 
 ∆ ∆ ∆ = α ⋅ ∆ ∆ ∆
  
∏ ∏! !R                      (8.17)

Práca 5XGROSKD >��@ SRWYUG]XMH VSUiYQRV" WRKWR SUtVWXSX� 5XGROSK >��@ XNi]DO� åH WHQWR
prístup garantuje RUWRJRQiOQRV" WUDQVIRUPiFLt �WHGD RNUHP LQpKR ]DFKRYDQLH G�åN\ YHNWRURY D
XKORY PHG]L QLPL� D V~þDVQH XPRå�XMH Y\WYRUHQLH DNêFKNR�YHN ortogonálnych transformácií.
3RXåLWLH URWDþQêFK XKORY WHGD QLMDNR QHREPHG]XMH PRåQRV" Y\JHQHURYD" DN~NR�YHN PXWiFLX�

8å ]PLHQHQi YLDFþOHQQi HYROXþQi VWUDWpJLD GRYR�XMH NDåGpPX þOHQRYL Y\WYRUL" QLHNR�NR

SRWRPNRY� = WêFKWR �VWUDWpJLD ý,$5.$� D SUtSDGQH HãWH ] S{YRGQêFK þOHQRY � URGLþRY

�VWUDWpJLD 3/86� VD Y\EHULH �DOãLD VNXSLQD URGLþRY SUH QRY~ JHQHUiFLX QD ]iNODGH LFK

zoradenia pomocou im zodpovedajúcich hodnôt minimalizovanej funkcie. Pseudokód je
uvedený v algoritme 8.5.

3UL NUtåHQt QHNRPELQXMHPH LED KRGQRW\ SUHPHQQêFK x1, x2, ... , xn, ale aj strategické
premenné, teda smerodajné odchýlky σ1, σ2, ..., σn a uhly α1, α2, ..., αn⋅(n−1)/2� 0{åX VD SULWRP

SRXåL" U{]QH W\S\ UHNRPELQDþQêFK RSHUiWRURY SUH KRGQRW\ SUHPHQQêFK� VPHURGDMQp

RGFKêON\ D XKO\� âWDQGDUGQp QDVWDYHQLH SDUDPHWURY HYROXþQHM VWUDWpJLH MH σini = 3 pre funkcie,
R NWRUêFK QLþ QHYLHPH� SRþHW URGLþRY _Pt _  ��� SRþHW SRWRPNRY _Q | = 100, stratégia výberu je
ý,$5.$� WHGD Pt:={najlepšie chromozómy z Q`� ýR VD WêND VPHURGDMQêFK RGFKêORN D XKORY�
QDMMHGQRGXFKãLH MH SRXåL" LED MHGQX VPHURGDMQ~ RGFKêONX SUH FHOê FKURPR]yP V GLVNUpWQ\P
NUtåHQtP� 2 QLHþR ]ORåLWHMãLH IXQNFLH Y\åDGXM~ SRXåLWLH FHOpKR YHNWRUD VPHURGDMQêFK RGFKêORN

SUH NDåGê FKURPR]yP ]QRYD V GLVNUpWQ\P NUtåHQtP� DOH HãWH EH] SRXåLWLD XKORY α� .RQHþQH
QDMNRPSOH[QHMãt DOJRULWPXV SRXåtYD DM n⋅(n−1)/2 uhlov α D NUtåHQLH SULHPHURP PHG]L WêPLWR

uhlami.
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� W �� σ� σLQL�

� 3�� ^QiKRGQH JHQHURYDQi SRSXOiFLD FKURPR]yPRY`�

� 2KRGQR" NDåGê FKURPR]yP ] 3� IXQNþQRX KRGQRWRX�

� ZKLOH W�W
PD[

RU GRVWDWRþQH GREUp ULHãHQLH QLH MH QiMGHQp GR

� EHJLQ W� W���

� 4 ^QRYp FKURPR]yP\ Y\WYRUHQp NUtåHQtP D PXWiFLRX ]

QiKRGQH Y\EUDQêFK FKURPR]yPRY ] 3W��`�

� 2KRGQR" NDåGê FKURPR]yP ] 4 IXQNþQRX KRGQRWRX�

� 3W� ^QDMOHSãLH FKURPR]yP\ ] 4 DOHER ] 3W�� ∪ 4`�
� HQG�

Algoritmus 8.5. 3RNURþLOi PQRKRþOHQQi YHU]LD HYROXþQHM VWUDWpJLH W\SX �m,n) alebo (m+n) v závislosti
od tvorby novej populácie Pt� 3RþHW FKURPR]yPRY podpopulácie Q MH RKUDQLþHQê SRGPLHQNRX

|Q  |≥|Pt |. Chromozómy sú tvorené vektormi reálnych premenných spolu so štandardnými odchýlkami a
prípadne variáciami.

��,�-��.���������%���������
���
��Rosenbrockovu funkciu

$NR SUtNODG ULHãHQLD RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX SRPRFRX HYROXþQHM VWUDWpJLH VL WX XYHGLHPH
riešenie Rosenbrockovej funkcie [19]. Táto funkcia dvoch premenných má hlboké “údolie”, a
iba jedno minimum (v bode x1=1, x2 �� YL� REU� ������ 7DNiWR IXQNFLD E\ VD �DKNR ULHãLOD

JUDGLHQWRYRX PHWyGRX� QR QDSU� SUH JHQHWLFNê DOJRULWPXV SUHGVWDYXMH WiWR IXQNFLD ³QRþQ~

PRUX´� SUHWRåH JHQHWLFNê DOJRULWPXV QHPi QDVWDYHQê VPHU PXWiFLt  VPHU SRK\EX Y

SULHVWRUH ULHãHQt D QLH MH VFKRSQê ³]DKêED"´� *HQHWLFNê DOJRULWPXV E\ SRPHUQH UêFKOR QDãLHO
~GROLH Y\]QDþHQp QD REUi]NX ���� SUHUXãRYDQRX þLDURX� QR QHERO E\ Xå VFKRSQê GRVWD" VD Y

UR]XPQRP þDVH GR JOREiOQHKR RSWLPD� )XQNFLD MH GHILQRYDQi QDVOHGRYQH�

( ) ( )
2 22

2 1 1( )= 100 1f x x x− + −x                                            (8.18)

Minimum f ����� � MH QD REUi]NX ���� Y\]QDþHQp YH�NêP ERGRP�
7iWR IXQNFLD VD ULHãLOD PQRKRþOHQQRX YHU]LRX HYROXþQHM VWUDWpJLH V SRXåLWtP

VPHURGDMQêFK RGFKêORN SUH NDåG~ SUHPHQQ~ ]YOiã" D V SRXåLWtP kovariancie medzi
premennými, teda uhla α� .DåGê FKURPR]yP VD WHGD VNODGDO ] SLDWLFK þOHQRY�

chromozóm={ x1, x2, σ1, σ2, α}                                            (8.19)

3RþLDWRþQp KRGQRW\ SUHPHQQêFK VD SUH x zvolili náhodne z intervalu (−100,100), smerodajné
odchýlky boli rovné 3.0 a uhol α bol nulový. 3RXåLOL VPH VWUDWpJLX ��������� WR ]QDPHQi� åH ]
�� FKURPR]yPRY YåG\ Y\UREtPH NUtåHQtP D QiVOHGQRX PXWiFLRX ��� FKURPR]yPRY� 3UL
SUREOpPRFK YlþãHM GLPHQ]LH E\ VD VDPR]UHMPH KRGLOR YLDF FKURPR]yPRY� 5RGLþRYVNp

FKURPR]yP\ SR Y\JHQHURYDQt SRWRPNRY Y\PDåHPH� 9]K�DGRP QD WR� åH ] SRWRPNRY

EHULHPH YåG\ VWULNWQH LED QDMOHSãLH FKURPR]yP\� QLH MH WUHED SUHSRþtWDYD" IXQNþQp KRGQRW\
na ILWQHVV DNR X JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY� VWDþt LED ]RUDGL" ��� QRYRY\WYRUHQêFK
FKURPR]yPRY SRG�D YH�NRVWL IXQNþQêFK KRGQ{W RG QDMPHQãHM SR QDMYlþãLX �DOHER QDRSDN�
SRNLD� K�DGiPH PD[LPXP� D ]REUD" LED SUYêFK �� FKURPR]yPRY GR �DOãHM JHQHUiFLH�

3RXåLOR VD XQLIRUPQp NUtåHQLH V QiKRGQêP YêEHURP YåG\ GYRFK URGLþRY SUH SUHPHQQp x1,
x2 D NUtåHQLH SULHPHURP SUH VWUDWHJLFNp SUHPHQQp σ1, σ2, α� 3UH SRþHW SUHPHQQêFK n  =2 sa

SRXåLOL NRQãWDQW\ V QDVOHGXM~FLPL KRGQRWDPL� 0 1 2 0 5946n .τ = = ; 1 2 0 5n .τ = = ;

β=0.0873.
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Obrázok 8.11. Vrstevnicový graf 5RVHQEURFNRYHM IXQNFLH� NGH KRUL]RQWiOQD RV MH R]QDþHQi x1 a
vertikálna os x2� 9H�Nê ERG SUHGVWDYXMH XPLHVWQHQLH PLQLPD Y ³~GROt´ Y\]QDþHQRP þLDUNRYDQRX
parabolou.

 Jednotlivé SUHPHQQp V~ WHGD SR NUtåHQt FKURPR]yPRY PXWRYDQp SRPRFRX Y]RUFRY

σi’:=σi exp(τ0 N(0,1)) exp(τNi (0,1)), teda
σ1’:=σ1 exp(0.5946·konštanta) exp(0.5 N(0,1))

a  σ2’:=σ2 exp(0.5946·konštanta) exp(0.5 N(0,1))                             (8.20)

α’:=α+β ∆α , teda α’:=α+0.0873 N(0,1)                                      (8.21)

NGH 1����� MH YêVOHGRN JHQHUiWRUD QiKRGQêFK þtVHO V QRUPiOQ\P UR]GHOHQtP� V QXORYRX
strednou hodnotou a jednotkovou smerodajnou odchýlkou a NRQãWDQWD� 1������ 3UHWRåH SUH

dve premenné existuje iba jedna NRYDULDQFLD� SRXåtYDPH LED MHGHQ XKRO α bez indexov. Pri
YêSRþWH ]PLHQ SUHPHQQêFK x1 a x2 SRXåtYDPH URYQDNê JHQHUiWRU� LED V novozmutovanou
smerodajnou odchýlkou:

∆x1 = N(0, σ1’) a ∆x2 = N(0, σ2’)                                             (8.22)

7LHWR KRGQRW\ HãWH ³SRRWRþtPH´ SRPRFRX XKOD α:

∆x1’=∆x1 cos α’ - ∆x2 sin α’, ∆x2’=∆x1 sin α’ + ∆x2 cos α’                          (8.23)

7HUD] NRQHþQH P{åHPH GRVWD" QRYp KRGQRW\ YHNWRUD x: x1’=x1 + ∆x1’ a x2’=x2 + ∆x2’  a z
WêFKWR KRGQ{W Y\SRþtWD" IXQNþQ~ KRGQRWX f (x1’,  x2’), ktorou bude chromozóm ohodnotený.
Nasleduje príklad tvorby nového chromozómu (ktorý bude zaradený medzi 100 nových) z
GYRFK QiKRGQH ]YROHQêFK URGLþRYVNêFK FKURPR]yPRY �] �� PRåQêFK��

V prvej fáze sa za premennú x1 GRVDGt SUHPHQQi ] GUXKpKR URGLþD D ]D SUHPHQQ~ x2

KRGQRWD WHMWR SUHPHQQHM ] SUYpKR URGLþD �X NDåGHM ] SUHPHQQêFK VPH VL ³KRGLOL NRUXQRX´� ]

NWRUpKR URGLþD MX ]REUD"�� ]DWLD� þR QDPLHVWR KRGQ{W σ1, σ2 a  α sa dosadili priemery obidvoch
URGLþRY�
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premenná            x1                      x2                           σ1                           σ2               α          f(x1,x2)

URGLþB�  ^ �������� �������� �������� �������� �������� �������� `

                                                ↓                          ↓                               ↓                   ↓

potomok =  {   0.316526  0.129087 

0.0286605 

0.039035 +0.018286 
=

2

    0.0278155    0.399014   XXXXXXX }

                              ↑                                             ↑                              ↑                   ↑
URGLþB�  ^ �������� �������� �������� �������� �������� �������� `

Samozrejme, hodnota f (x1,x2� SRWRPND VD VSRþtWD Då SR VNRQþHQt PXWiFLt� $NR SUYp VD

mutujú hodnoty σ1, σ2 a  α:

konštanta=N(0,1)= 0.528959,
σ1’=σ1 exp(0.5946·konštanta) exp(0.5·N(0,1))
     =0.0286605 exp(0.5946·0.528959) exp(0.5·0.380766  ) = 0.047485
σ2’=σ2 exp(0.5946·konštanta) exp(0.5·N(0,1))
     =0.027815 exp(0.5946·0.528959) exp(0,5·(−0.419033)) = 0.030895
α’=α+0.0873 N(0,1)
   =0.399014 +0.0873·0.548100= 0.446863
∆x1 = N(0, σ1’) = N(0, 0.047485) = 0.023767
∆x2 = N(0, σ2’) = N(0, 0.030895) = −0.042886
∆x1’=∆x1 cos α - ∆x2 sin α
      =0.023767 cos(0.446863) −( −0.042886) sin(0.446863) = 0.038562
∆x2’=∆x1 sin α + ∆x2 cos α
      = 0.023767 sin(0.446863)+ ( −0.042886) cos(0.446863) =−0.024535
x1’=x1 + ∆x1’ =0.316526 +0.038562 =0.355087
x2’=x2 + ∆x2’ =0.129087 +(−0.024535) =0.104552
f (x1,  x2) = 0.462288

Výsledný potomok upravený mutáciou smerodajných odchýlok, uhla α a mutáciou
premenných x1, x2 V SRXåLWtP QRYêFK PXWRYDQêFK RGFKêORN� V QDVOHGRYQêP SRRWRþHQtP

týchto súradníc pomocou zmutovaného uhla α vyzerá nasledovne:

premenná            x1                          x2             σ1            σ2              α        f(x1,x2)
potomok =  {   0.355087 0.104552 0.047485 0.030895 0.446863 0.462288  }

Úloha 8.2. 3RXåLWH PQRKRþOHQQp VWUDWpJLH QD QiMGHQLH RSWLPD Rosenbrockovej funkcie.
9êSRþHW ]RSDNXMWH ����NUiW D Y\SRþtWDMWH SULHPHUQê SRþHW JHQHUiFLt� NWRUê ERO SRWUHEQê� DE\
QDMOHSãLD QiMGHQi IXQNþQi KRGQRWD EROD QLåãLD DNR ��

-6
� 3RURYQDMWH WHQWR SULHPHUQê SRþHW

JHQHUiFLt V SULHPHUQêP SRþWRP JHQHUiFLt SRWUHEQêFK QD QiMGHQLH URYQDNHM IXQNþQHM KRGQRW\�

DOH EH] SRXåLWLD NRYDULDQFLH� 3RGREQH VN~VWH RGVWUiQL" NUtåHQLH SUL ]DFKRYDQt SRXåLWLD

NRYDULDQFLt D GLVNXWXMWH YSO\Y WYDUX DOHER W\SX IXQNFLH QD HIHNWtYQRV" SRXåLWLD NUtåHQLD DOHER

kovariancie pri nájdení minima. (Symetria a PXOWLPRGiOQRV" LQGLNXM~ SUDYGHSRGREQ~

YêKRGQRV" DSOLNiFLH NUtåHQLD� PLQLPi XORåHQp Y ³~GROLDFK´ XPLHVWQHQêFK QDSULHþ RVt

V~UDGQLFRYpKR V\VWpPX VD QiMGX UêFKOHMãLH ]D SRXåLWLD NRYDULDQFLt� þR SODWt DM SUH

“viacrozmerné údolia”.)
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(YROXþQp SURJUDPRYDQLH SUHGVWDYXMH SUtVWXS Y\XåtYDM~FL VLPXOiFLX HYRO~FLH QD SRSXOiFLL
V~"DåLDFLFK DOJRULWPRY� 0HWyGD HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD EROD Xå VSRPHQXWi Y podkapitole
���� 9 WHMWR NDSLWROH XSULDPLPH QDãX SR]RUQRV" QD V~YLVORV" WHMWR PHWyG\ V HYROXþQRX

VWUDWpJLRX� 9 SRþLDWNRFK WRKWR SUtVWXSX QDYUKQXWpKR RNROR U� ���� Lawrencom Fogelom [20-
��@ EROR FLH�RP SUHGSRYHGD" QRYp VWDY\ SURVWUHGLD D XGDORVWL D QD ]iNODGH SUHGSRYHGt

SULVS{VREL" YODVWQ~ UHDNFLX Y ]iYLVORVWL RG GDQpKR FLH�D� þR MH ]iNODGQRX SRGPLHQNRX

LQWHOLJHQFLH RUJDQL]PX� (YROXþQp SURJUDPRYDQLH URYQDNR DNR HYROXþQi VWUDWpJLD NODG~ G{UD]
VN{U QD SRGREQRV" VSUiYDQLD VD URGLþRY D LFK SRWRPNRY� DNR QD QDSRGRE�RYDQLH

JHQHWLFNêFK RSHUiWRURY WDN� DNR WR P{åHPH SR]RURYD" Y ELRORJLFNêFK SURFHVRFK QD

molekulárnej úrovni. )RJHO ]DþDO X HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD V SUHGSRYH�DPL V\PEROLFNêFK

UH"D]FRY JHQHURYDQêFK NRQHþQêPL DXWRPDWPL ] W]Y� markovovských procesov a
QHVWDFLRQiUQ\FK þDVRYêFK UDGRY�

Obrázok 8.12. 7URMVWDYRYê NRQHþQê DXWRPDW� 9VWXSQp V\PERO\ V~ XYHGHQp QD�DYR� YêVWXSQp QDSUDYR

od ORPtWND� âWDUWRYDFLD SR]tFLD MH Y $ �SRG�D Fogela [21]).

6SUDFRYDQLH YVWXSX DXWRPDWRP VD Y SUtSDGH WDEX�N\ ��� ]DþtQD Y VWDYH $� QD NWRUê SULFKiG]D

YVWXSQi KRGQRWD �� 3UHWRåH ] ³NU~åNX´ $ YHGLH ãtSND ��β� SUHVXQLHPH VD SR]G�å WHMWR ãtSN\�

Hodnota za lomítkom, teda β� WYRUt RGSRYH� DXWRPDWX� âtSND MH YãDN VOXþNRX D GRVWiYDPH

VD ]DVD GR VWDYX $� 1RYê YVWXS MH � D SR]G�å ãtSN\ ��β VD GRVWiYDPH GR VWDYX %� SULþRP β je
RGSRYH� DXWRPDWX� 7DNWR SRNUDþXMHPH� Då SRNLD� QD V~ERU VLJQiORY ������ QHGRVWDQHPH

RGSRYH� β β γ α γ β� 7~WR RGSRYH� RKRGQRWtPH KRGQRWLDFRX IXQNFLRX� QHFK Xå WiWR IXQNFLD

Y\]HUi DNRNR�YHN�

7DEX�ND ���� 2GSRYHGH NRQHþQpKR DXWRPDWX ] REUi]ND ���� Y ]iYLVORVWL RG YVWXSQêFK V\PERORY�
Ohodnotenie automatu je dané funkciou ohodnocujúcou výstupné symboly v závislosti od vstupných
(stavu prostredia).

Momentálny stav A A B B C A
Vstupný symbol 1 0 0 1 1 0
Budúci stav A B B C A B
Výstupný symbol β β γ α γ β

8 WDNêFKWR NRQHþQêFK DXWRPDWRY H[LVWXMH Y ]iVDGH Sl" SULURG]HQêFK W\SRY PXWiFLt�

]PHQD YêVWXSQpKR V\PEROX� ]PHQD EXG~FHKR VWDYX SUH QDVWDYHQê NRQHþQê VWDY D YêVWXSQê

V\PERO �SUHPLHVWQHQLH ãtSN\�� SULGDQLH VWDYX� Y\PD]DQLH VWDYX� ]PHQD SRþLDWRþQpKR VWDYX�
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Na rozdiel od Johna Kozu [23], ktorý vo svojom genetickom programovaní pracuje s
SURJUDPDPL YR IRUPH RKRGQRWHQêFK VWURPRY D SRXåtYD RNUHP PXWiFLH DM NUtåHQLH� Fogel sa
QD SRþLDWNX VYRMLFK ~YDK REPHG]LO QD NRQHþQp DXWRPDW\ EH] SRXåLWLD NUtåHQLD� (YROXþQp

SURJUDPRYDQLH QDSRGRE�XMH WRWLå YêYRM GUXKRY� NWRUp PHG]L VHERX V~"DåLD D PHG]LGUXKRYp

NUtåHQLH YlþãLQRX QHQDVWiYD� 3ULQFtS V~"DåHQLD MH Y WRPWR SUtVWXSH SRGREQê DNR SUL HYROXþQHM

VWUDWpJLL� ]R VNXSLQ\ URGLþRY D SRWRPNRY VD Y\EHU~ GR �DOãHM SRSXOiFLH LED VWULNWQH QDMOHSãt

MHGLQFL� = NDåGpKR URGLþD VD SULWRP Y\UiED PXWiFLRX LED MHGHQ SRWRPRN� WHGD ]R VNXSLQ\
URGLþRY D SRWRPNRY VD Y\EHULH OHSãLD SRORYLFD DNR URGLþLD GR �DOãHM SRSXOiFLH�

9 QRYêFK YDULDQWRFK HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD PDM~ DM KRUãt SRWRPNRYLD HãWH PRåQRV"�
SRNLD� V~ Y\EUDQt GR VODEãHM VNXSLQ\� 6NXSLQN\ V~ QiKRGQH Y\EUDQp ] QRYêFK �W�M�

PXWRYDQêFK� MHGLQFRY DM ] URGLþRYVNêFK MHGLQFRY� 9 VNXSLQNiFK SRWRP GRFKiG]D N ³WXUQDMX´�

SRWRPNRYLD V~ ]RUDGHQt SRG�D VYRMLFK YêVOHGNRY Y WXUQDML D Wt V QDMOHSãtPL YêVOHGNDPL V~

Y\EUDQt GR �DOãHM SRSXOiFLH� 3RþHW MHGLQFRY Y SRSXOiFLL QHPXVt E\" NRQãWDQWQê D MHGLQHF
P{åH SURGXNRYD" DM YLDF SRWRPNRY�

(YROXþQp SURJUDPRYDQLH VD SRVWXSQH UR]YtMDOR URYQDNêP VPHURP DNR HYROXþQp VWUDWpJLH�

9êVOHGQp DOJRULWP\ V~ Y V~þDVQHM GREH WDNp SRGREQp� åH LFK UR]OLãRYDQLH QHPi Yê]QDP�
3UHWRåH YãDN WLHWR DOJRULWP\ PDM~ UR]GLHOQ\ KLVWRULFNê S{YRG� Y 86$ VD HYROXþQp
SURJUDPRYDQLH VWiOH XGUåLDYD DNR VDPRVWDWQê DOJRULWPXV >�����@� 7HyULD HYROXþQêFK

DOJRULWPRY V G{UD]RP QD HYROXþQp VWUDWpJLH D HYROXþQp SURJUDPRYDQLH MH SUHK�DGQH

uvedená napr. v [36].
6SRORþQRX þUWRX HYROXþQpKR SURJUDPRYDQLD D HYROXþQHM VWUDWpJLH� NWRUi VD OtãL RG

JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY� MH UHSUH]HQWiFLD MHGLQFD �ULHãHQLD�� 7i VD SRGULD�XMH SUREOpPX�

3RYHG]PH� åH PiPH SUREOpP� NWRUpKR ULHãHQLH ]DK��D QLHOHQ UHiOQH SUHPHQQp� DOH DM �DOãLH

prvky. Tak je to napr. pri zadaní neurónovej siete [24], kde okrem váhových parametrov
�þtVHO FKDUDNWHUL]XM~FLFK VSRMHQLH PHG]L X]ODPL VLHWH� XUþXMHPH DM YODVWQ~ topológiu, teda
SRþHW X]ORY D H[LVWHQFLX VSRMHQt PHG]L QLPL� 1HPXVtPH VD SUHGVD ]DREHUD" WêP� DNR FHO~
VLH" ]DNyGRYD" GR ELQiUQHKR UH"D]FD� DNR WR URELD JHQHWLFNp DOJRULWP\� 6WDþt VL SUHGVWDYL"
MHGLQFD DNR VLH" D PXWiFLH EXG~ U{]QHKR GUXKX� MHGQ\ SUH YiKRYp IDNWRU\� WHGD UHiOQH þtVOD� D

iné pre topológiu siete, teda pre pridávanie alebo uberanie uzlov a spojení medzi nimi.

8.7 Záver

=R]QDP YLDF DNR ��� DSOLNiFLt HYROXþQêFK VWUDWpJLt VD Gi QiMV" QDSU� Y VSUiYH 6\6����� >��@�

(YROXþQp VWUDWpJLH V~ VFKRSQp ULHãL" multidimenzionálne nelineárne problémy s mnohými
lokálnymi optimami a s lineárnymi alebo nelineárnymi obmedzeniami. Optimalizovaná funkcia
P{åH WLHå E\" YêVOHGNRP VLPXOiFLH� QHPXVt E\" Y SUHVQH GHILQRYDQHM IRUPH� 7R VD WêND WLHå

REPHG]HQt� NWRUp P{åX SUHGVWDYRYD" YêVOHGRN QDSU� PHWyG\ NRQHþQêFK SUYNRY �)(0��

(YROXþQp VWUDWpJLH EROL Y\WYRUHQp QD RSWLPDOL]iFLX YHNWRURY UHiOQ\FK þtVHO� QR P{åX VO~åL" WLHå

ako heuristika pre NP-úplné kombinatorické problémy, ako je problém obchodného
FHVWXM~FHKR� DOHER SUH SUREOpP\ V þDVRYR SUHPHQQêPL DOHER ]DãXPHQêPL KRGQRWDPL

optimalizovanej funkcie.
'LVWULEXþQi IXQNFLD PXWiFLH QHXUþXMH VPHU� DOH LED YH�NRV" PXWiFLH� WDNåH N YH�NHM

PXWiFLL P{åH G{MV" V URYQDNRX SUDYGHSRGREQRV"RX DM Y RSDþQRP VPHUH� V QRYêP
SRWRPNRP �DOHM RG PLQLPD� =DXMtPDYp YãDN MH� åH SUL QiYUKX SUDYGHSRGREQRVWL YêVN\WX

QRYpKR SRWRPND VD QHRSODWt SRVXQ~" VWUHG NUXåQLFH DOHER HOLSV\ WDN� DE\ VD QH]KRGRYDO V

SR]tFLRX URGLþD� DOH DE\ ERO SRGVWDWQH SRVXQXWê VPHURP� Y NWRURP QDVWDO SUHGFKiG]DM~FL

SRVXQ RG URGLþD N SRWRPNRYL � WHUDMãLHPX URGLþRYL� 6tFH E\ WR ]YêãLOR PRPHQWiOQX ~VSHãQRV"

JHQHURYDQêFK SRWRPNRY� QR Y GOKRGRERP PHUDGOH SUH ]ORåLWp multimodálne funkcie nie je
WHQWR SUtVWXS YãHREHFQH YêKRGQê� 3UH MHGQRGXFKãLH IXQNFLH YãDN YêKRGQê E\" P{åH�
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Otázka je, þR MH WR YODVWQH XPHOê åLYRW ("Artificial /LIH��� 3UHWRåH GHILQtFLD WHMWR QRYHM E~UOLYR VD
UR]YtMDM~FHM YHGQHM REODVWL QLH MH Y{EHF MDVQi� Gi VD XPHOê åLYRW GHILQRYD" VN{U WêP� þR GR�

U{]QL �XGLD ]DK��DM~� 1DMþDVWHMãLH LGH R VLPXOiFLX åLYRWQêFK SUHMDYRY MHGQRWOLYFRY DOHER

VNXStQ� 8PHOê åLYRW ]DVDKXMH GR YLDFHUêFK Xå ]DYHGHQêFK REODVWt � RNUHP ELROyJLH D

informatiky aj do fyziky, sociológie, psychológie, ekonómie (modelovanie situácií, kedy si
firmy konkurujú alebo kedy spolupracujú, zapojenie teórie hier, riadenie priemyselných
NRPSOH[RY� D ILOR]RILH� 7pPRX XPHOpKR åLYRWD VD ]DREHUDM~ WDN SRSXOiUQR�YHGHFNp NQLK\ >��
�@� YHGHFNp NQLK\ >���@� DNR DM SRþHWQp RGERUQp NRQIHUHQFLH >����@ D þDVRSLV\ >�����@�
&HQWURP DNWLYtW VNXStQ ]DREHUDM~FLFK VD XPHOêP åLYRWRP MH 86$� SUHVQHMãLH SRYHGDQp
inštitút v Santa Fe, laboratóriá v Los Alamos a MIT, a Japonsko. Aj v Európe existujú
ãSHFLDOL]RYDQp NRQIHUHQFLH YHQRYDQp RWi]NDP XPHOpKR åLYRWD >�����@� 1D 6ORYHQVNX VD WLHå
SUDFXMH Y REODVWL XPHOpKR åLYRWD� QDSU� -~OLXV Csontó v Košiciach [33,34] a v oblasti umelých
agentov Jozef Kelemen [35].

V zásade sú dva prístupy k tejto téme.
Prvý je YL]LRQiUVN\ � WYUGLDFL� åH XPHOê åLYRW ]QDPHQi Y\WYRUHQLH D Y\OHSãRYDQLH ~þLQQRVWL

QRYêFK IRULHP åLYRWD� LED Y LQRP PpGLX DNR V~ XK�RYRGtN\� WHGD YlþãLQRX QD Ei]H

NUHPtNRYêFK þLSRY Y SRþtWDþRFK �DNR QDSU� SRþtWDþRYp YtUXV\� DOHER Y �åHOH]H�
predstavovanom (nano)robotmi. Proces biologickej evolúcie viedol ku genotypu
Y\WYiUDM~FHPX IHQRW\S� VFKRSQê PDQLSXORYD" V YODVWQêP JHQRW\SRP SULDPR� NRStURYD" KR�
PHQL" DOHER Y\WYiUD" FHONRP QRYê� 7HQWR SUtVWXS VtFH IXQJXMH ]DWLD� LED SUL XPHORP åLYRWH
SUH]HQWRYDQRP SRþtWDþRYêPL SURJUDPDPL� QR SUL WHUDMãRP SUXGNRP UR]YRML ELRWHFKQROyJLt D

JpQRYêFK PDQLSXOiFLt PRåQR SUHGSRYHGD"� åH Y SRORYLFL ��� VWRURþLD Xå P{åH E\" UHiOQ\ DM

�ELRORJLFNê� XPHOê åLYRW �WHGD SRNLD� DNR WDNê QHEXGHPH FKiSD" Xå GQHV Y\WYiUDQp UDVWOLQQp

druhy s geneticky vnesenou informáciou pre vytváranie protilátok proti škodcom, alebo
SURGXNXM~FH OiWN\ SRXåLWH�Qp DNR YDNFtQD SURWL FKROHUH þL PDOiULL�� 6 WêPWR SUtVWXSRP VD

SUHOtQD ] RSDþQHM VWUDQ\ DM �WHFKQL]iFLD� �XGVNpKR åLYRWD� RG H[LVWXM~FLFK WUDQVSODQWiWRY

NRQþDWtQ UHDJXM~FLFK QD QHUYRYp SRYHO\ DOHER NDUGLRVWLPXOiWRURY Y VUGFL Då SR GQHV HãWH
Y]GLDOHQ~ PRåQRV" SULDPHKR QDSRMHQLD þORYHND QD SRþtWDþ� GRWHUD] UHDOL]RYDQ~ LED

primitívnymi prostriedkami virtuálnej reality.
'UXKê� �SUt]HPQHMãt� VPHU WYUGt� åH FLH�RP XPHOpKR åLYRWD MH Y\SUDFRYD" QRYp PHWyG\ QD

ãW~GLXP åLYRWD� YHG~FH N OHSãLHPX SRFKRSHQLX WRKWR ELRORJLFNpKR IHQRPpQX� 8PHOê åLYRW

SRVN\WXMH PRåQRV" UREL" H[SHULPHQW\� NWRUp E\ EROL Y WUDGLþQHM ELROyJLL H[WUpPQH

NRPSOLNRYDQp DOHER QHPRåQp� 9êKRGQi MH WX PRåQRV" SUHVQH RSDNRYD" H[SHULPHQW D WLHå

UêFKORV" VLPXOiFLt Y SRURYQDQt V H[SHULPHQWDPL� =DWLD� þR NODVLFNi ELROyJLD VD VQDåt åLYRW
DQDO\]RYD"� XPHOê åLYRW VPHUXMH N V\QWp]H DVSR� QLHNWRUêFK þ�W åLYRWD ]R ]iNODGQêFK

YODVWQRVWt åLYHM KPRW\� .�~þRYêP U\VRP WRKWR RERUX MH IRUPXORYDQLH KODYQêFK SUDYLGLHO

správania sa jednotlivých “organizmov” a ich UHSOLNiFLH� SULþRP FLH�RP MH GRVLDKQX" HYRO~FLX

RUJDQL]PRY URYQDNR DNR Y]"DKRY PHG]L RUJDQL]PDPL �³emergent behavior”), ako je napr.
V~SHUHQLH� VSROXSUiFD� SDUD]LWL]PXV� Y]"DK GUDYHF � NRULV" DOHER YêYRM GUXKRY� 9H�D SUiF

VPHUXMH N SRþtWDþRYHM VLPXOiFLL XPHOêFK E\WRVWt D XPHOêFK VYHWRY� Y NWRUêFK WLHWR E\WRVWL åLM~�

3UHGPHWRP ãW~GLD MH WHGD QLHOHQ QDSRGRERYDQLH SR]HPVNpKR åLYRWD� DOH DM VLPXOiFLD� DNR E\
åLYRW PRKRO Y\]HUD" ]D LQêFK SRGPLHQRN�

=DNODGDWH� XPHOpKR åLYRWD Christopher /DQJWRQ >�@ GHILQXMH XPHOê åLYRW DNR ãW~GLXP
XPHOêFK V\VWpPRY� NWRUp Y\ND]XM~ VSUiYDQLH FKDUDNWHULVWLFNp SUH SUtURGQp åLYp V\VWpP\�

samoorganizáciu, adaptáciu, evolúciu, NR�HYRO~FLX� PHWDEROL]PXV DW�� -H WR VQDKD R
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Y\VYHWOHQLH IHQRPpQX åLYRWD Y DNHMNR�YHN IRUPH� EH] RK�DGX QD ãSHFLILFNp SUtNODG\� NWRUp VD

Y\YLQXOL QD =HPL� 7R ]DK��D ELRORJLFNp D FKHPLFNp H[SHULPHQW\� SRþtWDþRYp VLPXOiFLH D þLVWR

teoretické rozbory. Predmetom výskumu sú procesy prebiehajúce na molekulárnej, sociálnej
D HYROXþQHM ~URYQL� &LH�RP MH H[WUDKRYD" ]iNODGQp SULQFtS\ RUJDQL]iFLH åLYêFK V\VWpPRY D LFK

vývoja.
9\WYRUHQLH WêFKWR SURFHVRY Y LQRP SURVWUHGt �LQRP DNR Y SRþtWDþRFK� LFK VSUtVWXS�XMH

novým druhom experimentálnej manipulácie a testovania. Pritom evolúcia hardvéru a
syntetická evolúcia biomolekúl sú zaujímavé aj priamo pre prax. Na druhej strane populácie
GiWRYêFK ãWUXNW~U Y SRþtWDþL VD GDM~ SRXåL" QD UHSUH]HQWRYDQLH ELRORJLFNêFK MHGLQFRY �GUDYFD

D NRULVWL� PUDYFRY� EXQLHN DSRG��� 9R YlþãLQH SUtNODGRY XPHOpKR åLYRWD SRSXOiFLH GiWRYêFK

ãWUXNW~U QHUHSUH]HQWXM~ SULDPR åLDGHQ åLM~FL RUJDQL]PXV DOHER SURFHV� DOH VN{U VD SRGULD�XM~
XPHOR Y\WYRUHQêP ]iNRQRP DEVWUDKRYDQêP ]R ]iNRQRY SODWQêFK SUH åLYp RUJDQL]P\�

1DMYlþãt QDGãHQFL SULWRP WYUGLD� åH WLHWR GiWRYp ãWUXNW~U\ V~ IDNWLFN\ åLYp� Steven Levy [1]
G{YRGt WDNWR� ³äLYRW MH G\QDPLFNê I\]LNiOQ\ SURFHV D NH� GRNiåHWH GXSOLNRYD" WLHWR SURFHV\ QD
LQDN QHåLYRP PDWHULiOH � VWYRULOL VWH åLYRW� 7HQ P{åH E\" QH]iYLVOê QD PDWHULiOH� 0{åH
GRNRQFD Y]QLNQ~" Y SRþtWDþL�´ 9]K�DGRP QD WR� åH GRVLD� QHH[LVWXMH åLDGQD FHONRP NYDOLWQi

GHILQtFLD åLYRWD� MH WRWR WYUGHQLH ]GURMRP E~UOLYêFK GLVNXVLt�

�������
���
��	
��
�

=iNODGQê SUREOpP� SUL NWRURP MH "DåNR K�DGD" ULHãHQLH� MH RGSRYH� QD RWi]NX DNR GHILQRYD"

åLYRW" 1D WR� åH Xå V WRXWR RWi]NRX EXG~ SUREOpP\� SULãOL Y ���W\FK URNRFK YHGFL� FK\VWDM~FL VD
K�DGD" åLYRW YR YHVPtUH� NWRUt ]UD]X ]LVWLOL� åH QHGRNiåX GHILQRYD"� þR YODVWQH K�DGDM~�

6DPR]UHMPH� EROR YH�D GHILQtFLt� QR YãHWN\ PDOL VYRMH YêQLPN\ D REPHG]HQLD� 1DSUtNODG� åLYRW

PXVt E\" VFKRSQê DXWRUHSURGXNFLH � PXOLFD �VWHULOQê NUtåHQHF NRE\O\ D RVOD� NWRUê QLH MH

SULQFLSLiOQH VFKRSQê �DOãLHKR UR]PQRåRYDQLD� WHGD QLH MH åLYi"

9ODVWQRVWL GHILQXM~FH åLYRW P{åX E\" QDSU� QDVOHGXM~FH�

1. äLYRW MH VN{U XUþLWê Y]RU Y þDVH D SULHVWRUH DNR ãSHFLILFNê PDWHULiOQ\ REMHNW�
2. Je scKRSQê VD UHSURGXNRYD"� þL Xå ViP DOHER V SRPRFRX KRVWLWH�VNpKR RUJDQL]PX�

3. Obsahuje informáciu, pomocou ktorej je vybudovaný.
4. Obsahuje metabolizmus premeny jedného druhu hmoty na iný spojený s produkciou

energie.
5. )XQNþQH interaguje s okolím.
6. -HKR þDVWL VD QDY]iMRP IXQNþQH GRS��DM~�

7. Je stabilný v meniacom sa prostredí.
8. -H VFKRSQê Y\YtMD" VD�

9. Rastie.

2EUD]\ RUJDQL]PX DNR VWURMD D VWURMD DNR RUJDQL]PX V~ VWDUp VWiURþLD� 1R Då WHUD] VD
RELGYD WLHWR REUD]\ SRPDO\ ]DþtQDM~ SUHNUêYD"�

=iNODGQêPL YODVWQRV"DPL åLYRWD� NWRUp VD VQDåtPH Y\WYRUL" XPHOR� V~ sebareplikácia,
samostatné rozhodovanie = seba-riadenie, limitovaná VHED�REQRYD� HYRO~FLD D XþHQLH�

7êPWR SULEOLåXMHPH VWURMH åLYêP RUJDQL]PRP� 1R ]DWLD� VD QHGDUt QDSRGREQL" YãHWN\ WLHWR

YODVWQRVWL V~þDVQH� 9lþãLQD SUtNODGRY XPHOpKR åLYRWD VD ]DPHULDYD QD VLPXOiFLX DVSR�

MHGQHM YODVWQRVWL FKDUDNWHULVWLFNHM SUH åLYRW� =R YãHREHFQpKR SRK�DGX P{åH DNR SUtNODG

YêWYRURY SRGREQêFK åLYRWX VO~åL" FHORVYHWRYi WHOHIyQQD V~VWDYD� YêYRM SRþtWDþRYêFK YtUXVRY�

YLUWXiOQD UHDOLWD Y SRþtWDþL DOHER SRþtWDþRYp PRGHO\ UR]YRMD HNRQyPLH D�DOHER HNROyJLH�

3ULHP\VHO VPHUXMH N SRXåtYDQLX PHWyG ]DORåHQêFK QD ELRORJLFNêFK SULQFtSRFK� WLHWR V~ PHQHM
QiURþQp QD VSRWUHEX PDWHULiOX D HQHUJLH� ]ORåLWRV" Y\WYiUDQêFK YHFt D SURFHVRY P{åH

GRVDKRYD" KUDQLFH ELRORJLFNHM LQWHJUiFLH�
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1D GUXKHM VWUDQH DSOLNiFLD PHWyG JHQHWLFNpKR LQåLQLHUVWYD� DM NH� SR VWiURþLD Y SUD[L

Y\XåtYDQêFK ã�DFKWLWH�PL RYRFLD DOHER GRPiFLFK ]YLHUDW� UREt åLYRW Då WHUD] LQåLQLHUVN\

VSUDFRYDWH�QêP�

äLYp V\VWpP\ PDM~ YQ~WRUQ~ ãWUXNW~UX Y\ND]XM~FX QLHNR�NR ]iNODGQêFK YODVWQRVWt�

•  absenciu striktného centrálneho riadenia,
•  þLDVWRþQ~ DXWRQyPLX QLåãtFK podštruktúr,
•  Y\VRN~ ~URYH� prepojenosti medzi podštruktúrami,
•  QHOLQHiUQH Y]iMRPQp RYSO\Y�RYDQLH podštruktúr v sieti.

= WêFKWR YQ~WRUQêFK YODVWQRVWt SRWRP Y\SOêYDM~ YRQNDMãLH YODVWQRVWL åLYêFK V\VWpPRY�

•  DGDSWDELOLWD �Y UiPFL XþHQLD MHGQpKR åLYRþtFKD� GUREQp �WDNWLFNp� ]PHQ\��

•  vývoj (v rámci druhu, zmena základných génových vlastností alebo zmena celkového
zamerania vývoja - z adaptácie génov k adaptácii kultúry),

•  RGROQRV" VS{VREHQi UHGXQGDQFLRX�

•  VFKRSQRV" QDUDVWDQLD V\VWpPX EH] QXWQRVWL PHQL" MHKR ]iNODGQp YODVWQRVWL �N�GH� YWiNRY

DOHER NRE\OLHN P{åH QDUDVWD" UiGRYR EH] QXWQRVWL PHQL" V\VWpP VSUiYDQLD VD � MHGLQi

WRSROyJLD VFKRSQi QHREPHG]HQpKR UDVWX D QHULDGHQpKR XþHQLD MH VLH"��

Vývoj je podporovaný SUHSRMHQRV"RX MHGQRWOLYFRY V H[SRQHQFLiOQ\P UDVWRP PRåQêFK

kombinácií tejto SUHSRMHQRVWL D ]iURYH� YDULiFLDPL MHGQRWOLYFRY� DNRNR�YHN YlþãLQRX

nevýhodných pre jednotlivcov, avšak v dlhodobom meradle výhodných pre druh ako celok -
NH� MH ��� YDULiFLt QH~VSHãQêFK� ]Y\ãQp ~VSHãQp SHUFHQWR VD UR]ãtUL GR FHOpKR GUXKX�

1R WHQWR V\VWpP Pi ]iURYH� DM QHRGVWUiQLWH�Qp QHGRVWDWN\�

•  1HRSWLPiOQRV" � Y]K�DGRP QD WR� åH MH V\VWpP XUþHQê SUH QHXVWiOH VD PHQLDFH

SRGPLHQN\� QHXVWiOH K�DGDQLH YêKRGQHMãtFK FLHVW D NRQWUROD PRåQHM ]PHQ\ SRGPLHQRN

]QLåXMH MHKR YêNRQQRV" YWHG\� NH� V~ SRGPLHQN\ VWDELOQp D V\VWpP QDãLHO RSWLPXP�

•  1HULDGLWH�QRV" � ]ORåLWp V\VWpP\ VD QHGDM~ SUH VYRMX ]ORåLWRV" ULDGL" SULDPR� LFK ULDGHQLH MH

PRåQp LED RN�XNRX� 3UtWRPQRV" �HPHUJHQWQpKR� VSUiYDQLD Y\OXþXMH SULDPH ULDGHQLH

systému.
•  1HSUHGYtGDWH�QRV" � NH�åH V\VWpP QHGRNiåHPH GRNRQDOH FKiSD" D ULDGL"� QHP{åHPH DQL

QD ���� SUHGSRYHGD" MHKR VSUiYDQLH�

•  'OKp D SRVWXSQp EXGRYDQLH V\VWpPX � QXWQê YêYRM SRWUHEXMH þDV�

äLYê V\VWpP Y\XåtYD SUL XþHQt GUREQp FK\E\� þR PX XPRå�XMH Y\KQ~" VD YlþãtP

zlyhaniam.
âW~GLH ]ORåLWpKR VSUiYDQLD VD Y\FKiG]DM~FHKR ] MHGQRGXFKêFK SUDYLGLHO V�XEXM~ E\"

]iNODGRP SUH SRFKRSHQLH NRPSOLNRYDQpKR NROHNWtYQHKR VSUiYDQLD VD ]ORåLWHMãtFK

RUJDQL]PRY� 7LHWR ãW~GLH V~ VFKRSQp OHSãLH SUHGSRYHGD" XYHGHQp emergentné javy.
3ULQFtS\ SUL WRP REMDYHQp P{åX E\" XåLWRþQp DM SUH SUDNWLFNp ~þHO\ softvérovej evolúcie

inteligentných robotov, QDQRWHFKQROyJLH �URERWLN\ D YêURE\ SRþtWDþRYêFK NRPSRQHQW DOHER

napríklad lekárskych “nástrojov” na molekulárnej úrovni) a robustných a adaptabilných
SRþtWDþRYêFK SURJUDPRY SUL Y\XåLWt åLYRWX SRGREQêFK SURFHVRY�

9.3 Umelá inteligencia a agenti

Vo Y]"DKX NX NODVLFNHM XPHOHM LQWHOLJHQFLL MH XPHOê åLYRW RULHQWRYDQê ³RSDþQêP VPHURP´�
Umelá inteligencia postupuje "zhora nadol", základom je dopredu zadaný komplexný problém
s presne stanovenými pravidlami ako hranie šachu, chápanie textu alebo diagnóza. Program
PXVt E\" LQWHOLJHQWQê KQH� RG ]DþLDWNX D ]iYLVt RG SURJUDPiWRUD� DNR WR GRVLDKQX"� 8PHOê
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åLYRW� QD UR]GLHO RG SURJUDPRY XPHOHM LQWHOLJHQFLH� Y]QLNi �]GROD QDKRU�� =DþtQD RG
najjednoduchších elementárnych jednotiek a postupne sa dostáva k vývoju a emergentným
MDYRP� -H XUþHQê QD �SUHåLWLH� Y NRPSOH[QRP SURVWUHGt V PHQLDFLPL VD SRGPLHQNDPL� 8PHOê
åLYRW VD VQDåt Y\WYRUL" LED ]iNODGQp SUDYLGOi� NWRUp EXG~ WDN GREUH Y\EUDQp� DE\ ]ORåLWp
VSUiYDQLH VD �D PRåQR Y EXG~FQRVWL DM LVWi ³LQWHOLJHQFLD´� Y]QLNOR �HPHUJRYDOR� SR þDVH

spontánne.
8PHOi LQWHOLJHQFLD D XPHOê åLYRW PDM~ N VHEH QDMEOLåãLH Y W\SH SURJUDPRY QD]YDQêFK

autonómny agent [36,37]. To sú programy, ktoré obsahujú špecifický druh vnímania okolitého
SURVWUHGLD� 1D ]iNODGH WêFKWR YVWXSQêFK LQIRUPiFLt RYSO\Y�XM~ YODVWQê VWDY D VWDY VXVHGQêFK

DJHQWRY DOHER SURVWUHGLD VDPRWQpKR� $JHQWL SUDFXM~ Y RSHUDþQRP V\VWpPH� GDWDEi]H DOHER

Y SRþtWDþRYHM VLHWL� $JHQW EX� ]EHUi LQIRUPiFLH DOHER RYSO\Y�XMH VYRMH RNROLH� LQGLYLGXiOQH DM

³Y WtPRYHM SUiFL´� 3R SRþLDWRþQRP QDVWDYHQt SUDFXMH EH] �DOãLHKR RYSO\Y�RYDQLD

programátorom. Pod názvom “distribuovaná umelá inteligencia” tento prístup rieši praktické
problémy, akými sú napr. riadenie letovej prevádzky letiska alebo prevádzky továrne, kedy
NDåGê VWURM Pi VYRMKR ´DJHQWD´ VWDUDM~FHKR VD R GRGiYN\ HQHUJLH� VXURYtQ D R RGYR]
hotových produktov.

=DWLD� QDMUR]ãtUHQHMãtPL SUtNODGPL XPHOpKR åLYRWD �DM NH� PQRKt E\ LFK ]D XPHOê åLYRW

QHSRYDåRYDOL� V~ SRþtWDþRYp YtUXV\ D EXQNRYp �celulárne) automaty, ktoré sú v
najjednoduchšom prípade reprezentované &RQZD\RYRX KURX �åLYRW��

3RþtWDþRYê vírus >�����@ VD P{åH SRYDåRYD" DM ]D DXWRQyPQHKR DJHQWD� 9 SUD[L VD

SRþtWDþRYê YtUXV OtãL RG DXWRQyPQHKR DJHQWD WêP� åH MH MHGQRGXFKãt D Pi OHQ MHGHQ KODYQê

FLH�� UR]PQRåRYD" VD D UR]ãLURYD" GR �DOãtFK SRþtWDþRY� 2NUHP WRKR MH WX RWi]ND QLþLYêFK

YHG�DMãtFK ~þLQNRY YtUXVRY� 3UH XPHOê åLYRW V~ YtUXV\ ãSHFLiOQH ]DXMtPDYp WêP� åH PDM~

YODVWQRVWL YH�PL SRGREQp ELRORJLFNêP YtUXVRP� $NFLH YtUXVRY E\ WHRUHWLFN\ PRKOL E\" DM

SR]LWtYQH� QDSUtNODG XGUåLDYDQLH LQWHJULW\ GDWDEi]\�

Obrázok 9.1. ,OXVWUDWtYQ\ SUtNODG RUJDQL]PX� NWRUê MH ULDGHQê QHXUyQRYRX VLH"RX D QDFKiG]D VD QD

SUDYRXKOHM PULHåNH W\SX N xN� 2UJDQL]PXV VD åLYt SRWUDYRX ]Qi]RUQHQRX QiKRGQH UR]PLHVWQHQêPL

OtVWNDPL D Pi ]D FLH� SR]ELHUD" ]D VYRM åLYRW �GDQê SRþWRP KRUL]RQWiOQ\FK DOHER YHUWLNiOQ\FK NURNRY QD

VXVHGQp SROH� þR QDMYlþãt SRþHW OtVWNRY� -H VFKRSQê YQtPD" LED VYRMH QDMEOLåãLH �Y\WLH�RYDQp� RNROLH�
3UL UHNRJQRVNiFLL SURVWUHGLD PXVt XUþL" VPHU� NGH MH QDMYLDF QDMEOLåãtFK OtVWNRY� D SRK\ERYD" VD WêPWR

VPHURP� 3UDYRXKOi PULHåND MH VWRþHQi GR WRURLGX � SQHXPDWLN\� DE\ VD QHPRKOR VWD"� åH RUJDQL]PXV

G{MGH QD RNUDM PULHåN\� 9SUDYR GROH V~ ]Qi]RUQHQp SUYp WUL NURN\� SULþRP SUHGSRNODGiPH� åH
QHXUyQRYi VLH" YåG\ UR]KRGOD VSUiYQH D RUJDQL]PXV ]tVNDO FHONRYR MHGHQ OtVWRN�
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=iNODGQêP G{YRGRP QD WR� DE\ VD SRþtWDþRYp YtUXV\ SRYDåRYDOL ]D åLYp� MH LFK VFKRSQRV"
DXWRUHSOLNiFLH� 3RþtWDþRYê YtUXV MH sekvenciou strojového kódu, ktorá sa skopíruje na jeden
þL YLDF �KRV"RYVNêFK� SURJUDPRY� NH� V~ WLHWR ]DNWLYRYDQp� .H� VD WLHWR LQILNRYDQp SURJUDP\

VSXVWLD� NyG YtUXVX VD DNWLYXMH D YtUXV VD ãtUL �DOHM� 3RGREQH DNR ELRORJLFNp YtUXV\ DQL

SRþtWDþRYp YtUXV\ QLH V~ VFKRSQp �åL"� VDPRVWDWQH� SRWUHEXM~ KRVWLWH�D�
3RGREQê W\S SURJUDPRY� �þHUY\� �worms, Internet :RUP ����� P{åX åL" QH]iYLVOH D

FHVWRYD" VLH"RX� 1HSULSiMDM~ VD QD FXG]LH SURJUDP\ D QHPXVLD DQL SRãNRG]RYD" RVWDWQp

SURJUDP\� 7HRUHWLFN\ P{åX U{]QH þDVWL �þHUYD� EHåD" QD U{]Q\FK VWURMRFK�

=iNODGQi YODVWQRV"� NWRUi YtUXVRP DM þHUYRP FKêED� MH VFKRSQRV" VDPRVWDWQH VD Y\YtMD"�

9tUXV� NWRUê E\ WRKR ERO VFKRSQê� E\ PXVHO E\" SUtOLã YH�Nê� D WHGD �DKNR UR]SR]QDWH�Qê D

]QLþLWH�Qê DQWLYtURYêPL SURJUDPDPL�

Obrázok 9.2. Znázornenie trojvrstvovej neurónovej siete organizmu z obr. 9.1. Táto riadiaca jednotka
VD UHDOL]XMH WURMYUVWYRYRX QHXUyQRYRX VLH"RX� 9VWXSQp QHXUyQ\ ]tVNDYDM~ VLJQiO\ ] YL]XiOQ\FK

UHFHSWRURY SUH RNROLWp SROtþND �� SUH QHSUtWRPQRV" OtVWNX� LQDN ��� 6NU\Wp QHXUyQ\ SRPiKDM~ VSUDFRYD"
prijatú informáciu pre výstupné neuróny, ktoré rozhodujú o smere budúceho pohybu organizmu. Spoje
PHG]L QHXUyQPL V~ RKRGQRWHQp YiKDPL� NWRUp WDN RYSO\Y�XM~ ³LQWHOLJHQFLX´ QHXUyQRYHM VLHWH� 7DNêFKWR

RUJDQL]PRY MH YLDF� LFK ~VSHãQRV" Y ]EHUH SRWUDY\ VD RKRGQRFXMH� QH~VSHãQp ]DQLNDM~ D WLH

QDM~VSHãQHMãLH VD PQRåLD� Y\PLH�DM~ VL Y]iMRPQH þDVWL ³GHGLþQHM LQIRUPiFLH´ � YiK\ PHG]L QHXUyQPL�

WDNåH RUJDQL]P\ VD VWiYDM~ VWiOH HIHNWtYQHMãtPL Y ]EHUH SRWUDY\�

Virtuálna realita >��@ Pi WLHå EOt]NR N XPHOpPX åLYRWX� 1D UR]GLHO RG XPHOpKR åLYRWD MH YR
YLUWXiOQHM UHDOLWH XåtYDWH� DNWtYQ\P ~þDVWQtNRP SURFHVRY Y XPHOR Y\WYRUHQHM �VLPXORYDQHM�

realite. Na rozdiel od YLUWXiOQHM UHDOLW\ Y VLPXOiFLiFK XPHOpKR åLYRWD MHGLQFL � SURJUDP\ SR
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SRþLDWRþQRP QDVWDYHQt ]Y\þDMQH Xå QHNRPXQLNXM~ V XåtYDWH�RP� NWRUê MH OHQ SR]RURYDWH�RP

dejov vo virtuálnom svete, do ktorého nezasahuje.
=iNODGRP YlþãLQ\ VLPXOiFLt XPHOpKR åLYRWD V~ DOJRULWP\ GRYR�XM~FH XPHOêP ³E\WRVWLDP´

Y\YtMD" VD D�DOHER PHQL" VYRMH SURVWUHGLH� .DåGê ] WêFKWR DOJRULWPRY MH YHGQêP RERURP ViP

osebe so širokými vedeckými a priemyselnými aplikáciami. Základné algoritmy spadajú do
GYRFK RGYHWYt� XþLDFH VD DOJRULWP\ UHSUH]HQWRYDQp QHXUyQRYêPL VLH"DPL D HYROXþQp

algoritmy reprezentované predovšetkým genetickými algoritmami.
Neurónové siete [41] majú hodnotu samy osebe ako univerzálne aproximátory a dá sa

SRYHGD"� åH VDP\ SUHGVWDYXM~ SROH YêVNXPX �DOHNR UR]VLDKOHMãLH DNR Y V~þDVQHM GREH XPHOê

åLYRW� 3UH DXWRQyPQ\FK DJHQWRY SRWRP QHXUyQRYp VLHWH SUHGVWDYXM~ MHGQX ] PRåQêFK PHWyG
UR]KRGRYDQLD D V~þDVQH XþHQLD VD DNR NRPXQLNRYD" V RNROLWêP SURVWUHGtP DOHER

UR]SR]QiYD" LQIRUPiFLH�

9H�D DSOLNiFLt XPHOpKR åLYRWD Y\EDYXMH VYRMH RUJDQL]P\ QHXUyQRYRX VLH"RX� NWRUi VO~åL

DNR XPHOê PR]RJ VFKRSQê XþL" VD ] SUtNODGRY V YRSUHG ]DGDQêP YêVOHGNRP� 7\SLFNi MH

QHXUyQRYi VLH" ]RVWDYHQi ]R YVWXSQêFK QHXUyQRY� NWRUp V~ QDSRMHQp QD LQIRUPiFLH

]tVNDYDQp ] YRQNDMãLHKR SURVWUHGLD� ]R VNU\WêFK YUVWLHY QHXUyQRY� NWRUp Y\NRQiYDM~ YlþãLQX

YêSRþWRY� D ] YêVWXSQêFK QHXUyQRY� NWRUp XUþXM~ �DOãLX DNFLX RUJDQL]PX � DJHQWD �YL�� REU�

��� D ����� 7UpQRYDQLH �XþHQLH� QHXUyQRYHM VLHWH SR]RVWiYD ] QDVWDYRYDQLD VLO\ VSRMHQLD
PHG]L MHGQRWOLYêPL QHXUyQPL� 7RWR WUpQRYDQLH PRåQR UREL" U{]Q\PL SUtVWXSPL� PHG]L LQêP DM

genetickými algoritmami.
=DXMtPDYp MH DM SRXåLWLH VLPXOiWRURY XPHOpKR åLYRWD YR YêXþEH SULQFtSRY ELROyJLH SUH GHWL�

Výrazný úspech tu dosiahol napr. Mitchell 5HVQLFN >��@� 1DMSRSXOiUQHMãt Y WRPWR RK�DGH MH DVL

program SimLife [43].
Niektoré techniky z HYROXþQêFK DOJRULWPRY �NUtåHQLH D PXWiFLD�� NWRUêP VPH VD YHQRYDOL Y

SUHGFKiG]DM~FLFK NDSLWROiFK� VO~åLD QD SUHQRV LQIRUPiFLH PHG]L RUJDQL]PDPL D ]DEH]SHþXM~

evolúciu celej generácie - populácie organizmov - agentov.

9.4 Evolúcia pravidiel a Lindenmayerove systémy

2NUHP JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY� SURJUDPRYDQLD D �DOãtFK PHWyG H[LVWXM~ DM W]Y�

Lindenmayerove systémy >��@ SURGXNþQêFK SUDYLGLHO SRXåtYDQêFK QD PRGHORYDQLH UDVWX D
rozvoja organizmov. Tieto systémy sa vyskytujú v mnohých VLPXOiWRURFK D WLHå Y SRþtWDþRYHM

animácii. Pri simulácii týchto systémov zanedbávame vnútornú štruktúru skúmaných
V\VWpPRY D QDKUiG]DPH MX ]MHGQRGXãHQêPL SUDYLGODPL WDN� DE\ YêVOHGQê HIHNW ERO þR

QDMEOLåãt VN~PDQpPX ELRORJLFNpPX HIHNWX� 9êVOHGNRP DSOLNiFLH WDNêFKWR SUDYLGLHO P{åH E\"

fraktálová štruktúra. Príkladom je tvorba "kríka", kde je L-systém daný nasledovnými
pravidlami:

3RþLDWRþQê ERG )

3URGXNþQp SUDYLGOR ) → F [+F][-F]                                                  (9.1)
) ]QDPHQi QDNUHVOL þLDUX �]DþtQDPH NROPRX þLDURX ] SRþLDWRþQpKR ERGX VR V~UDGQLFDPL
0,0 do koncového bodu so súradnicami 0,10)
> ]QDPHQi ]DSDPlWD" VL V~UDGQLFH NRQFRYpKR ERGX D ]RGSRYHGDM~FX ]PHQX V~UDGQtF

                                     dx= x koncový  − x SRþLDWRþQê , dy= y koncový  − y SRþLDWRþQê

@ ]QDPHQi YUiWL" VD QD ]DSDPlWDQp V~UDGQLFH ERGX D ]RGSRYHGDM~FH dx a dy

� ]QDPHQi RWRþL" VD GR�DYD �SRXåLOL VPH SUHSLV SUH V~UDGQLFH QRYpKR ERGX�

                           x koncový = x SRþLDWRþQê + 0.7 (cos(40o) dx - sin(40o) dy)
y koncový = y SRþLDWRþQê + 0.7 (sin(40o) dx + cos(40o) dy)                       (9.2)

− ]QDPHQi RWRþL" VD GRSUDYD �SRXåLOL VPH SUHSLV SUH V~UDGQLFH QRYpKR ERGX�
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x koncový = x SRþLDWRþQê + 0.7 (cos(33o) dx + sin(33o) dy)
y koncový = y SRþLDWRþQê + 0.7 (sin(33o) dx - cos(33o) dy)                      (9.3)

1D REUi]NX ��� VPH SRXåLOL UHNXU]LX SUDYLGLHO GR ~URYQH �� 8KRO RWiþDQLD ��
o
GR�DYD Y

rovnici (9.2) a 33o
GRSUDYD Y URYQLFL ����� ERO ]YROHQê QD ]DþLDWNX QiKRGQH� Fraktálovú

ãWUXNW~UX Y\WYRUHQ~ SRPRFRX WURFKD SR]PHQHQêFK SUDYLGLHO P{åHPH YLGLH" QD REU� ����

Obrázok 9.3. /LQGHQPD\HURY V\VWpP GDQê URYQLFRX ���� LQWHUSUHWRYDQê �DOHM XYHGHQêPL SUDYLGODPL D

rovnicami 9.2 a 9.3, s rekurziou do úrovne 7.

Obrázok 9.4. /LQGHQPD\HURY V\VWpP SUH SRþLDWRþQê ERG )�)�)�)� SURGXNþQp SUDYLGOR ) → F+F-F-
))�)�)�)� 8KRO RWiþDQLD Y URYQLFLDFK ����� D ����� EXGH ��

o
D ]PHQãHQLH VD SRXåLMH LED SUL rekurzii.

Dostávame tzv. kvadratický .RFKRY RVWURY >��@� þR MH IUDNWiORYi ãWUXNW~UD �P{åHPH tV" V rekurziou
�XERYR�QH KOERNR� D SRNLD� GRVWDQHPH ]REUD]HQê RGVHN REUi]NX EH] XGDQHM PLHUN\� QLH MH PRåQp
SRYHGD"� DNê YH�Nê MH WR RGVHN�� -H WR SRGREQp DNR SUL SUHGFKiG]DM~FRP VWURPH� SRNLD� GRVWDQHPH

REUi]RN RGUH]DQpKR NRQFD YHWYLþN\ EH] PLHUN\� QLH MH PRåQp SRYHGD"� þL rekurzia na obr. 9.3 išla do
7. úrovne alebo do milióntej.

Úloha 9.1. 9\WYRUWH REGREQê WURMUR]PHUQê VWURPþHN DNR QD REUi]NX ���� NGH VD MHGQRWOLYp
YHWY\ QHEXG~ VNUDFRYD" IDNWRURP ���� DOH QiKRGQêP þtVORP V gaussovským rozdelením
SUDYGHSRGREQRVWL VR VWUHGRP QDSU� Y ���� NGH VD EXGH ]PHQãRYD" DM KU~END NPH�D D EOLåãLH

YHWY\ EXG~ Y\]HUD" KUXEãLH� NGH XKO\ YHWLHY Y SULHVWRUH WLHå EXG~ GDQp QiKRGQH� 9\VN~ãDMWH

DM LQp SURGXNþQp V\VWpP\� QDSU� SRþHW YHWLHY EXGH GDQê QiKRGQêP þtVORP RG � GR ��

)UDNWiO\ VD YãDN QHSRXåtYDM~ LED QD DQLPiFLH� DOH DM QD PRGHORYDQLH ãWUXNW~U D MDYRY Y
åLYêFK RUJDQL]PRFK� DNR MH VLH" FLHY D NDSLOiU Y �XGVNRP WHOH� 7i MH WDNi KXVWi� åH åLDGQD

EXQND QLH MH RG QHM Y]GLDOHQi YLDF DNR ��� EXQN\ �SRþHW NDSLOiU MH DVL �� PLOLiUG�� DOH VLH"
nezaberá viac ako 5% objemu tela. )UDNWiOPL VD Gi PRGHORYD" DM V\VWpP DOYHRO
�Y]GXFKRYêFK NRP{URN� Y �XGVNêFK S�~FDFK� NWRUêFK MH DVL ��� ��� 000 a ktoré spôsobujú,
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åH � FP
3
S�~F RGSRYHGi DNWtYQHM UHVSLUDþQHM SORFKH ��� FP

2
� 3RGREQê V\VWpP MH WLHå YR

YQ~WUDMãNX �DGYtQ� NWRUp VSUDFXM~ RNROR ���� OLWURY NUYL ]D GH� SRPRFRX DVL � ��� 000
]iNODGQêFK ILOWUDþQêFK MHGQRWLHN� DOHER Y VUGFL X 3XUN\Q�KR YOiNLHQ HOHNWURFKHPLFN\
UHJXOXM~FLFK WHS� 9\XåLWLH IUDNWiORY VD ]Gi E\" MHGQêP ]R ]iNODGQêFK SULQFtSRY morfogenézy a
fraktály sa objavujú aj pri geometrickej interpretácii dynamických pochodov (podivné
DWUDNWRU\�� þR VD Gi Y\XåL" QDSU� SUL biorytmoch na konštrukciu GHILEULOiWRURY QD SRWODþHQLH
infarktu [46,47]. )UDNWiOPL VD WLHå GDM~ SRStVD" ãWUXNW~U\ D MDY\ QD QLåãHM� PROHNXOiUQHM ~URYQL�
napr. u proteínov alebo DNA [48].

1HW\SLFNêP SUtVWXSRP SUL YêEHURYHM IXQNFLL HYROXþQêFK DOJRULWPRY MH HVWHWLFNp NULWpULXP�
DNR KR QDSU� XSODW�XMH Karl Sims pri generovaní obrázkov [49]. 6LPV >��@ WLHå SRXåLO JHQHWLFNê
V\VWpP QD YêYRM �XPHOêFK E\WRVWt� ]ORåHQêFK ] EORNRY� VSRMHQêFK N�EPL� SRKi�DQêFK VYDOPL D
ULDGHQêFK �REYRGPL�� 7LHWR XPHOp E\WRVWL VD SRWRP WHVWRYDOL QD VFKRSQRV" SRK\ERYD" VD SR

SRYUFKX� VNiND"� SOiYD" D SRG�� SULþRP VD Y\YLQXOD YH�Ni YDULDELOLWD E\WRVWt D QRYêFK W\SRY

pohybov.
9 VNXWRþQRVWL ]DþDO V SRGREQêP YêYRMRP REUi]NRY �E\WRVWt� ]RROyJ 5LFKDUG Dawkins [51]

YR VYRMHM SRSXOiUQHM NQLåNH �Blind Watchmaker". Tieto "bytosti" sa volali "%LRPRUSK� SRG�D

surrealistických obrázkov Desmonda Morrisa podobných zvieratám. Pomocou náhodných
PXWiFLt VD YåG\ Y\WYRULO V~ERU REUi]NRY� ] NWRUêFK VL XåtYDWH� Y\EUDO WHQ� þR VD PX QDMYLDF

SiþLO� D ] WRKR VD JHQHURYDO �DOãt V~ERU� 7LHWR VWURPRP SRGREQp ãWUXNW~U\ EROL ]DNyGRYDQp

YR IRUPH JpQRY� NyGXM~FLFK XKRO YHWYHQLD� G�åNX YHWLHY� K�ENX rekurzie, tvar ako priamka,
HOLSVD� REG�åQLN D SRG� 7DNWR Y]QLNOL QDSU� QDVOHGXM~FH REUi]N\ LKOLþQDWpKR VWURPX� åDE\ DOHER
VDPXUDMD� �YL�� REU� ����� 3UHK�DG SRGREQêFK SURJUDPRY QiMGHWH QDSU� QD internete [34].

Obrázok 9.5. 6WURP� åDED D VDPXUDM� REUi]N\ Y\WYRUHQp DOJRULWPRP ]DORåHQêP QD rekurzii a
pravidlách podobných Lindenmayerovým systémom, kde však sú pravidlá zakódované
FKURPR]yPDPL� NWRUp SUHFKiG]DM~ GUREQêPL ]PHQDPL� 8åtYDWH� Pi QDSU� QD YêEHU ] � PRåQêFK

REUi]NRY D WHQ� NWRUê VL Y\EHULH� WYRUt ]iNODG SUH �DOãtFK � REUi]NRY Y\WYRUHQêFK SRPRFRX QiKRGQH

SR]PHQHQêFK SUDYLGLHO� 3R QLHNR�NêFK GHVLDWNDFK F\NORY YêEHURY VD SRWRP GDM~ ]tVND" ]DXMtPDYR

vyzerajúce obrázky.

������������������
 �������������
�� ����

Skôr analytickému spôsobu riešenia problémov sa venuje ekologická a HYROXþQi G\QDPLND.
-HGQêP ] QDM]QiPHMãtFK SUtNODGRY MH DVL Y]"DK GUDYHF � NRULV" Y\MDGUHQê Lotkovou-
9ROWHUURYRX URYQLFRX >�����@� ,GH R Y\MDGUHQLH Y]"DKX PHG]L SRþWRP GUDYFRY D PQRåVWYRP

ORYQHM ]YHUL Y ]iYLVORVWL RG þDVX� 9 LGHiOQRP SUtSDGH E\ WLHWR SRþW\ PDOL E\" VWDELOQp� QR SUL

XUþLWHM HIHNWLYLWH ~WRNRY GUDYFRY D UR]PQRåRYDQt GUDYFRY DM NRULVWL QDVWiYDM~ RVFLOiFLH

PQRåVWYD NRULVWL� QDVOHGRYDQp RVFLOiFLDPL SRþWX GUDYFRY� 'i VD WR Y\VYHWOL" QDVOHGRYQH� SUL

SRþLDWRþQHM FKRUREH V~ GUDYFL ]GHFLPRYDQt D NRULV" VD SUHPQRåt� 'UDYFL SRWRP PDM~ YH�D

NRULVWL� EH] SUREOpPRY VD P{åX �SR ]iQLNX FKRURE\� UR]PQRåRYD" D LFK SRþHW VD WDN ]Ylþãt



129

HãWH YêUD]QHMãLH DNR PQRåVWYR NRULVWL� 7HUD] V~ ]DVD SUHPQRåHQt GUDYFL� NWRUêP VD SRGDUt

QDWR�NR ]UHGXNRYD" PQRåVWYR NRULVWL� åH VDPL ]DþQ~ XPLHUD" RG KODGX� 2VFLOiFLH PQRåVWYD

NRULVWL D GUDYFRY VD SRWRP RSDNXM~ Xå EH] QXWQRVWL SRþLDWRþQpKR Y\FKêOHQLD SRþWX GUDYFRY ]
URYQRYiåQHKR VWDYX QHMDNRX FKRURERX� 7DNpWR RVFLOiFLH PRåQR QDSUtNODG SR]RURYD" X

SRþWRY XORYHQêFK NUiOLNRY D U\VRY YR YLDF DNR VWRURþLH VWDUêFK ]i]QDPRFK 6SRORþQRVWL

+XGVRQRYKR ]iOLYX� NGH V~ PD[LPi SRþWRY XORYHQêFK NUiOLNRY Y]GLDOHQp RG VHED YåG\ GHVD"
URNRY QDVOHGRYDQp PD[LPDPL SRþWRY XORYHQêFK U\VRY�

Nech N1(t� MH SRþHW NXVRY NRULVWL �DOHER KRVWLWH�D� D N2(t� MH SRþHW NXVRY GUDYFRY �DOHER

SDUD]LWRY� Y þDVH t� 3UHGSRNODGDMPH� åH ]D QHSUtWRPQRVWL GUDYFRY VD NRULV" UR]PQRåXMH

UêFKORV"RX r1� ]DWLD� þR ]D DEVHQFLH NRULVWL GUDYFL K\Q~ UêFKORV"RX r2. Nech b1 zodpovedá
VFKRSQRVWL GUDYFRY SRåLHUD" NRULV" D b2 YSO\YX PQRåVWYD NRULVWL �D WHGD QDVêWHQLD GUDYFRY� QD

LFK UR]PQRåRYDQLH� 1DMMHGQRGXFKãLH Y\MDGUHQLH MH SRWRP

                                          dN1(t)/dt = N1(r1−b1N2 )
dN2(t)/dt = N2(−r2+b2N1 )                                                    (9.4)

Obrázok 9.6. 3UYi ]iYLVORV" XND]XMH RVFLOiFLH SRþWX GUDYFRY D PQRåVWYD NRULVWL Y þDVH� GUXKê REUi]RN

je trajektóriou sústavy diferenciálnych rovníc (9.4).

Nech r1= 1.5, b1=0.1 r2= 0.25 b2= 0.01 a N1(0)= 15 a N2��� ��� 3RWRP P{åHPH ]Qi]RUQL"
SULHEHK ]PLHQ SRþWRY GUDYFRY D NRULVWL Y ]iYLVORVWL RG þDVX QD MHGQRP JUDIH �YL� REU� �����

NGH MH SRþHW GUDYFRY Y\]QDþHQê SUHUXãRYDQRX þLDURX D SRþHW NXVRY NRULVWL SOQRX þLDURX�
'UXKê JUDI ]REUD]XMH Y]iMRPQ~ ]iYLVORV" SRþWX GUDYFRY D PQRåVWYD NRULVWL� NGH VD WLHWR SRþW\

SRK\EXM~ Y þDVH VWiOH GRRNROD SR ]REUD]HQHM trajektórii.
7DNêWR SULHEHK Y]iMRPQpKR RYSO\Y�RYDQLD GYRFK åLYRþtãQ\FK GUXKRY VD Gi PRGHORYD"

nielen GLIHUHQFLiOQ\PL URYQLFDPL� DOH DM SRþtWDþRYêP H[SHULPHQWRP� NHG\ Y\WYRUtPH QD
PULHåNH GUDYFRY D NRULV"� SULþRP NRULV" VD UR]PQRåXMH VWDELOQRX UêFKORV"RX� ]DWLD� þR

UR]PQRåRYDQLH GUDYFRY ]iYLVt RG KXVWRW\ NRULVWL�

3UH Qi]RUQRV" YãDN QDMSUY XYHGLHPH SUtNODG VLPXOiFLH SRSXODþQpKR SURFHVX MHGQpKR

GUXKX� .H� ]DQHGEiPH WDNPHU YãHWNR YþtWDQH SORãQpKR UR]ãtUHQLD GUXKX� GRVWiYDPH LED GYD

SURFHV\ � ]URGHQLH D VPU"�
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$N SUHGSRNODGiPH� åH SUtOLã YH�Ni SRSXOiFLD Pi LQKLELþQê HIHNW QD �DOãt UDVW D WHQWR

LQKLELþQê HIHNW MH OLQHiUQ\� SUH ]PHQX SRþWX SRSXOiFLH N dostávame pre kladné konštanty r a
s Verhulstovu-Pearlovu logistickú rovnicu rozpracovanú v [54]. Verhulst túto rovnicu navrhol
Xå U� ���� >��@� QR EROD LJQRURYDQi Då GR URNX ����� NHG\ MX Pearl a Reed znovu objavili [56]

( )dN dt N r sN= −                                                            (9.5)

7iWR URYQLFD E\ PDOD LGHiOQH IXQJRYD" QDSU� SUH NXOW~UX NYDVLQLHN� QR SUHNYDSXM~FR GREUH

IXQJXMH DM SUH RYH�D ]ORåLWHMãLH SUREOpP\� 7~WR URYQLFX VL P{åHPH UR]GHOL" QD UêFKORV" UDVWX

B(N) a vymierania D(N), kedy

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2dN dt B N D N N a a b b N = − = − − +                                 (9.6)

kedy r=a1−a2 a s= b1+b2 pre kladné konštanty a1, a2, b1, b2 D P{åHPH StVD"

( ) ( )1 1B N N a b N= −  a ( ) ( )2 2D N N a b N= +                                   (9.7)

3UHWRåH UêFKORV" UDVWX SRSXOiFLH %�1� QHP{åH E\" ]iSRUQi� Y\SOêYD ] WRKR� åH �≤N≤a1/b1.
ýDV s PHG]L MHGQRWOLYêPL XGDORV"DPL� WHGD ]URGHQtP DOHER VPU"RX Y SRSXOiFLL� MH QHSULDPR

~PHUQê V~þWX UêFKORVWt UDVWX D Y\PLHUDQLD� 3UL VLPXOiFLL VD JHQHUXMH WLHå SRPRFRX QiKRGQHM
premennej Y2 s uniformnou distribúciou z intervalu (0,1), teda

( ) ( )
2lnY

s
B N D N

−
=

+
                                                           (9.8)

Na rozdiel od deterministického modelu má síce VWRFKDVWLFNê PRGHO URYQRYiåQ\ VWDY� QR

SR þDVH stochastickými zmenami populácia vymrie. U deterministického modelu sa berie
YH�NRV" SRSXOiFLH DNR UHiOQH þtVOR� NWRUp SUL GDQêFK SDUDPHWURFK URYQLFH QLNG\ QHP{åH

NOHVQ~" QD QXOX� 8 VWRFKDVWLFNpKR PRGHOX MH YH�NRV" SRSXOiFLH FHOp þtVOR� NWRUp NH� VD

QiKRGRX GRVWDQH QD QXOX� Xå VD ] QHM QLNG\ QHGRVWDQH� Stochastický model je opísaný
algoritmom 9.1, ktorého výsledok je na obr. 9.7.

IXQFWLRQ %�Q�LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ %� Q
�D��E�
Q�� HQG�

IXQFWLRQ '�Q�LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ '� Q
�D��E�
Q�� HQG�

D� ���� D� ���� E�� ���� E�� ���� Q� �� WLPH� ��

1�WLPH�� ��

GUDZ�1�WLPH���

IRU VWHS� � WR VWHS���� GR

EHJLQ LI Q � EUHDN�

<� UDQGRP� <� UDQGRP�

V �OQ�<����%�Q��'�Q���

WLPH� WLPH�V�

1�WLPH�� Q�

GUDZ�1�WLPH���

LI �≤<�≤%�Q���%�Q��'�Q�� WKHQ Q� Q���

HOVH Q� Q���

1�WLPH�� Q�

GUDZ�1�WLPH���

HQG�

Algoritmus 9.1. *HQHURYDQLH YH�NRVWL SRSXOiFLH Y ]iYLVORVWL RG þDVX SRPRFRX stochastických zmien.
Výsledok algoritmu je znázornený na obr. 9.7. Príkaz GUDZ�1�WLPH�� vykreslí spojnicu súradníc
posledného bodu s novým bodom so súradnicami �WLPH�1�WLPH��.
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Obrázok 9.7. Zobrazenie VWRFKDVWLFNHM UHDOL]iFLH ]PLHQ YH�NRVWL SRSXOiFLH Y ]iYLVORVWL RG þDVX SRG�D

URYQLFH ��� D DOJRULWPX ��� �VWXS�RYLWi NULYND� D V~þDVQH GHWHUPLQLVWLFNHM NULYN\ SRG�D ULHãHQLD

diferenciálnej rovnice N' (t)=N (t ) ((a1-a2)-(b1+b2) N (t )) s okrajovou podmienkou N (0)=1 (hladká krivka).

$NR �DOãt SUtNODG VLPXOiFLH P{åHPH XYLHV" V~"DåHQLH GYRFK GUXKRY� NGH QiUDVW SRSXOiFLH

MHGQpKR GUXKX MH V~þDVQH LQKLERYDQê WDN YH�NRV"RX SRSXOiFLH WRKWR GUXKX� DNR DM YH�NRV"RX

populácie druhého druhu. Na rozdiel od 9ROWHUURYêFK�/RWNRYêFK URYQtF E\ WHGD X NDåGpKR
GUXKX VDPRVWDWQH QDVWDO QiUDVW Då GR VWDELOQpKR ERGX� ]DWLD� þR X Volterrových-Lotkových
URYQtF E\ VD NRULV" EH] GUDYFRY UR]PQRåRYDOD GRQHNRQHþQD� ]DWLD� þR GUDYFL EH] NRULVWL E\
]DK\QXOL� =iURYH� QiUDVW NRULVWL VS{VREXMH QiUDVW GUDYFRY� ]DWLD� þR SUL V~"DåLYRP Y]"DKX MH
WR QDRSDN� GUXK\ V~ VL QDY]iMRP GUDYFDPL� DM NH� VD QHSRåLHUDM~� VWDþt NH� VSRWUHERYiYDM~
URYQDNê GUXK REPHG]HQêFK ]GURMRY� .H� N1(t) a N2(t� R]QDþtPH PQRåVWYi SUYpKR D GUXKpKR
GUXKX Y þDVH t� P{åHPH StVD"

1 1 1 11 1 12 2

2 2 2 21 1 22 2

dN dt N ( r s N s N )

dN dt N ( r s N s N )

= − −
= − −

                                               (9.9)

Obrázok 9.8. 'LDJUDP\ VWDELOLW\ SUH V~"DåHQLH GYRFK åLYRþtãQ\FK DOHER UDVWOLQQêFK GUXKRY� 9 SUYRP

SUtSDGH GRVWiYDPH VWDELOQ~ URYQRYiKX Y PLHVWH SUHNUtåHQLD GYRFK SULDPRN a a b, v druhom prípade
GRVWiYDPH QHVWDELOQ~ URYQRYiKX Y PLHVWH SUHNUtåHQLD � SUL DNRPNR�YHN Y\FKêOHQt MHGHQ ] GUXKRY

Y\PULH� ]iOHåt LED RG VPHUX Y\FKêOHQLD� 9 SUtSDGH� åH E\ VD SULDPN\ a, b nepretínali a priamka a je
nad b� Y\PULH GUXK �� Y RSDþQRP SUtSDGH Y\PULH GUXK ��
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0{åHPH UR]OtãL" ãW\UL SUtSDG\�
1. .H� r1/r2>s12/s22 aj s11/s21, potom druh 1 vyhráva.
2. .H� r1/r2<s12/s22 aj s11/s21, potom druh 2 vyhráva.
3. .H� s12/s22 < r1/r2 < s11/s21� SRWRP H[LVWXMH VWDELOQp URYQRYiåQH ULHãHQLH V NRQãWDQWQêPL

YH�NRV"DPL SRSXOiFLt N1 a N2 SUH SUYê D GUXKê GUXK �YL� SUYê GLDJUDP ] REU� �����

4. .H� s11/s21 < r1/r2 < s12/s22� SRWRP H[LVWXMH QHVWDELOQp URYQRYiåQH ULHãHQLH� .H� VD YH�NRVWL

SRSXOiFLH Y\FKêOLD ] WRKWR ULHãHQLD� ]DþQ~ VD Y\FK\�RYD" VWiOH YLDF� Då SRNLD� MHGHQ ]

GUXKRY QHY\K\QLH� .WRUê ] GUXKRY Y\K\QLH� WR ]iYLVt QD SRþLDWRþQRP VWDYH D SUL
VWRFKDVWLFNHM VLPXOiFLL þLDVWRþQH DM QD QiKRGH �YL� GUXKê GLDJUDP ] REU� �����

IXQFWLRQ %��Q�LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ %�� Q
U� HQG�

IXQFWLRQ '��Q��Q��LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ '�� Q�
�V��
Q� � V��
Q�� HQG�

IXQFWLRQ %��Q�LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ %�� Q
U� HQG�

IXQFWLRQ '��Q��Q��LQWHJHU��UHDO�

EHJLQ '�� Q�
�V�� Q� � V��
Q�� HQG�

U� ���� V�� ����� V�� ����� U� ���� V�� ����� V�� �����

Q�� �� Q�� ��

GUDZ������

IRU VWHS� � WR VWHS����� GR

EHJLQ

<�� UDQGRP�

5� %��Q���'��Q��Q���%��Q���'��Q��Q���

LI �≤<�≤%��Q���5 WKHQ Q�� Q��� HOVH

LI <�≤�%��Q���'��Q��Q����5 WKHQ Q� � Q��� HOVH

LI <�≤�%��Q���'��Q��Q���%��Q����5 WKHQ Q�� Q��� HOVH Q�� Q����

GUDZ�Q��Q���

HQG�

Algoritmus 9.2. Generovanie VWRFKDVWLFNêFK ]PLHQ YH�NRVWt GYRFK V~"DåLDFLFK SRSXOiFLt� 9]K�DGRP

QD SRþLDWRþQp KRGQRW\ NRQãWiQW r a s má systém stabilné riešenie n1=50, n 2=25, okolo ktorého sa
EXG~ SRK\ERYD" YH�NRVWL SRSXOiFLt� 9êVOHGRN DOJRULWPX MH ]Qi]RUQHQê QD REU� 9.9. Príkaz
GUDZ�Q��Q�� vykreslí spojnicu súradníc posledného bodu s novým bodom so súradnicami �Q��Q��.

1DþR PRGHORYD" YêYRM SRPRFRX VWRFKDVWLFNêFK SURFHVRY� NH� SUL Y\ããLH XYHGHQêFK

SUtNODGRFK H[LVWXMH DM MHGQR]QDþQp DQDO\WLFNp ULHãHQLH ]RGSRYHGDM~FLFK diferenciálnych
URYQtF" 6WDþt MHGQRGXFKR SULGD" SULHVWRURYp Y]"DK\� W�M� XPLHVWQL" MHGQRWOLYp ³åLYRþtFK\´ QD

WRURLGiOQX PULHåNX DNR X FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRY �YL� �DOHM� D diferenciálne rovnice prestávajú
SODWL"� -HGQRGXFKêP SULGDQtP SULHVWRURYHM LQWHUDNFLH VD SUREOpP\ VWiYDM~ YR YlþãLQH

SUtSDGRY DQDO\WLFN\ QHULHãLWH�QêPL�

Úloha 9.2. 1DPRGHOXMWH SULHEHK\ PQRåVWYD GUDYFRY D NRULVWL XNi]DQp Y SUHGFKiG]DM~FLFK
obrázkoch 9.6, nie však pomocou diferenciálnych rovníc, ale vytvorením stochastického
PRGHOX� NGH PQRåVWYi GUDYFRY D NRULVWL D LFK SUtUDVWN\�~E\WN\ EXG~ GDQp FHOêPL þtVODPL� Y

SUtSDGH� åH ]PHQD QLH MH Y\MDGUHQi FHOêP þtVORP� EHUWH QHFHORþtVHOQ~ þDV" DNR

SUDYGHSRGREQRV" D UR]KRGQLWH R ]DRNU~KOHQt QDKRU�QDGRO QD ]iNODGH SRURYQDQLD WHMWR

SUDYGHSRGREQRVWL V QiKRGQêP þtVORP ] LQWHUYDOX ������
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Obrázok 9.9. 0RGHORYDQLH SUYêFK ���� ]PLHQ YH�NRVWt SRSXOiFLt SUL V~"DåHQt GYRFK GUXKRY SRPRFRX

DOJRULWPX ���� 3RSXOiFLH SUYpKR DM GUXKpKR GUXKX ]DþtQDM~ V YH�NRV"DPL N1=N2 �� .�XNDWRX þLDURX V~
]REUD]HQp SRVWXSQp ]PHQ\ YH�NRVWt SRSXOiFLt� NWRUp VD SR SULEOLåQRP GRVLDKQXWt URYQRYiåQHKR VWDYX
³SRWXOXM~ RNROR´� äLD�� QLH MH WX ]REUD]HQê þDVRYê SULHEHK D MHGQRWOLYp ]PHQ\ ] UR]GLHOQ\FK þDVRYêFK

RGVHNRFK VD SUHNUêYDM~� þtP Y\WYiUDM~ QHSUDYLGHOQ~ PULHåNX� 2EUi]RN RGSRYHGi SUYpPX GLDJUDPX

stability z predchádzajúceho obr. 9.8 pre konštanty r1=2.0; s11=0.03; s12=0.02; r2=1.5; s21=0.01;
s22=0.04.

7\SLFNêP FLH�RP PQRKêFK VLPXODþQêFK SURJUDPRY MH modelovanie kolónie mravcov [57].
-H YH�D SURJUDPRY� NWRUp WDNpWR VSUiYDQLH QDSRGRE�XM~� 0UDYFH WRWLå SUL UHODWtYQHM

jednoduchosti svojich jednotlivcov vykazujú komplikované skupinové správanie. Sú tak
VFKRSQp Y\NRQiYD" ~ORK\� NWRUp LG~ �DOHNR QDG UiPHF PRåQRVWt MHGQRWOLYpKR PUDYFD� 5RELD

WDN EH] Y]iMRPQpKR VSRMHQLD ³WHOHIyQQRX OLQNRX´� EH] FHQWUiOQHKR ULDGHQLD D SUL þDVWêFK
SRUXFKiFK LQIRUPiFLH DOHER ]PHQiFK SURVWUHGLD� 0UDYþLH NROyQLH VWDYDM~ FHVW\ PHG]L

KQLH]GRP D ]GURMRP SRWUDY\� DOHER Y\WYiUDM~ åLYp PRVW\ SUL PLJUiFLL� = RSDþQpKR SRK�DGX VD

Gi WDNpWR VSUiYDQLH Y\XåL" DM SUH RSWLPDOL]DþQp YêSRþW\ >��@�

Obrázok 9.10. =REUD]HQLH ³åXEULHQRN´ �þLHUQ\FK ERGRY V ³FKYRVWtNRP´�� NWRUp VD SRK\EXM~ VPHURP
YSUDYR QDKRU D Y\KêEDM~ VD SUHNiåNH �NUXKX�� 0RGHO MH LQãSLURYDQê VSUiYDQtP VD YWiþLHKR N�G�D SRG�D
Craiga Reynoldsa [59].

�DOãtP SUtNODGRP HPHUJHQWQêFK YODVWQRVWt MH VSUiYDQLH VD YWiþLHKR N�G�D EH] FHQWUiOQHKR

riadenia skúmané v prácach Craiga Reynoldsa [59]. Ten vytvoril základný model "vtáka",
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nazvaného "boid�� 'R SRþtWDþRYpKR PRGHOX VD SRWRP YORåLOD SRSXOiFLD �YWiNRY� ULDGLDFLFK VD
WURPD ]iNODGQêPL YODVWQRV"DPL�

•  Y\KêED" VD NROt]LL V RNROLWêPL �YWiNPL��

•  SULVS{VREL" UêFKORV" RNROLWêP �YWiNRP��

•  VQDåL" VD GUåD" VD EOt]NR RNROLWêFK �YWiNRY��

•  �P{åH VD SULGD" ]iNODGQê VPHU� NWRUêP YWiN\ OHWLD� QXWQRV" Y\KêED" VD SUHNiåNDP� SULGD"

malé náhodné zmeny smeru a rýchlosti vtákov apod.).
.DåGê �YWiN� SULWRP YLGt LED VYRMLFK QDMEOLåãtFK VXVHGRY� 7LHWR ]iNODGQp YODVWQRVWL V~
GRVWDþXM~FH QD Y\WYRUHQLH SULURG]HQpKR VSUiYDQLD VD N�G�D� .H� VD QDSU� REMDYt SUHNiåND�
N�GH� VD EH] DNpKRNR�YHN FHQWUiOQHKR ULDGHQLD UR]GHOt QD GYH þDVWL� NWRUp VD SR REOHWHQt

SUHNiåN\ VSRMD� 7LHWR SULQFtS\ VD QDSU� SRXåLOL QD UHDOLVWLFN~ DQLPiFLX QHWRSLHURY YR ILOPRFK

Batman sa vracia a Cliffhanger.

Úloha 9.3. 9\WYRUWH SURJUDP QD DQLPiFLX SRK\EX åXEULHQRN QD REUi]NX ����� NGH YH�Nê NUXK
MH SUHNiåND� �KODYLþND åXEULHQRN� SUHGVWDYXMH XPLHVWQHQLH åXEULHQN\ Y GYRMUR]PHUQRP
SULHVWRUH D G�åND D VPHU FKYRVWtND XUþXM~ UêFKORV" D VPHU SRK\EX åXEULHQN\� 3ULGDMWH

"dravca", teda LQRIDUHEQ~ åXEULHQNX� NWRUi VD SRK\EXMH VPHURP N RVWDWQêP åXEULHQNDP D

NWRUHM VD RVWDWQp åXEULHQN\ VQDåLD Y\KêED"�

9.6 Celulárne automaty

Celulárne automaty >�����@ P{åX WYRUL" VDPRVWDWQ~ NDSLWROX XPHOpKR åLYRWD� 6~ WR GLVNUpWQH

G\QDPLFNp V\VWpP\ ]ORåHQp ] URYQDNpKR W\SX �EXQLHN�� NWRUêFK VSUiYDQLH MH ~SOQH XUþHQp LFK
PRPHQWiOQ\P YODVWQêP VWDYRP D VWDYPL �EXQLHN� Y LFK QDMEOLåãRP RNROt� ýR MH SRYDåRYDQp

]D RNROLH� ]iYLVt RG GHILQtFLH� ýDV� SULHVWRU D VWDY V\VWpPX V~ GLVNUpWQH� %XQN\ QHPDM~

SDPl" D V~ UR]ORåHQp QD SUDYLGHOQHM PULHåNH �MHGQR� þL YLDFUR]PHUQHM� SUL GYRMUR]PHUQHM

P{åH tV" R ãWYRUFRY~� WURMXKROQtNRY~ DOHER ãHV"XKROQtNRY~ PULHåNX�� 0ULHåND PHQt VYRM

Y]K�DG SR HWDSiFK� 0{åHPH VL SUHGVWDYL"� åH VWDY\ YãHWNêFK EXQLHN VD Y SULHEHKX MHGQpKR

þDVRYpKR NURNX PHQLD V~þDVQH� 6WDY EXQN\ Y PULHåNH VD PHQt ] ³JHQHUiFLH QD JHQHUiFLX´
SRPRFRX SUDYLGLHO EHU~FLFK GR ~YDK\ EOt]NH RNROLH EXQN\� %XQN\ PDM~ NRQHþQê SRþHW VWDYRY�

6WDY NDåGHM EXQN\ MH FKDUDNWHUL]RYDQê ]RSiU ELWPL LQIRUPiFLH� þDV VD SRV~YD Y GLVNUpWQ\FK
NURNRFK� SULþRP QRYê VWDY EXQN\ MH GHILQRYDQê QDSU� SRG�D �WDEX�N\� REVDKXM~FHM YãHWN\

PRåQp VWDY\ �FHQWUiOQHM� EXQN\ D MHM VXVHGRY Y SUHGFKiG]DM~FRP þDVRYRP NURNX� .DåGpPX

SUtSDGX Y WDEX�NH ]RGSRYHGi QRYê VWDY �FHQWUiOQHM� EXQN\� 9ãHWN\ EXQN\ SRXåtYDM~ URYQDN~
prechodovú funkciu.

=iNRQ\ ]PLHQ V~ WHGD ORNiOQH D XQLIRUPQp� 1D ]iNODGH YH�PL MHGQRGXFKêFK ]iNRQRY YãDN

Y]QLNDM~ YH�PL ]ORåLWp ãWUXNW~U\ D Y]RU\ VSUiYDQLD Y\ããtFK FHONRY �]ORåLWêFK Y]RURY�

jednoduchých buniek. Ako jeden z prvých sa takýmito "hrami" zaoberal matematik Stanislaw
M. Ulam v Los Alamos.

(YRO~FLD MH ]iNODGQêP NDPH�RP YêVNXPX Y XPHORP åLYRWH� -HGHQ ] QDMYlþãtFK

RWYRUHQêFK SUREOpPRY GQHãND MH Y]QLN åLYRWD� $NR Y]QLNOL sebareplikujúce organizmy, nutné
na evolúciu? Ulam navrhol John von 1HXPDQQRYL� DE\ VNRQãWUXRYDO QD �QHNRQHþQHM
šachovnici" systém na štúdium strojovej reprodukcie operujúci iba so základnými strojovými
SUtND]PL� .DåGi ãWYRUFRYi EXQND PRKOD E\" Y DNRPNR�YHN VWDYH ]RGSRYHGDM~FRP þDVWLDP

�VWURMD�� 6WURM ERO SRWRP Y]RURP ]ORåHQêP ] WDNêFKWR þDVWt� 3UDYLGOi VSUiYDQLD VD þDVWt VWURMD
boli vytvorené na základe zjednodušenej fyziky. Takýto celulárny automat "zostrojil" von
1HXPDQQ NRQFRP ãW\ULGVLDW\FK URNRY >��@� -HKR UHSURGXNþQê DXWRPDW SR]RVWiYDO ]
REG�åQtNRYR XVSRULDGDQêFK EXQLHN QDVOHGRYDQêFK GOKêP �FKYRVWRP�� 9Q~WUL REG�åQLND
H[LVWRYDOR PQRåVWYR �SRGRUJDQL]PRY�� 6SUDFRYDWH�VNp podorganizmy spracovávali materiál z
okolitého prostredia, SRGRUJDQL]P\ ]DEH]SHþXM~FH GXSOLNiFLX þtWDOL V~ERU LQãWUXNFLt D
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NRStURYDOL LFK� .DåGi EXQND PDOD �� PRåQêFK VWDYRY� H[LVWRYDO V~ERU SUDYLGLHO SUHFKRGRY ]
jedného stavu do druhého. Jeden z hlavných von 1HXPDQQRYêFK SUtQRVRY ERO� åH
UHSURGXNþQê SURFHV SRXåtYDO LQãWUXNFLH QD VSUDFRYDQLH GYRPD U{]Q\PL VS{VREPL� DNR

interpretovaný kód v priebehu vlastnej stavby a ako kopírované dáta - kopírovanie príkazov
na stavbu do potomka. Neskôr sa dokázala existencia tohto rozdelenia aj v prírode:
,QãWUXNFLH QD VSUDFRYDQLH �'1$� VD SRXåtYDM~ QD Y\WYRUHQLH YODVWQpKR �V\VWpPX� � proteínov.
V FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRFK VD P{åX REMHNW\ FKiSD" DM DNR SDVtYQH GiWD� NWRUp VD SRGUREXM~

RSHUiFLiP� DM DNR YêSRþWRYp SURVWULHGN\� 7R Y\XåLO Langton [63] vo svojej výrazne
jednoduchšej verzii samoreprodukujúcich sa tzv. 4�VOXþLHN Y UiPFL dvojdimenzionálneho
celulárneho automatu.

Na tom istom mieste - University RI 0LFKLJDQ � ]DþDO SRWRP SRXåtYD" John Holland
celulárne automaty na problémy adaptácie a optimalizácie.

Najpopulárnejším FHOXOiUQ\P DXWRPDWRP MH KUD �äLYRW� �Life), navrhnutá r. 1970 Johnom
Hortonom Conwayom, mladým matematikom z Gonville and Caius College v Cambridgi, a
rozšírená "rubrikami" Martina *DUGQHUD Y þDVRSLVH Scientific American [64,65]. Von
1HXPDQQRY DXWRPDW ERO VtFH XQLYHU]iOQ\P SRþtWDþRP �PRKRO VLPXORYD" DN~NR�YHN

RStVDWH�Q~ IXQNFLX DNpKRNR�YHN SRþtWDþD SRPRFRX V~ERUX ORJLFNêFK SUDYLGLHO�� QR ERO

]E\WRþQH ]ORåLWê� &RQZD\ ]MHGQRGXãLO SRþHW PRåQêFK VWDYRY EXQN\ ] YRQ Neumannových 29
LED QD �� EXQND PRKOD E\" DOHER åLYi� DOHER P�WYD�

3UDYLGOi� +Uiþ WX YODVWQH QHUREt QLþ� LED SR]RUXMH ãWUXNW~U\� NWRUp Y\WYiUD SRþtWDþ�
&RQZD\ Y\VN~ãDO YH�D SUDYLGLHO SUH Y]QLN D SUHåLWLH EXQN\� &KFHO SULWRP GRVLDKQX"� DE\ YH�PL

MHGQRGXFKp Y]RU\ DXWRPDWLFN\ QHUiVWOL GRQHNRQHþQD� QR QLHNWRUp V �GLYRNêP� D
QHSUDYLGHOQêP VSUiYDQtP E\ PRKOL UiV" GR QHNRQHþQD D PDOL E\ H[LVWRYD" DM VWDELOQp
štruktúry. &RQZD\RYH EXQN\ V~ UR]PLHVWQHQp QD ãWYRUFRYHM PULHåNH D ]D VXVHGRY ãWYRUþHND
�EXQN\� SRYDåXMHPH ãWYRUþHN\ QLHOHQ SULDPR VXVHGLDFH KUDQRX� WHGD KRUQê� GROQê� Y�DYR D

YSUDYR� QR DM �DOãLH ãW\UL VXVHGLDFH �URKRP��

Pravidlá:
�� 67$%,/1é 67$9� .H� Pi GDQi EXQND GYRFK åLYêFK VXVHGRY �QHFK Xå MH VDPD åLYi þL

�P�WYD´�� RVWiYD Y URYQDNRP VWDYH DNR SUHGWêP DM Y �DOãHM JHQHUiFLL�
�� 5$67� .H� Pi EXQND SUHVQH WURFK åLYêFK VXVHGRY� EXGH Y �DOãHM JHQHUiFLL åLYi EH]

RK�DGX QD MHM PRPHQWiOQ\ VWDY�

�� 605!� .H� Pi EXQND SRþHW VXVHGRY �� �� ���� EXGH Y QDVOHGXM~FHM JHQHUiFLL �P�WYD´�

%XQND WHGD ³]RPULH QD SRGFKODGHQLH DOHER QD SUHKULDWLH� NH� Pi SULPiOR DOHER SULYH�D

susedov”.

Obrázok 9.11. Štruktúra “klzák” z hry “Life” (primitívneho celulárneho automatu). Táto štruktúra sa
YåG\ SR ãW\URFK NURNRFK RSDNXMH� SULþRP VD SRK\EXMH GRSUDYD QDGRO� ([LVWXMH YH�D WDNêFKWR REMHNWRY�

NWRUp Y]iMRPQêPL ]UiåNDPL P{åX ]DQLND" DOHER WYRUL" LQp GUXK\ ãWUXNW~U� ³.O]iN´ VL PRåQR SUHGVWDYL"
DNR ELW � �MHKR QHSUtWRPQRV" DNR ELW �� D VPHU MHKR SRK\EX DNR GU{W� = WDNêFKWR D SRGREQêFK ãWUXNW~U

SRWRP PRåQR ]RVWDYL" FHOê YLUWXiOQ\ SRþtWDþ�

3RSXOiFLD EXQLHN VD PHQt ] JHQHUiFLH QD JHQHUiFLX D MH PRåQp WYRUL" QDMU{]QHMãLH

štruktúry. &RQZD\ VD ]DXMtPDO R PRåQRV" UDVWX GRQHNRQHþQD� $NR MHGQX ] K\SRWHWLFNêFK
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PRåQRVWt QDYUKRO W]Y� �klzákovú pušku" (glider JXQ� � VWDELOQê REMHNW� NWRUê E\ �Y\VWUH�RYDO�

vzory nazývané "klzák" (JOLGHU� YL� REU� ������ 5�:� Gosper na základe výzvy v populárnom
þDVRSLVH Scientific $PHULFDQ Y\WYRULO QD SRþtWDþL WDN~WR ãWUXNW~UX D WLHå YH�D �DOãtFK�

3UL SRXåLWt �NO]iNRY� DNR UHSUH]HQWiFLH ELWRY ERO &RQZD\ VFKRSQê Y\WYRUL" HNYLYDOHQW\
"and"-brán, "or"-brán a "not"-brán, VþtWDþ� DNR DM DQDOyJ YQ~WRUQHM SDPlWH SRþtWDþD� 7DN VD

SUHXNi]DOR� åH KUD Life je vlastne 7XULQJRYêP SRþtWDþRP >�����@� URYQDNR DNR QtP P{åX E\"
aj iné celulárne automaty [68].

Obrázok 9.12. Modelovanie vzorov celulárnym automatom.

3UtNODG LQpKR W\SX VSUiYDQLD VD MH QD REUi]NX ����� NGH ] QiKRGQpKR UR]ORåHQLD EXQLHN
na WRURLGH �]REUD]HQRP DNR ãWYRUHF� SUL ãWDUWH Y]QLNDM~ SR]G�åQH� NUXKRYLWp DOHER ãSLUiORYLWR
sa rozširujúce vzory. Takéto "vlny" potom zostávajú na mieste alebo cestujú, rozširujú sa
DOHER ]DQLNDM~� $M NH� SUDYLGOi V~ GHWHUPLQLVWLFNp� YêVOHGNRP MH VWDY SULSRPtQDM~FL FKDRV�

7HQWR REUi]RN Y]QLNRO ] QiKRGQpKR VWDYX� NGH NDåGi ] EXQLHN EROD Y MHGQRP ]R � VWDYRY ���
��� =D VXVHGQp EXQN\ WX SRYDåXMHPH EXQN\ VXVHGLDFH KUDQRX� 3UDYLGOi Y SRUDGt LFK
XSODW�RYDQLD� %XQND VXVHGLDFD V EXQNRX Y VWDYH � SUHFKiG]D QD VWDY �� %XQND Y VWDYH c
prechádza na stav c ��� SRNLD� MH QLHNWRUê ] MHM VXVHGRY Y VWDYH c +1. Inak bunka zostáva v
S{YRGQRP VWDYH� 3RGREQp V\VWpP\ VD SRXåtYDM~ QD PRGHORYDQLH fibrilácií srdca alebo
RVFLODþQêFK FKHPLFNêFK UHDNFLt�

Úloha 9.4. Zobrazte súbor stavov jednorozmerného celulárneho automatu, kde sú bunky iba
Y MHGQRP ULDGNX �IRUPiOQH VSRMHQRP GR F\NOX� W�M� ]DþLDWRN ULDGNX VXVHGt V NRQFRP� D PRåQp

VWDY\ EXQLHN �  ELHOD� D �  þLHUQD� 3UHFKRGRYp SUDYLGOi SUH VWDY EXQLHN EHU~ GR ~YDK\ LED

PRPHQWiOQ\ VWDY EXQN\ �Y SURVWULHGNX� D MHM �DYpKR D SUDYpKR VXVHGD� 3UDYLGOi V~ ]DGDQp

takto: 1,1,1 ⇒  0; 1,1,0 ⇒  0; 1,0,1 ⇒  1; 1,0,0 ⇒  0; 0,1,1 ⇒  1; 0,1,0 ⇒  1; 0,0,1 ⇒  0; 0,0,0 ⇒
1}. Napr. pravidlo 1,1,0 ⇒ � ]QDPHQi� åH þLHUQD EXQND V þLHUQ\P �DYêP D ELHO\P SUDYêP

VXVHGRP EXGH Y �DOãRP þDVRYRP NURNX ELHOD� =REUD]WH V~ERU ULDGNRY Y þDVRYHM SRVWXSQRVWL�

W�M� ULDGRN Y þDVH �� SRG QtP ULDGRN Y þDVH � DW�� 3RþLDWRþQê VWDY ULDGNX Y þDVH � Pi E\"

náhodne generovaný.
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Úloha 9.5. Zostrojte model celulárneho automatu so 4 stavmi:

1. Prázdna bunka 2. Mravec 
�� ,KOLþLH �� 0UDYHF V LKOLþtP

3UDYLGOi� 1D SRþLDWNX REVDKXMH GYRMUR]PHUQi PULHåND �QD RNUDMRFK VSRMHQi GR toroidu, aby
QHEROL SUREOpP\ V RKUDQLþHQtP� QiKRGQH UR]PLHVWHQp LKOLþLH D PUDYFH� 0UDYHF VD SRK\EXMH

YåG\ QiKRGQêP VPHURP� QR WDN� DE\ GYD PUDYFH QHEROL Y MHGQHM EXQNH� .H� QDUD]t QD LKOLþLH�

]REHULH KR� �0{åH WDN DM ] �N{SN\� RGREHUD"�� .H� PUDYHF V LKOLþtP QDUD]t QD LQp LKOLþLH�

RGORåt VYRMH LKOLþLH D QH]GYLKQH KQH� VXVHGQp� 3R]RUXMWH� DNR VD WDNêPWR GLVWULEXRYDQêP

SURFHVRP EXG~ Y\WYiUD" �N{SN\��

Uvedené FHOXOiUQH DXWRPDW\ Y\]HUDM~ DNR KUDþN\� QR V~ VSRMHQp V KOERNêPL ILOR]RILFNêPL

RWi]NDPL� QDSU� DNR MH PRåQp� åH ]ORåLWp V\VWpP\� DNR V~ åLYp RUJDQL]P\� P{åX Y]QLND" YR

svete, kde základným zákonom je zvyšovanie entrópie, teda "dezorganizácie". Dynamika
]PLHQ ULDGHQêFK LQIRUPiFLRX Y åLYêFK V\VWpPRFK SUHY]DOD NRQWUROX QDG G\QDPLNRX ]PLHQ

XUþRYDQêFK WRNRP HQHUJLH�

9.7 Vznik komplexných javov

&HOXOiUQH V\VWpP\ V~ SULHVWRURYR UR]ORåHQp QHOLQHiUQH G\QDPLFNp V\VWpP\ VFKRSQp
Y\ND]RYD" VWDELOLWX� F\NOLFNp VSUiYDQLH DM FKDRV� =iURYH� V~ VFKRSQp PRGHORYD" XQLYHU]iOQ\

SRþtWDþ� 3ULWRP V~ MHGQR]QDþQH GHILQRYDQp SRPRFRX �look XS WDEOH�� =iURYH� GR ]QDþQHM

PLHU\ P{åX SUHGVWDYRYD" I\]LNiOQ\ PRGHO� .HG\ X WDNêFKWR V\VWpPRY ]DþQH SUHYDåRYD"
dynamika informácie vykazujúca komplexné správanie sa?

Christopher /DQJWRQ SRYDåRYDO QLHNWRUp ] FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRY ]D �QXGQp�� SUHWRåH SR

QLHNR�NêFK JHQHUiFLiFK YãHWN\ EXQN\ Y\PUHOL� DOHER VD XVSRULDGDOL GR MHGQRGXFKêFK
pravidelných štruktúr - boli vysoko usporiadané. Iné automaty zasa boli príliš chaotické a
QHSUHGSRYHGDWH�Qp� QHGDOL VD UR]SR]QD" RG QiKRGQH Y\JHQHURYDQpKR ãXPX� 1LHNWRUp

celulárne automaty však vykazovali zaujímavé komplikované správanie sa na hranici medzi
poriadkom a úplným chaosom. Langton definoval parameter nazvaný lambda, pomocou
NWRUpKR VD Gi SUHGSRYHGD"� þL GDQê celulárny automat bude usporiadaný, chaotický alebo na
hranici medzi poriadkom a chaosom [69].

Obrázok 9.13. Schematické znázornenie závislosti komplexnosti od parametra λ v priestore
FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRY� XND]XM~FH Y]iMRPQê Y]"DK PHG]L Wolframovými triedami [70] (idúcimi od
nemenného stavu cez periodicitu a komplexné správanie po chaos) a fázovým priechodom. Treba
SR]QDPHQD"� åH �PHUDGOR VWDELOLW\� FHOXOiUQHKR DXWRPDWX SUHG D ]D Ii]RYêP SULHFKRGRP R]QDþHQêP

λc sa líši spôsobom merania.
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1HFK MH �DOãLH VSUiYDQLH EXQN\ XUþHQp IXQNFLRX VR YVWXSRP VWDYRY EXQLHN Y RNROt V

SRþWRP EXQLHN N �YþtWDQH EXQN\ VDPRWQHM� D YêVWXSRP IXQNFLH MH QRYê VWDY EXQN\� 1HFK
celkovo existuje K PRåQêFK VWDYRY EXQN\� 9\EHUPH VL MHGHQ VWDY EXQN\� NWRUê QD]YLPH

�QHDNWtYQ\�� 1HFK SRþHW SUDYLGLHO IXQNFLH� NWRUp YHG~ N WRPXWR QHDNWtYQHPX VWDYX� MH n. Nech
ostatných K 

N - n prechodových pravidiel funkcie je vybraných náhodne a uniformne zo
zvyšných K - 1 stavov bunky. Potom je parameter lambda

N

N
K n

K

−λ =                                                             (9.10)

.H� MH n  = K 

N, ODPEGD MH �� YãHWN\ EXQN\ RNDPåLWH Y\K\Q~� 3UH n  =0 je lambda rovné 1 a
åLDGQD EXQND QHK\QLH� .H� V~ SUHFKRG\ QD YãHWN\ VWDY\ Y SUDYLGOiFK IXQNFLH UR]ORåHQp

rovnomerne, potom λ=1.0  −1/K. Medzi ODPEGRX URYQRX QXOH �XVSRULDGDQêP �P�WY\P�
VWDYRP� D URYQRPHUQH UR]ORåHQêPL VWDYPL Y SUDYLGOiFK �FKDRVRP� OHåt REODV" ]DXMtPDYpKR

správania - na hranici chaosu.

Obrázok 9.14. Schematické znázornenie priestoru pravidiel FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRY �SRG�D Langtona
[69]).

Parameter ODPEGD GREUH RSLVXMH ]PHQ\ G\QDPLFNêFK UHåLPRY LED SUH YlþãLH K a N, pre
úlohu 9.4 sú tieto hodnoty príliš malé, aby sa dosiahol pravidelný prechod ukázaný v grafe
9.13. Okrem toho je na obrázku 9.13 na osi y �þDV QD GRVLDKQXWLH VWDELOQpKR VWDYX�� DOH

stabilný stav je rôzne definovaný pre hodnoty pred a za fázovým prechodom. Pred fázovým
SUHFKRGRP MH GRVLDKQXWLH VWDELOQpKR VWDYX GHILQRYDQp WDN� åH YãHWN\ EXQN\ V~ Y VWDYH� DNR

EROL Xå Y QLHNWRURP ] SUHGFKiG]DM~FLFK þDVRYêFK RGVHNRY� D WHGD VD ]DþtQD VLWXiFLD
SHULRGLFN\ RSDNRYD" �V YlþãRX þL PHQãRX SHULyGRX�� 1DSURWL WRPX SUH lambda po fázovom
SUHFKRGH MH VWDELOQê VWDY ãWDWLVWLFN\ Y\MDGUHQê SRPRFRX KLVWyULH WDN� åH SULHPHUQi �KXVWRWD�

REVDGHQLD EXQLHN VD XVDGLOD WDN� åH VD QHOtãL YLDF DNR R � SHUFHQWR RG VYRMKR GOKRGREpKR

SULHPHUX� 7UHED SR]QDPHQD"� åH SDUDPHWHU lambda nie je dokonalou charakteristikou
SUDYGHSRGREQRVWL Y]QLNX NRPSOH[QpKR VSUiYDQLD� =DþQLPH ] QiKRGQpKR VWDYX EXQLHN D VR

YãHWNêPL SUDYLGODPL YHG~FLPL N �P�WYHPX� VWDYX� SRVWXSQH QiKRGQH SR MHGQRP PRGLILNXMPH
SUDYLGOi WDN� åH EXG~ YLHV" N �åLYpPX� VWDYX QDPLHVWR P�WYHKR� D YåG\ ]QRYX VSXVWLPH
DXWRPDW D ]LV"XMPH MHKR VSUiYDQLH� 8YLGtPH� åH VSUiYDQLH QLHNHG\ �SUHVNRþt� ] SHULRGLFNpKR

QD FKDRWLFNp VSUiYDQLH EH] Ii]\ WYRUE\ NRPSOH[QêFK ãWUXNW~U� D LQRNHG\ VD P{åH REMDYL"

komplexné správanie aj mimo "fázového prechodu" (schematicky na obr. 9.14).
7UHED ]G{UD]QL"� åH REODV" NRPSOH[QpKR VSUiYDQLD MH Y VNXWRþQRVWL YH�PL PDOi Y

SRURYQDQt V PQRåVWYRP FKDRWLFN\ VD VSUiYDM~FLFK DXWRPDWRY� DOHER V SHULRGLFN\ VD

RSDNXM~FLPL VWDYPL� �7UHED WLHå ]G{UD]QL"� åH Y]K�DGRP QD NRQHþQRV" SUDYLGLHO D DXWRPDWX

VD NDåGê DXWRPDW VSUiYD SHULRGLFN\� RWi]ND MH LED� þL VD URYQDNê VWDY RSDNXMH KQH� Y �DOãHM

LWHUiFLL� ]D GHVD" iterácií alebo za milión LWHUiFLt� =DXMtPDYp ãWUXNW~U\ V~ WDNp� NGH DM NH�
QHSR]QiPH SUDYLGOi D SR]QiPH LED PRPHQWiOQ\ VWDY� VPH VFKRSQt RGKDGQ~" EXG~FL NURN V
QHQiKRGQRX� QR QLH SUtOLã YH�NRX SUDYGHSRGREQRV"RX��
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-H RWi]NRX� þL VD FHOXOiUQH DXWRPDW\ QHP{åX SRXåL" RNUHP PRGHORYDQLD YêVOHGQpKR

správania nášho sveta aj na modelovanie základných zákonov fyziky. Špeciálne upravené
FHOXOiUQH DXWRPDW\ P{åX ]DFKRYiYD" DM QDM]iNODGQHMãLH U\V\ I\]LN\� DNR MH YUDWQRV"�

&HOXOiUQH DXWRPDW\ VD SRXåLOL DNR H[WUpPQH MHGQRGXFKp PRGHO\ RE\þDMQêFK diferenciálnych
rovníc, ako tepelné a vlnové rovnice [71] a Navierove a Stokesove rovnice [72,73].

&HOXOiUQH DXWRPDW\ P{åX WLHå VO~åL" DNR GLVNUpWQH PRGHO\ QD ãW~GLXP G\QDPLFNêFK

systémov vykazujúcich HPHUJHQWQp MDY\ VS{VREHQp �NROHNWtYQ\PL� Y]"DKPL� DNR MH

usporiadávanie, turbulencia, chaos, fraktály [74,75], alebo modelovanie biologických
IHQRPpQRY� DNR V~ KP\]LH VSRORþHQVWYi� EXQNRYp NROyQLH� VLHWQLFD �YQ~WRUQê REDO RþQHM
gule) alebo imunitný systém [76].

Evolúcia FHOXOiUQ\FK DXWRPDWRY P{åH VO~åL" DM QD QiYUK hardvérových riešení [77-80].
Tzv. evolvér (HYROZDUH� MH V\VWpP ]DORåHQê QD celulárnom programovaní, v ktorom sa
paralelné celulárne automaty (s implementovaným genetickým algoritmom, kde nie všetky
SUDYLGOi PXVLD E\" URYQDNp SUH YãHWN\ EXQN\� SRXåtYDM~ QD ULHãHQLH YêSRþWRYêFK SUREOpPRY�

7DNpWR V\VWpP\ V~ Xå SRNXVQH implementované aj hardvérovo. Výhodou takých systémov je
RNUHP LQpKR DM YlþãLD WROHUDQFLD N YVWXSQêP FK\EiP DM N FK\EiP SUL YêSRþWH� NWRUp SUL

VWRYNiFK WLVtFRN YêSRþWRYêFK SUYNRY ��PLNURSURFHVRURY�� QHPXVLD E\" Då WDNp ]DQHGEDWH�Qp�

3UREOpPRP VSRMHQêP VR �VLH"RYêPL� V\VWpPDPL MH� åH SUL XUþLWHM ~URYQL ]ORåLWRVWL

SUDYGHSRGREQH QLH MH åLDGHQ PDWHPDWLFNê PRGHO GRSUHGX VFKRSQê SUHVQH SUHGSRYHGD"

správanie systému, jeho vynárajúce sa (emergentné) vlastnosti (ako je vytvorenie "kôpok").
=DF\NOHQp NOENi VSRMHQt V~ QDWR�NR ]DPRWDQp D IRUPiOQH PRGHO\� NWRUp LFK RSLVXM~� QDWR�NR

QHãLNRYQp� åH MHGLQêP PRåQêP VS{VRERP DNR ]LVWL" VSUiYDQLH PRGHOX MH �VSXVWL"� KR� =Gi

VD� åH VD V\VWpP YlþãLQRX �EUiQL� ULHãHQLX SRPRFRX VSULDKQXWêFK QHOLQHiUQ\FK URYQtF� =

I\]LNiOQR�FKHPLFNpKR FKDUDNWHUX PROHNXO\ YRG\ MH "DåNp RGKDGQ~" Y]QLN YtURY� ]R ]UQND

SLHVNX H[LVWHQFLX ODYtQ D ] MHGQHM PROHNXO\ XåLWRþQRV" SRMPX WHSORWD �VNXSLQRYHM YODVWQRVWL

PROHN~O�� ]R VHPHQD QHPRåQR RGKDGQ~" NRQHþQ~ SRGREX UDVWOLQ\� 1DMUêFKOHMãtP VS{VRERP
DNR ]LVWL" �YêVWXS� VHPHQD MH QHFKD" KR Y\NOtþL"� 3RGREQp SUREOpP\ VSRMHQp V �PRWêOtP�
HIHNWRP� NGH PDOi ]PHQD YR YVWXSH P{åH VS{VREL" YH�N~ ]PHQX YêVWXSX �]YXOJDUL]RYDQH�

�]DPiYDQLH NUtGHO PRWê�D P{åH VS{VREL" XUDJiQ QD LQRP NRQWLQHQWH��� VD Y\VN\WXM~ YãDGH Y

�VLH"RYHM PDWHPDWLNH�� 'R WRKWR SRMPX P{åHPH ]DKUQ~" SDUDOHOQp GLVWULEXRYDQp SURFHV\�

boolovské siete, neurónové siete, spinové sklá, FHOXOiUQH DXWRPDW\� NODVLILNDþQp V\VWpP\�

genetické algoritmy a "rojové" (VZDUP� YêSRþW\� 9ãHWN\ REVDKXM~ Y]iMRPQê YSO\Y WLVtFRN

simultánne LQWHUDJXM~FLFK IXQNFLt� NGH LGH R PDVtYQH SDUDOHOQp V\VWpP\ þDVWR V ORNiOQ\P
prepojením a relatívne primitívnymi základnými prvkami. V aplikáciách sa systémy tohto typu
Y\XåtYDM~ QDSU� YR I\]LNH QD VLPXOiFLX NULWLFNêFK VWDYRY� turbulencie alebo toku kvapaliny cez
pórovité média, difúzie energie v plynoch, v biológii na modelovanie biologických rytmov,
UDVWX QiGRURY� HSLGpPLt� HNRORJLFNêFK URYQRYiK� SUHPLHVW�RYDQLD åLYRþtFKRY� Y FKpPLL SUL

SRO\PHUL]iFLDFK� RVFLODþQêFK FKHPLFNêFK UHDNFLiFK� agregáciach koloidov alebo vzniku
kryštálov, difúznych reakciách, v geológii na modelovanie zemetrasenia, sopiek a pretvárania
zemského povrchu, v ekonomike pri fluktuáciách cien, v sociológii na modelovanie šírenia
VSUiY� LPLWDþQpKR VSUiYDQLD� UDVWX SRSXOiFLH� YêYRMD PHVWD DOHER GRSUDYQêFK ]iSFK�

V robotike sa pokladajú ]D EXG~FQRV" PLNURURERW\ � UêFKOH� ODFQp D QHULDGHQp� 9\XåLWLH�

SODQHWiUQ\ YêVNXP� EDQtFWYR D åDWYD� YêVWDYED �QD GLD�NX��
9 WUDGLþQHM robotike VD SURJUDPiWRUL SRN~ãDM~ SUHGSRYHGD" D ULDGL" NDåGê DVSHNW DNFLH

URERWD� 7DNpWR V\VWpP\ V~ SRWRP EH]UDGQp� NH� MH URERW SRVWDYHQê SUHG QHSUHGYtGDQ~
situáciu. Na rozdiel od klasického prístupu je adaptívna kontrola pohybu robota schopného
VD XþL" Y SUHPHQOLYRP SURVWUHGt W\SLFNRX SUDNWLFNRX DSOLNiFLRX ³XPHOpKR åLYRWD´ >�����@�

Laboratórium Rodneyho Brooka pre výskum robotov stanovilo tieto zásady [85,86]:

1. =DþD" V MHGQRGXFKêPL ~ORKDPL�
2. 1DXþL" VD LFK UREL" EH]FK\EQH�
3. 3ULGiYD" �DOãLX ~URYH� ULDGHQLD QDG YêVOHGNDPL MHGQRGXFKêFK ~ORK�
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4. 1HPHQL" MHGQRGXFKp ]iNODGQp YHFL� Y\ããLH ~URYQH P{åX PD[LPiOQH SRWODþL" YêVWXS

QLåãtFK YUVWLHY�

5. 1DXþL" QRY~ YUVWYX Y\NRQiYD" YHFL WDN GREUH� DNR WR OHQ EXGH PRåQp�

6. 2SDNRYD" GRRNROD�

1DSURWL WRPXWR V~ ]DWLD� SULHP\VHOQp URERW\ GLUHNWtYQH ULDGHQp� 3RNXV\ Y\WYRUL"

"inteligentného" robota pomocou klasickej umelej inteligencie zlyhávajú - "úspešné" roboty sú
SR GYDGVD"URþQRP ~VLOt YR YêVNXPH QDQDMYêã VFKRSQp SRK\ERYD" VD SR URYQHM SORFKH V

SUHNiåNDPL Y WYDUH NYiGUD� �*HQHWLFN\� ULDGHQp URERW\ ]DWLD� SUHGVWDYXM~ PD[LPiOQH

GHVD"FHQWLPHWURYp KUDþN\� NWRUp V~ Y]K�DGRP QD SRGVWDWQH NUDWãt þDV LFK YêYRMD VFKRSQp

]YOiGD" SULEOLåQH SRGREQp �~ORK\��

=iVDGRX MH SRVWXSQp EXGRYDQLH ]ORåLWpKR V\VWpPX� QLH EXGRYDQLH ]ORåLWpKR V\VWpPX
QDUD]� 3UtNODGRP MH QDSUtNODG �XGVNê PR]RJ� SUYRWQp V~ ]iNODGQp IXQNFLH DNR ULDGHQLH

GêFKDQLD D SRWRP PRåQR SULGD" IXQNFLH Y\ããHM ~URYQH DNR P\VOHQLH� 5LDGHQLH PXVt E\" þR

QDMYLDF GHFHQWUDOL]RYDQp D NRPXQLNiFLD PXVt REVDKRYD" LED QDMQXWQHMãLH SUtND]\ � SRGREQH
ako je to pri objektovo orientovanom programovaní.

Inteligentné riadenie vyzerá ako slobodné správanie. Jediný spôsob, ako je PRåQp
LQWHOLJHQWQH ULDGL" PHFKDQL]P\� MH GD" LP VORERGX�

��!�"��#�$��
�����%��&'��	��
��

Evolúcia je adaptácia zameraná na naplnenie vlastných potrieb. .RHYRO~FLD MH YR YlþãHM
miere adaptácia na naplnenie potrieb navzájom medzi druhmi. .RHYROXþQi HNROyJLD MH
]ELHUNRX RUJDQL]PRY� NWRUp IXQJXM~ DNR VYRMH åLYRWQp SURVWUHGLH� -H SURWL ]iXMPX DNR GUDYHM

]YHUL� WDN DM NRULVWL� DE\ ERO GUXKê GUXK Y\KXEHQê� $M NH� SUH NRULV" QD SUYê SRK�DG Y\]HUi

]iQLN QHSULDWH�D SULD]QLYR� GUDYi ]YHU Y VNXWRþQRVWL YlþãLQRX OLNYLGXMH QDMVODEãLH NXV\ NRULVWL

D WêP SULVSLHYD N ]GRNRQD�RYDQLX JHQRIRQGX D ]DEUD�XMH GHJHQHUiFLL� $NR Y\SOêYD ] WHyULH

KLHU Y HNRQyPLL� DSOLNRYDQHM WLHå þDVWR QD DQDOê]X SUHWHNRY Y ]EURMHQt PHG]L ãWiWPL�
]MHGQRGXãHQHM ]R VN~PDQLD �SUREOpPX Yl]�RY� �prisoner’s dilemma, pozri [87,88]),
NRRSHUiFLD VD P{åH Y\QRUL" ]R VHEHFNpKR ]iXMPX� NH� MH YêKRGQi SUH RELGYRFK� 9l]HQVNi
GLOHPD Y]QLNi� NH� VD GYDMD Yl]QL GRKRGQ~ QD ~WHNX D QLHþR VD SRND]t� .H� RELGYDMD

spolupracujú - zapierajú, vyjdú z toho relatívne dobre - vyjadrené ohodnotením plus X bodov.
.H� MHGHQ ] QLFK ]UDGt GUXKpKR� ]UDGFD GRVWDQH SOXV < ERGRY� SUH]UDGHQê QXOD ERGRY� $ NH�
RELGYDMD ]UDGLD� GRVWDQ~ NDåGê W ERGRY� �9 WDEX�NH QD REU� ���� V~ WLHWR KRGQRW\ X=3,Y =5 a
W  =1.) Ide teda v podstate o štyri prípady kombinácie dvojíc K (kooperuje - spolupracuje so
VSROXYl]�RP� D = �]UiG]D VSROXYl]�D� angl. defects), teda KK, KZ, ZK a ZZ, kde prvé
StVPHQR YåG\ R]QDþXMH� DNR VD ]DFKRYDO SUYê VSROXYl]H�� D GUXKp StVPHQR R]QDþXMH

VSUiYDQLH GUXKpKR VSROXYl]�D�

Pri iba jednej LWHUiFLL E\ VDPR]UHMPH EROR YåG\ YêKRGQp ]UDGL"� QR NH� VD iterácie s tým
LVWêP VSROXYl]�RP RSDNXM~ D YRSUHG QLH MH ]QiP\ SRþHW LWHUiFLt� PHWyGD DNR VD ]DFKRYD"
QLH MH MDVQi� 9lþãLQRX VD YêKRGQH XSODW�XMH �WLW�IRU�WDW� � �SULEOLåQH �DNR W\ PQH� WDN MD WHEH�� �
SUYêNUiW VSROXSUDFRYD" D SUHVWD" VSROXSUDFRYD" V WêP� NWR QHVSROXSUDFXMH� 0HWyGD �tit-for-tat"
VD Gi Y\MDGUL" QD ]iNODGH VSUiYDQLD GYRMLFH VSROXYl]�RY SUL SUHGFKiG]DM~FHM SUtOHåLWRVWL� þR

WHUD] XUþXMH VSUiYDQLH SUYpKR VSROXYl]�D� 7HGD� ..⇒ K, KZ⇒ Z, ZK⇒ K, ZZ⇒ =� 3RNLD� V~

SUHGFKiG]DM~FH SUtSDG\ VSUiYDQLD MHGQR]QDþQH XVSRULDGDQp� SRWRP PRåQR WRWR VSUiYDQLH

Y\MDGUL" UH"D]FRP SUDYêFK VWUiQ .=.=� 6DPR]UHMPH� SUHG WR PXVtPH HãWH SULGD" StVPHQR

XUþXM~FH� DNi MH VWUDWpJLD �. DOHER =� SUL SUYRP VWUHWQXWt GYRMLFH VSROXYl]�RY� .H� ]REHULHPH

VWUDWpJLX SDPlWDM~FX VL VSUiYDQLH SUL WURFK SUHGFKiG]DM~FLFK SUtOHåLWRVWLDFK� PiPH ��

PRåQRVWt� .. KK KK (prípad 1), KK KK KZ (prípad 2), KK KK ZK (prípad 3), ... , ZZ ZZ ZK
(prípad 63), ZZ ZZ == �SUtSDG ���� 6WUDWpJLD DNR VD SR SUYêFK WURFK VWUHWQXWLDFK ]DFKRYD"
QDEXG~FH E\ WHGD EROD ]DNyGRYDQi UH"D]FRP �� StVPHQ .=...=��� 3UL SOiQRYDQt VWUDWpJLH
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QD ]iNODGH SUHGFKiG]DM~FLFK VN~VHQRVWt V SURWLKUiþRP VD þDVWR SRXåtYD JHQHWLFNê

algoritmus. Táto aplikácia genetického algoritmu prvýkrát vznikla zo spolupráce politológa
Roberta Axelroda s Johnom +ROODQGRP >��@ D UR]YtMDOD VD �DOHM SUH ]ORåLWHMãLH PRGHO\

PHG]LQiURGQHM EH]SHþQRVWL RGSRYHGDM~FH QDSU� QD RWi]NX� NR�NR ] UR]SRþWX Y\GiYD" QD
obranu. $[HOURG ]REUDO ]DNyGRYDQLH VWUDWpJLH UH"D]FRP DNR FKURPR]yP JHQHWLFNpKR

DOJRULWPX� QHFKDO NDåG~ VWUDWpJLX V~"DåL" V RVWDWQêPL VWUDWpJLDPL� D V~þHW YêVOHGNRY SUH

MHGQRWOLY~ VWUDWpJLX YåG\ RGSRYHGDO MHM RKRGQRWHQLX� 1D ]iNODGH RKRGQRWHQLD VD UH"D]FH
Y\EHUDOL D SRWRP GRFKiG]DOR N LFK NUtåHQLX D PXWiFLL DQDORJLFNHM ELQiUQHPX UH"D]FX �SUHWRåH

PiPH YåG\ LED GYD SUtSDG\ . D =� LãOR YODVWQH R ELQiUQ\ UH"D]HF�� 9 þDVRYRP SULHEHKX MH

SRWRP ]DXMtPDYp VOHGRYD" YêYRM kooperatívnych a nekooperatívnych stratégií. Kooperatívne
VWUDWpJLH VD VSRþLDWNX XNi]DOL PHQHM YêKRGQp� QR Y QHVNRUãtFK ãWiGLiFK SUHYiåLOL�

9l]H� þ� � NRRSHUXMH �.� 9l]H� þ� � ]UiG]D �=�

9l]H� þ� �
kooperuje (K)

RGPHQ\ Yl]�RY� �� �
obidvaja sú “odmenení” za

vzájomnú spoluprácu
prípad K,K

RGPHQ\ Yl]�RY� �� �
Yl]H� þ� �� NWRUê VD VQDåLO

VSROXSUDFRYD"� QHGRVWDQH QLþ�
Yl]H� þ� �� NWRUê ]UDGLO� EXGH

dozorcami odmenený,
prípad Z,K

9l]H� þ� �
zrádza (Z)

RGPHQ\ Yl]�RY� �� �

Yl]H� þ� �� NWRUê ]UDGLO� EXGH

dozorcami odmenený,
Yl]H� þ� �� NWRUê VD VQDåLO

VSROXSUDFRYD"� QHGRVWDQH QLþ�

prípad K,Z

RGPHQ\ Yl]�RY� ���

obidvaja sa navzájom zradili a sú
mierne potrestaní,

prípad Z,Z

Obrázok 9.15. “Payoff PDWUL[´� WHGD YêSODWQi WDEX�ND SUH SUREOpP GYRFK Yl]�RY ]iYLVOi RG LFK

rozhodnutia.

(YRO~FLD QLH MH �KUD V QXORYêP V~þWRP YêKLHU�� NHG\ YêKRGD jedného prináša nevýhodu
GUXKpPX � Y]iMRPQi NRRSHUiFLD P{åH SULQLHV" YêKRGX RERP GUXKRP EH] WRKR� åH E\

nejakému tretiemu druhu škodila.
9êKRGD NRRSHUiFLH QHPXVt E\" KQH� YR YãHREHFQRVWL ]UHMPi � NH� Y ]YLHUDFtFK URGLQiFK

�XMRYLD D WHW\� QH]DORåLD YODVWQ~ URGLQX� DOH SRPiKDM~ V~URGHQFRP V YêFKRYRX V\QRYFRY D
QHWHUt� SRPiKDM~ WêP SRGSRUL" UR]ãtUHQLH VYRMKR JHQRIRQGX �OHER LFK SUtEX]Qt PDM~ þDV"

JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH ]KRGQ~� URYQDNR� DNR NHE\ VHEHFN\ ]DORåLOL YODVWQ~ URGLQX�

Takéto zdanlivo biologické koncepty ako NRHYRO~FLD VD P{åX V YêKRGRX SRXåL" QDSU� SUL

evolúcii programov. +LOOLV >��@ VD SRN~ãDO Y\YtMD" WULHGLDFH DOJRULWP\ SUH ]R]QDP\ þtVHO� NGH
DOJRULWP\ EROL RKRGQRFRYDQp SRG�D WRKR� NR�NR ]R]QDPRY ]RUDGLOL VSUiYQH� 7DNWR Y\YLQXWp
DOJRULWP\ EROL YãDN �DOHNR RG RSWLPD� .H� VD YãDN ]iURYH� QHFKDOL Y\YtMD" DM ]R]QDP\� NWRUp

EROL RKRGQRWHQp WêP OHSãLH� þtP YLDF DOJRULWPRY LFK QH]RUDGLOR VSUiYQH� YêVOHGQp DOJRULWP\
EROL RYH�D HIHNWtYQHMãLH� 2 SRGREQê SUtVWXS VD SRN~VLO DM Olsson [91] pri optimalizácii
triediacich sietí.

7ULHGLDFD VLH" RSLVXMH DOJRULWPXV QD ]RUD�RYDQLH VDG\ þtVHO SRG�D YH�NRVWL RG
QDMPHQãLHKR �KRUH� N QDMYlþãLHPX �GROH�� .DåGi YRGRURYQi þLDUD Y VLHWL UHSUH]HQWXMH

XPLHVWQHQLH þtVOD Y ]R]QDPH� .DåGi ]YLVOi ~VHþND ]DNRQþHQi ãWYRUþHNPL SUHGVWDYXMH

SRURYQDQLH GYRFK þtVHO Y GDQêFK XPLHVWQHQLDFK D LFK SUtSDGQ~ YêPHQX� SRNLD� MH Y �KRUQHM
SR]tFLL� YlþãLH þtVOR DNR Y �GROQHM�� 9 SUtSDGH� åH MH PHFKDQL]PXV XVSRULDGDQLD NRUHNWQê� PDO

E\ VSUiYQH ]RUDGL" YãHWN\ PRåQp SHUPXWiFLH GDQHM YH�NRVWL �YL�� REU� ������ .H� MH VLH"

PLQLPiOQD� QHH[LVWXMH NRUHNWQê DOJRULWPXV V PHQãtP SRþWRP SRURYQiYDQt�

7HVWRYDQLH YãHWNêFK PRåQêFK WULHGLDFLFK VLHWt� NWRUp GRNiåX NRUHNWQH SRURYQD" LED ��

þtVHO SRPRFRX SRYHG]PH �� SRURYQDQt� E\ Y\åDGRYDOR Y\VN~ãD" ��
154 sietí. Preto sa skúša
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SRXåLWLH HYROXþQêFK DOJRULWPRY QD Y\K�DGDQLH WDNêFKWR VLHWt� $NR MH YLGLH" ] REU� �����

WULHGLDFD VLH" Y\K�DGDQi SRPRFRX HYRO~FLH P{åH E\" OHSãLD DNR VLH" ]tVNDQi ]iSLVRP

DOJRULWPX� QR Y åLDGQRP SUtSDGH QHSULSRPtQD SUDYLGHOQRV" ]Y\þDMQH REVLDKQXW~ Y DOJRULWPH�

Obrázok 9.16. .RUHNWQp VLHWH QD WULHGHQLH VDG\ þtVHO SRG�D YH�NRVWL� Bublinkové triedenie (bubble sort)
GRNiåH ]RUDGL" � þtVHO V SRXåLWtP �� SRURYQDQt� ]DWLD� þR MHGQHM ] PLQLPiOQ\FK NRUHNWQêFK VLHWt

QDSUDYR VWDþt LED �� SRURYQDQt� 7DNêFKWR PLQLPiOQ\FK NRUHNWQêFK VLHWt H[LVWXMH YLDF �P{åHPH

QDSUtNODG SUHKRGL" SUYp GYH SRURYQDQLD��

äLYRW MH FKDUDNWHUL]RYDQê neprestajnou zmenou spôsobovanou DXWRRUJDQL]iFLRX� ýDV"
zákonov riadiacich tieto zmeny a ich smerovanie bola síce v princípe vysvetlená Darwinovou
HYROXþQRX WHyULRX� DYãDN YH�D YHFt ]RVWiYD HãWH QHY\MDVQHQêFK�

äLYRW MH FKDUDNWHUL]RYDQê nerovnováhou, odklonom od tendencie smerovania systému k
YlþãHM entropii (samozrejme, za zmenšenie HQWURSLH Y åLYêFK RUJDQL]PRFK VD SODWt ]YêãHQtP

entropie inde). 3VHXGRVWDELOQê QHURYQRYiåQ\ VWDY MH FKDUDNWHULVWLFNê SUH �åLYp� V\VWpP\�
napr. v ekonómii, v prírodnom HNRV\VWpPH� Y ]ORåLWHM SRþtWDþRYHM VLPXOiFLL� Y LPXQLWQRP

DOHER HYROXþQRP V\VWpPH� David Layzer v knihe &RVPRJHQHVLV >��@ WYUGt� åH FHQWUiOQRX
YODVWQRV"RX åLYRWD QLH MH UHSURGXNFLD QHPHQQRVWL� DOH reprodukovaná nerovnováha� äLYp

RUJDQL]P\ PXVLD Y\URYQiYD" WHQGHQFLX �LQYHVWRYDQLD GR EXG~FQRVWL� � W�M� PQRåVWYR PXWiFLt D
LQRYDþQêFK WUHQGRY V WHQGHQFLRX Y\XåtYD" Xå Y\VN~ãDQp D IXQJXM~FH� .H� VD WDNpWR ]PHQ\

SUHPLHWQX GR NRRSHUiFLH DOHER Y]"DKX GUDYHF�NRULV" V RVWDWQêPL GUXKPL� Y]QLNi koevolúcia.
Chyby chránia NRHYROXþQê Y]"DK SUHG SUtOLã WHVQêP VSRMHQtP� 7DNpWR VSRMHQLH E\ PRKOR

SUL ]iQLNX MHGQpKR GUXKX VS{VREL" ODYtQRYLWê ]iQLN FHOpKR VSRORþHQVWYD� 8GUåLDYDQtP
XUþLWpKR VWXS�D �XQLYHU]iOQRVWL� �QDSU� VFKRSQRVWL åLYL" VD YLDFHUêPL GUXKPL NRULVWL DOHER E\"

RSHOHQê YLDFHUêPL GUXKPL KP\]X� VD VSRORþHQVWYR VWiYD RGROQp YRþL ]PHQiP åLYRWQêFK

SRGPLHQRN �QDSU� SRGQHELD�� DM NH� QLH MH LGHiOQH �RSWLPDOL]RYDQp� SUH GDQp åLYRWQp

podmienky.
9êVOHGRN PXWiFLt VD P{åH SULURYQD" N ELHOHPX ãXPX� ]DWLD� þR DSOLNiFLD Y\VN~ãDQêFK

SUDYLGLHO YHGLH N RSDNRYDQLX Y]RURY SUDYLGHOQRV"RX SRGREQêFK NU\ãWDOLFNHM ãWUXNW~UH�

=DXMtPDYi REODV" W\SLFNi SUH �åLYRW� VD QDFKiG]D PHG]L WêPLWR GYRPD H[WUpPDPL� =R VYRMLFK
experimentov s modelmi roje Chris Langton zo Santa Fe odvodil tzv. parameter lambda,
NWRUê PX SRPiKD XUþRYD" QDVWDYHQLH V\VWpPX WDN� DE\ VD SUHMDYRYDOL �åLYRWX SRGREQp�

YODVWQRVWL� W�M� QHSUDYLGHOQp RSDNRYDQLH Y]RURY� 7HQWR MDY VD Gi SULURYQD" N Ii]RYpPX

SUHFKRGX �QDSU� ] NYDSDOLQ\ QD SDUX DOHER QD �DG� Y WHUPRG\QDPLNH� =DXMtPDYp MH� åH V\VWpP

Pi DXWRPDWLFN~ WHQGHQFLX ]GUåD" VD Y WDNêFKWR REODVWLDFK þR QDMGOKãLH� 7DNêWR V\VWpP Pi

QDMOHSãLX VFKRSQRV" VD Y\YtMD"� D SULWRP QHVN�]QX" GR �DQDUFKLH�� NWRURX MH Y

WHUPRG\QDPLFNRP ]P\VOH VPU"�

Roku 1990 Kristian Lindgren [93], pracujúci v Inštitúte Nielsa Bohra v Kodani, rozšíril
NRHYROXþQê H[SHULPHQW �Yl]HQVNpKR SUREOpPX� QD SRSXOiFLX ���� KUiþRY� ]DYLHGRO GR KU\
QiKRGQê ãXP D QHFKDO HYRO~FLX SUHELHKD" Då GR ����� JHQHUiFLt� 9 WDNHMWR PLHUNH VD

QDSUtNODG SUHMDYLOL NULYN\ W\SLFNp ] HNRORJLFNêFK RVFLOiFLt GUDYFD D NRULVWL� NGH PQRåVWYi

jedincov v populácii oscilujú a oscilácie sú späté - maximum koristi je nasledované maximom
GUDYFRY � NGH MH NRULV" SUHGVWDYRYDQi NRRSHUXM~FLPL Yl]�DPL D GUDYFL ]UiG]DM~FLPL Yl]�DPL�
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2NUHP WRKR VD SUHMDYLOL DM �DOãLH HIHNW\ DNR SDUD]LWL]PXV� V\PELy]D D GOKRGREi NRRSHUiFLD

PHG]L VNXSLQDPL � �]YLHUDFtPL GUXKPL�� 7iWR SUiFD ]DXMDOD WLHå ELROyJRY� OHER VD WX SUHMDYLOL

obdobia dlhej stability, nasledované krátkymi obdobiami QHVWDELOLW\� NGH YH�D �GUXKRY�

Y\K\QXOR D Y\WYRULOL VD QRYp� 2EGREQê YêYRM� þLDVWRþQH RSRQXM~FL ]MHGQRGXãHQHM darwinovskej
predstave stabilného postupného vývoja, je známy zo sledovania skamenelín.
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Virtuálny svet Toma Raya z University of Delaware nazvaný Tierra [94] je prechodom od
NyGRY SRþtWDþRYêFK YtUXVRY N H[SHULPHQWiOQHPX ãW~GLX HYRO~FLH XPHOêFK RUJDQL]PRY QD
úrovni JHQyPX� 6QDåt VD SRVN\WQ~" SURVWUHGLH� Y NWRURP P{åH darwinovská evolúcia
SUHELHKD" Y SRþtWDþL EH] SULDPHKR ULDGHQLD DOHER LQWHUYHQFLH þORYHND� Ray vytvoril
]MHGQRGXãHQê �SRþtWDþ� Y SRþtWDþL V PHQãtP PQRåVWYRP LQãWUXNFLt Y XPHORP NyGH

QDSRGRE�XM~FRP VWURMRYê NyG� 9 WRPWR NyGH Ray potom napísal 80 bytový "vírus", ktorý bol
VFKRSQê UR]PQRåRYDQLD� 7DNêWR RUJDQL]PXV MH OLQHiUQ\P UH"D]FRP LQãWUXNFLt D åLMH

postupným vykonávaním postupnosti svojich príkazov. Avšak 5D\ XURELO DM QLHþR QDY\ãH � SUL

NRStURYDQt YtUXVX SULGDO V XUþLWRX SUDYGHSRGREQRV"RX QiKRGQp SUHNORSHQLH QLHNR�NêFK ELWRY�

þR RGSRYHGi PXWiFLL Y SUtURGH� =iNODGQê V~ERU VWURMRYêFK SUtND]RY MH YKRGQH Y\EUDQê WDN� åH
SUL DNHMNR�YHN PXWiFLL ]RVWDQH RUJDQL]PXV Y\NRQiYDWH�QêP SURJUDPRP� 2UJDQL]P\ VD WHGD

P{åX Y\YtMD" SRPRFRX JHQHWLFNêFK RSHUiWRURY� .DåGpPX ³YtUXVX� ERO ULDGLDFLP RSHUDþQêP

V\VWpPRP SULGHOHQê XUþLWê VWURMRYê þDV QD EHK� D WHGD UR]PQRåRYDQLH� 1D GUXK~ VWUDQX Ray
SULGDO YHN� WDNåH VWDUãLH YtUXV\ EROL RSHUDþQêP V\VWpPRP RGVWUiQHQp V YlþãRX

SUDYGHSRGREQRV"RX� 9 7LHUUH QLH MH SUHVQH GHILQRYDQi ~þHORYi IXQNFLD� 9tUXV\ V~"DåLD R

�SUtURGQp ]GURMH� VYRMKR SURVWUHGLD� WHGD R þDV &38 D SDPl"� Tierra sa tak stáva umelým
prostredím, v ktorom sa organizmy riadia vlastnými zákonmi. Organizmy, ktorým sa nejakým
VS{VRERP SRGDUt ]DEUD" YlþãLQX WêFKWR ]GURMRY� PDM~ Y\ããLX VFKRSQRV" SUHåLWLD� .H� VD

SDPl" ]DSOQt RUJDQL]PDPL� RSHUDþQê V\VWpP ³]DEtMD´ QDMPHQHM VFKRSQp RUJDQL]P\� WHGD

napríklad tie, ktorých kód v nejakom kontexte generuje chybu. "Svet" bol do tej miery umelo
Y\WYRUHQê� åH SRNLD� VL YtUXV QDSU� Y\WYRULO QHNRQHþQ~ VOXþNX� ERO XPHOR ]DVWDYHQê� ýRVNRUR

sa v programoch objavili lepšie "vírusy", ako bol schopný sám 5D\ ]RVWURML"� D GRNRQFD VD
REMDYLO DM �SDUD]LWL]PXV� � YtUXV ERO NUiWN\ D Y\XåtYDO þDV" NyGX LQpKR YtUXVX� äLD��
implementácia vyšších funkcií ako inteligencia, vnímanie a komunikácia je v organizmoch
7LHUU\ VSRMHQi V "DåNRV"DPL� =tVNDQLH WêFKWR YODVWQRVWt SULURG]HQêP YêYRMRP Tierry by trvalo
YHN\� =DWLD� VD QHSRNURþLOR Yê]QDPQH DQL Y SURJUDPRYHM YHU]LL YLDFEXQNRYêFK RUJDQL]PRY�

Roku 1996 Andrew Pargellis vytvoril podobný YLUWXiOQ\ VYHW V HãWH REPHG]HQHMãtP SRþWRP

inštrukcií, v ktorom sa vytvoril VHEDUHSOLNXM~FL VD �YtUXV� ViP� EH] QXWQRVWL Y\WYRUL" SUYê YtUXV

�ERåVNêP� ]iVDKRP þORYHND >��@� 3RGREQê V\VWpP DNR Tierra je Avida [6] vytvorená
Christophom Adamim. Avida poskytuje lepšie riadiace prostriedky, jej prostredie je však
WYRUHQp GYRMUR]PHUQRX PULHåNRX D LQWHUDNFLH V~ ORNiOQH�

8PHOi HYRO~FLD VD YãDN QHREPHG]XMH LED QD QHSUDNWLFNp SRNXV\ V SRþtWDþRYêPL YtUXVPL.
9 V~þDVQHM GREH VD Y SUD[L Y\XåtYD QD K�DGDQLH QRYêFK W\SRY OLHþLY YR IDUPDFHXWLFNRP

priemysle� $NWtYQ\ PHFKDQL]PXV� NWRUê Pi GURJD RGãWDUWRYD"� YlþãLQRX VSRþtYD Y VSXVWHQt

UHDNFLH PROHNXORX� NWRUi EXGH ]DSDGD" GR UHFHSWRUX D UHDJRYD" V MHKR DNWtYQ\PL PLHVWDPL�

1HVWDþt LED PD" Y OLHþLYX MHGQRWOLYp DNWtYQH VNXSLQ\ ]RGSRYHGDM~FH VNXSLQiP Y akceptore -
ELRPROHNXOH� WUHED LFK DM SULHVWRURYR UR]PLHVWQL"� 2UJDQLFNêFK PROHN~O MH YH�PL YH�D� QR

VS{VRERY� DNêP MH PRåQp MHGQRWOLYp PROHNXO\ SRRKêED" RNROR �RWiþDYêFK� Yl]LHE Y SULHVWRUH�

je IDNWRULiORYR YLDF� 'OKp UH"D]FH DPLQRN\VHOtQ VD GDM~ SRVNODGD" GR WDNpKR NOEND� åH ] QHKR

WUþLD WLH VSUiYQH DNWtYQH VNXSLQ\ QD VSUiYQ\FK PLHVWDFK�
9 PLQXORVWL VD K�DGDQLH OLHþLYD ULHãLOR PHWyGRX SRNXVX D RP\OX� 7HUD]� Y W]Y�

kombinatorickej chémii [96-98], sa vyskúšajú milióny variácií molekúl - úspešná je tá
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PROHNXOD� NWRUi VD ]DFK\Wt DVSR� QD MHGQRP PLHVWH� 7iWR ~VSHãQi PROHNXOD VD RGVHSDUXMH

RG RVWDWQêFK PROHN~O D SULSUDYLD VD MHM YDULiFLH � MHGQD ] QLFK VD PRåQR ]DFK\Wt QD GYRFK

DNWtYQ\FK PLHVWDFK� 7i VD YH]PH� SULSUDYLD VD MHM YDULiFLH ��� DW��� GRNLD� QHPiPH PROHNXOX�

ktorá sa perfektne hodí na aktívne miesta receptoru.

Cesty evolúcie
9]K�DGRP QD WR� åH HYRO~FLD MH MHGQêP ]R ]iNODGQêFK SUHGPHWRY VN~PDQLD XPHOpKR åLYRWD D

]iURYH� SUDNWLFNp DSOLNiFLH MHM SULQFtSRY XPRå�XM~ Y\WYiUD" RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� MH

YKRGQp ]DREHUD" VD HYRO~FLRX DM ]R YãHREHFQpKR K�DGLVND >������@�

=iNODGQi GRJPD Y ELROyJLL V~YLVLDFD V HYRO~FLRX MH� åH LQIRUPiFLD FHVWXMH ] JpQX GR
åLYpKR RUJDQL]PX� QR QLNG\ RSDþQH � lamarkovský typ evolúcie [99], kedy zjednodušene
SRYHGDQp NRYiþRYH GHWL E\ PDOL VLOQp VYDO\� OHER NRYiþ VL LFK PXVHO Y\SUDFRYD" � MH SUH

ELROyJRY QHSULMDWH�Qê� 9H�PL QHSUDYGHSRGREQp MH WLHå SULDPH XSODWQHQLH QiKRGQHM PXWiFLH �

QHH[LVWXMH JpQ� NWRUê E\ �QDSXPSRYDO� NRYiþRYH VYDO\ � ]D MHGQX YODVWQRV" MH ]RGSRYHGQêFK
YLDF JpQRY� URYQDNR DNR NDåGê JpQ MH ]RGSRYHGQê ]D YLDFHUR YODVWQRVWt� 3UHWR MH Y SUtURGH

YêKRGQHMãLH PD" DGDSWDELOQp �WHOR� �P\VOHQp DM WHOD UDVWOLQQp DOHER SUYRNRY�� DNR PD" �WHOR�

presne ]RSWLPDOL]RYDQp QD PRPHQWiOQH åLYRWQp SURVWUHGLH D þDND"� åH SUL ]PHQH åLYRWQpKR

SURVWUHGLD VD REMDYt YKRGQi PXWiFLD� NWRUi �WHOR� KQH� zoptimalizuje na nové podmienky.
1R VS{VREL" ]PHQX �åLYRWQpKR SURVWUHGLD� P{åH DM ]PHQD VSUiYDQLD � Baldwinov efekt

>��@ � QDSUtNODG NH� VL �XGLD RE�~ELD KRU\ D RVWDQ~ Y QLFK YLDF JHQHUiFLt� EXG~ VD YLDF
UR]PQRåRYD" ]YêKRGQHQt MHGLQFL V Y\ããRX SURGXNFLRX KHPRJOREtQX� .H� ]REHULHPH �XGVN~

kultúru ako VHEDULDGLDFL V\VWpP� NWRUê �NRQ]XPXMH� �XGVNp ]GURMH YêPHQRX ]D ]HIHNWtYQHQLH

QLHNWRUêFK þLQQRVWt �QDSU� HIHNWtYQ\ SUHQRV LQIRUPiFLt UHþRX QDPLHVWR SRVXQNRY� DOHER

XFKRYiYDQLH LQIRUPiFLt Y NQLKiFK QDPLHVWR Y SDPlWL�� NXOW~UD P{åH SR GOKãRP þDVH VS{VREL"

genetické zmeny (napr. vývin hlasiviek, zmenšenie zubov prechodom na tepelné spracovanie
MHGOD�� DM NH� WDNiWR SULDPD ]iYLVORV" QHEROD GRVLD� MHGQR]QDþQH SUHXNi]DQi�

(YRO~FLD MH ãWUXNW~UD RUJDQL]RYDQHM ]PHQ\� NWRUi VDPD SRGOLHKD YêYRMX� = þDVRYpKR
K�DGLVND PRåQR UR]OtãL" QDVOHGXM~FH W\S\ HYRO~FLH�

1. 6LH" �GR F\NOX� SUHSRMHQêFK FKHPLFNêFK UHDNFLt Y\WYiUDM~FLFK XUþLWê GUXK VWDELOLW\ �Stuart
.DXIPDQQ >�������@ YHUt� åH NRPSOLNRYDQp V\VWpP\ PDM~ WHQGHQFLX N samoorganizácii a
åH RUJDQL]RYDQi ãWUXNW~UD P{åH Y]QLNQ~" VSRQWiQQH��

2. Autoreplikácia.
3. �8þHQLH� JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH PXWiFLDPL� NUtåHQtP D SUHåLWtP QDMVFKRSQHMãtFK�
4. =PHQ\ VS{VREHQp VSROX~þDV"RX QD WYRUEH VYRMKR �åLYRWQpKR SURVWUHGLD� YêEHURP niky -

PLHVWD YêVN\WX D Y]"DKPL WDN vnútrodruhovými, ako aj mimodruhovými.
5. Evolúcia myšlienok ("memetic FXOWXUH�� Y VLHWL �XGVNêFK PR]JRY � lamarkovovská kultúrna

evolúcia.
6. (YRO~FLD VS{VRERY D FLH�RY HYRO~FLH � Y\K�DGiYDQLH VWUDWpJLt D spätnoväzbových

mechanizmov, RSWLPDOL]XM~FLFK VDPêFK VHED � QDSU� JHQHWLFNp LQåLQLHUVWYR�

0RGHUQêP WHyULiP Y]QLNX åLYRWD SUHGFKiG]DO SRNXV FKLFDJVNpKR ãWXdenta Stanleyho
0LOOHUD >���@� NWRUê MHGQRGXFKR ]DWYRULO GR ��OLWURYHM I�DãH YRGX� PHWiQ� DPRQLDN D YRGtN�

I�DãX WêåGH� ]DKULHYDO D QHFKDO YR YQ~WUL JHQHURYD" HOHNWULFNp LVNU\ VLPXOXM~FH EOHVN\�

9êVOHGNRP EROD ]PHV NRPSOLNRYDQêFK ]O~þHQtQ DPLQRN\VHOtQ SRWUHEQêFK QD Y]QLN åLYRWD�
Nemecký biofyzikálny chemik Manfred Eigen spolu s Petrom Schusterom potom vytvorili
teóriu K\SHUF\NORY >���@ Y\VYHW�XM~FX Y]QLN åLYRWD SRPRFRX VLHWH replikujúcich sa molekúl
51$� 3UREOpPRP WX MH� åH 51$ GRV" "DåNR P{åH Y\WYRUL" VYRMX NySLX EH] SRPRFL HQ]êPRY�

NWRUp E\ PDOL E\" SURGXNRYDQp SRPRFRX 51$ � D 51$ VDPD VD QRUPiOQH Y\WYiUD SUHSLVRP ]

DNA.
7URFKD SR]PHQHQ~ WHyULX Y]QLNX åLYRWD Y\WYRULO MHGHQ ]R ]ULHGNDYêFK ãSLþNRYêFK ELROyJRY�

NWRUt VD ]DREHUDM~ XPHOêP åLYRWRP� Stuart Kaufmann zo Santa Fe inštitútu, študujúci procesy
samoorganizácie sietí spôsobené komplexným prepojením lokálnych reakcií [101,102]. Tento
SUtVWXS VD Gi SRXåL" QD ³]DStQDQLH´ D ³Y\StQDQLH´ JpQRY SUL GLIHUHQFLiFLL EXQLHN� QD VSUiYDQLH
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LP~QQHKR V\VWpPX� QD HYROXþQê SURFHV� DOH SUHGRYãHWNêP QD PRGHORYDQLH Y]QLNX åLYRWD ]
K\SHUF\NORY UHDNFLt MHGQRGXFKêFK DPLQRN\VHOtQ D LQêFK ]O~þHQtQ SUtWRPQêFK Y ³prebiotickej
SROLHYNH´� = WêFKWR MHGQRGXFKêFK ]O~þHQtQ SRWRP Y]QLNDM~ QDY]iMRP VD VSiMDM~FH D

NDWDO\]XM~FH SRO\PpU\� NWRUp Y\WYRULD VWDELOQ~ ³VLH" UHDNFLt´� 1HPDOR E\ WHGD tV" LED R

]O~þHQLQ\ 51$�

Obrázok 9.17. *HQHUXMPH QiKRGQH JUDI\ �WHGD V~VWDYX YUFKRORY� NGH GYRMLFH YUFKRORY P{åX E\"
VSRMHQp KUDQDPL�� 3UDYGHSRGREQRV" YêVN\WX KUDQ\ PHG]L GYRPD YUFKROPL MH YåG\ URYQDNi D

]RGSRYHGi YêVN\WX ��� KUiQ X JUDIX VR ��� YUFKROPL� 6SRþtWDMPH SRþHW YUFKRORY PD[LPiOQHKR

súvislého SRGJUDIX Y\JHQHURYDQpKR JUDIX D ]REUD]PH SRPHU SRþWX WêFKWR YUFKRORY N FHONRYpPX

SRþWX YUFKRORY� $M QDSULHN WRPX� åH SUDYGHSRGREQRV" YêVN\WX KUiQ Y JUDIRFK MH VWiOH URYQDNi� NULYND

má VLJPRLGiOQ\ FKDUDNWHU� SUHWRåH SRþHW PRåQêFK KUiQ VD ]Y\ãXMH NYDGUDWLFN\ V SRþWRP YUFKRORY� 9

SUtSDGH� åH YUFKROPL V~ ]O~þHQLQ\ D KUDQDPL UHDNFLH� GDQi VLPXOiFLD QDSRYHGi� åH SUL XUþLWHM KUDQLFL

U{]QRURGRVWL SUtWRPQêFK ]O~þHQtQ VD YlþãLQD ] QLFK ]DSRMt GR VLHWH UHDNFLt � QDVWiYD WYRUED

hypercyklov.

7LHWR SUHGVWDY\ VL P{åHPH SULEOtåL" SRPRFRX MHGQRGXFKpKR PRGHOX� 3UHGVWDYPH VL� åH

PiPH V~ERU YUFKRORY� NWRUp QiKRGQH VSRMtPH V XUþLWRX SUDYGHSRGREQRV"RX KUDQDPL� 3RNLD�

EXGHPH ]REUD]RYD" SRPHU SRþWX YUFKRORY QDMYlþãLHKR V~YLVOpKR JUDIX �WHGD WDNpKR� NGH VD

Gi SR KUDQiFK Y\NRQD" FHVWD PHG]L �XERYROQêPL GYRPD YUFKROPL� N SRþWX YãHWNêFK YUFKRORY

Y ]iYLVORVWL RG SRþWX YUFKRORY� G{MGHPH N REUi]NX ����� NWRUê SULSRPtQD QiKOX ]PHQX

ãWUXNW~U\ �WDN~ DNR SUL ]PHQH �DGX QD YRGX�� 9]QLNQXWi ]iYLVORV" Pi QHOLQHiUQ\ sigmoidálny
WYDU� NH� SRþHW YUFKRORY SUHVLDKQH XUþLW~ KUDQLFX� UHODWtYQD YH�NRV" QDMYlþãLHKR V~YLVOpKR
NXVX JUDIX VD SUXGNR ]YêãL� 7R MH VS{VREHQp WêP� åH DM NH� SUDYGHSRGREQRV" YêVN\WX KUDQ\

PHG]L GYRPD YUFKROPL MH VWiOH URYQDNi �Y QDãRP SUtSDGH SUH QDMYlþãt JUDI EROR ��� YUFKRORY

D ��� KUiQ�� SRþHW PRåQêFK KUiQ VW~SD NYDGUDWLFN\ VSROX V OLQHiUQ\P ]YêãHQtP SRþWX

YUFKRORY� 3UL XUþLWRP PQRåVWYH YUFKRORY MH LFK SRWRP YlþãLQD VSRMHQi GR MHGQpKR FHONX�

7HQWR SUtNODG P{åH VO~åL" DNR DQDOyJLD SUH VLH" FKHPLFNêFK ]O~þHQtQ �YUFKRORY� VSRMHQêFK

UHDNFLDPL �KUDQDPL�� NHG\ RG XUþLWHM YH�NRVWL EXGH NRQFHQWUiFLD XUþLWHM ]O~þHQLQ\ ]iYLVOi RG
NRQFHQWUiFLt YlþãLQ\ RVWDWQêFK ]O~þHQtQ�

.H� VL ]REHULHPH PQRåLQX YãHWNêFK PRåQêFK ]O~þHQtQ� DM SUL REPHG]HQt PROHNXORYRX

KPRWQRV"RX� VWDELOLWRX D SRXåLWtP LED ]ORPNX ] FKHPLFNêFK SUYNRY� EXGHPH VWiOH GRVWiYD"

DVWURQRPLFNp þtVOD� -H LVWp� åH FKHPLFNp ]O~þHQLQ\ P{åX Y]QLND" PQRKêPL VS{VREPL

�QDMþDVWHMãLH ] GYRFK ]O~þHQtQ Y]QLNi WUHWLD ]O~þHQLQD� SUtSDGQH VD ]O~þHQLQD WUDQVIRUPXMH
SRPRFRX NDWDO\]iWRUD� D WDNWR MH PRåQp SRVSiMD" GYRMLFH� WURMLFH DOHER ãWYRULFH ]O~þHQtQ�
]~þDVW�XM~FLFK VD MHGQHM UHDNFLH� .H� PiPH PDOê V~ERU ]O~þHQtQ� EXGH VD PHG]L QLPL

Y\VN\WRYD" DM PiOR UHDNFLt XVSRNRMLYR SUHELHKDM~FLFK ]D QRUPiOQHKR WODNX D WHSORW\� 1R SUL
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]YlþãRYDQt SRþWX ]O~þHQtQ QDVWDQH VLWXiFLD� NHG\ YlþãLQD ]R ]O~þHQtQ EXGH QDY]iMRP

SUHSRMHQi GR NRPSOLNRYDQHM VLHWH UHDNFLt� 7iWR VLH" VD SR þDVH XVWiOL GR URYQRYiåQHKR VWDYX�

þR E\ PDOR ]RGSRYHGD" ]iNODGQHM SRGPLHQNH SUH Y]QLN NRPSOLNRYDQHMãtFK ãWUXNW~U� WDNêFK

DNR MH EXQND �YL� REU� ������

Obrázok 9.18 Typický príklad malej DXWRNDWDO\WLFNHM VLHWH SRG�D Kaufmanna [101,102]. Reakcie sú
reprezentované štepnými produktmi (alebo eduktmi, smer reakcie závisí od koncentrácií) spolu so
]RGSRYHGDM~FLP YlþãtP SRO\PpURP� %RGNRYDQp þLDUN\ R]QDþXM~ NDWDOê]X UHDNFLH D VPHUXM~ RG

katalyzátora danej reakcie. Monoméry a diméry A D % SUHGVWDYXM~ GRGiYDQê ³]GURM åLYtQ´ �]iNODGQp

]O~þHQLQ\ Y prebiotickej polievke).

3RGREQp ]MHGQRGXãHQp SUtNODG\ QDSRGREXM~FH SULQFtS\ FKHPLFNêFK UHDNFLt GDOL Y]QLNQ~"
DM VDPRVWDWQpPX RGERUX Y UiPFL XPHOpKR åLYRWD� NWRUê VD YROi umelá alebo algoritmická
chémia >���@� 3UHK�DGQê ~YRG GR WHMWR SUREOHPDWLN\ XURELO 3HWHU Dittrich z Univerzity v
Dortmunde [106]. Umelá chémia je definovaná súborom objektov - "molekúl" a súborom
SUDYLGLHO � UHDNFLt XUþXM~FLFK VS{VRE LQWHUDNFLH WêFKWR �PROHN~O�� VSROX V SRSLVRP DSOLNiFLH

týchto pravidiel definujúcich dynamiku "populácie molekúl". Pomocou takého systému sa
GDM~ PRGHORYD" QLHOHQ FKHPLFNp UHDNFLH� DOH QDSUtNODG DM VSUiYDQLH VD URERWD ULDGHQpKR

symbolicky formulovaným ekvivalentom difúzie [107]. Na rozdiel od celulárnych automatov
�PROHNXO\� QHPXVLD E\" QD PULHåNH D SRþHW REMHNWRY �NWRUê E\ LQDN RGSRYHGDO VWDYRP EXQN\�

QHPXVt E\" NRQHþQê� 2EMHNWPL P{åX E\" QDSU� þtVOD� lambda výrazy, binárne a znakové
UH"D]FH D LQp GiWRYp ãWUXNW~U\� 5HDNFLH SRWRP P{åX SUHGVWDYRYD" MHGQRGXFKp DULWPHWLFNp
operácie, ODPEGD YêSRþW\� PDWLFRY~ PDQLSXOiFLX� ]OXþRYDQLH UH"D]FRY� VSiMDQLH GR

ERRORYVNêFK VLHWt DOHER SUHSiMDQLH REYRGRY Y SURFHVRURFK� '\QDPLND VD SRWRP P{åH ULDGL"
QDSU� H[SOLFLWQêPL VLPXOiFLDPL NROt]Lt� RE\þDMQêPL diferenciálnymi rovnicami alebo celulárnym
automatom.
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2NUHP Xå ]PLHQHQpKR PRGHORYDQLD Y]QLNX åLYRWD D HYRO~FLH D 51. D '1. MH PRåQp
WêPWR SUtVWXSRP PRGHORYD" DM VRFLiOQH VSUiYDQLH VD DOHER SDUDOHOQp SURFHV\ Y modulárnych
V\VWpPRFK� = SUDNWLFNêFK DSOLNiFLt MH PRåQp ]PLHQL" ORJLFNp VSUDFRYDQLH LQIRUPiFLH SUL
automatickom riadení, optimalizáciu algoritmov v súvislosti s genetickým programovaním
DOHER YêSRþW\ D SURJUDPRYDQLH SRPRFRX UHiOQ\FK PROHN~O� -HGQêP ] SUYêFK LPSOLFLWQH

definovaných príkladov konštruktívnej umelej chémie je tzv. typogenetika vymyslená
Douglasom Hofstadterom, ktorá modeluje vznik enzýmov z genetickej informácie v jadre a
VSlWQ~ NRQãWUXNFLX QRYêFK NySLt UH"D]FRY '1$ D 51$ SRPRFRX QLPL VNRQãWUXRYDQêFK

enzýmov [108].
-HGQRGXFKêP SUtNODGRP LOXVWUXM~FLP VNXWRþQRV"� åH XPHOi FKpPLD P{åH PD" VR

VNXWRþQRX FKpPLRX OHQ YH�PL PiOR VSRORþQpKR� MH NRQãWUXNWtYQD �þtVOD GHOLDFD FKpPLD��

produkujúca populáciu SUYRþtVHO ] QiKRGQHM SRþLDWRþQHM SRSXOiFLH NODGQêFK FHOêFK þtVHO�

2EMHNW\ V~ Y QHM SULURG]HQp þtVOD RNUHP MHGQRWN\� S ^�������`� 5HDNþQêP SUDYLGORP MH s1 + s2

→ s1 + s3 , kde s3 = s2 /s1 pre s2 mod s1 = 0 a s2 ≠ s1� Y RSDþQRP SUtSDGH s3 = s2  � WRWR UHDNþQp

pravidlo vyjadruje funkcia UHDFWLRQ�V��V�� dávajúca výsledné s3� 3URFHV ]DþtQD

náhodným generovaním populácie P [1], P [2], ...,P [M  @ þtVHO ] PQRåLQ\ S. Potom nasleduje
cyklus daný v algoritme 9.3. Funkcia UDQGRP,QWHJHU���0� SURGXNXMH QiKRGQp FHOp þtVOD

od 1 po M.

ZKLOH QRW SRGPLHQNDBXNRQþHQLDBF\NOX GR

EHJLQ

L�� UDQGRP,QWHJHU���0��

V�� 3>L�@�

L�� UDQGRP,QWHJHU���0��

V�� 3>L�@�

V�� UHDFWLRQ�V�� V���

LI V�≠� WKHQ 3>L�@� V��

HQG�

Algoritmus 9.3. Konštrukcia SUYRþtVHO SRPRFRX NRQãWUXNWtYQHM þtVOD�GHOLDFHM FKpPLH� 3UH YH�NRVWL

populácie M   ���� SRþHW F\NORY FH] ���� D SUY~ SRSXOiFLX P JHQHURYDQ~ ] REPHG]HQpKR V~ERUX þtVHO

od 2 do 100 VNRQYHUJXMH N SRSXOiFLL REVDKXM~FHM WDNPHU LED SUYRþtVOD�

%LRORJLFN\ RULHQWRYDQê SUtVWXS N HYRO~FLL VD Gi UR]GHOL" QD I\ORJHQp]X� NWRUi VD ]DREHUi

HYRO~FLRX SUtURGQpKR GUXKX Y þDVH �PXWiFLH D NUtåHQLH Y JHQHWLFNRP DOJRULWPH�� HSLJHQp]X�

NWRUi ]RGSRYHGi XþHQLX MHGQRWOLYpKR RUJDQL]PX Y SULHEHKX åLYRWD �QHXUyQRYp VLHWH� D
ontogenézu, ktorá sa zaoberá vývojom mnohobunkových organizmov zo základnej bunky
(autoreprodukujúce sa automaty).

(YROXþQp LQRYiFLH�

1. 6\PELy]D� EDNWHULiOQD V\PELy]D DNR SRþLDWRN WYRUE\ SUHGFKRGFRY EXQLHN �>���@��
1DPLHVWR YêPHQ\ JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH NUtåHQtP WDN Y]QLNi Y NRQHþQRP G{VOHGNX
]O~þHQLH JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH� 6\PELy]D P{åH E\" YR YlþãRP PHUDGOH ]RGSRYHGQi DM ]D

]iVDGQHMãLH ]PHQ\ RUJDQL]PX� NWRUp E\ LQDN Y\åDGRYDOL PQRKRQiVREQp VLPXOWiQQH

inovácie. V tzv. endosymbiotickej hypotéze ide o vznik HXNDU\RWLFNêFK EXQLHN �SRNURþLOêFK

EXQLHN V MDGURP D ]ORåLWêPL ãWUXNW~UDPL� QDSU� mitochondriami) integráciou symbiotického
systému prokaryotických buniek (primitívnych buniek) do jedného celku. V mikrobiálnej
UtãL� NWRUi WYRUt YlþãLQX åLYRWD QD =HPL� MH WiWR IRUPD �VSROXSUiFH QD Y\ããHM ~URYQL� þDVWi�

Napokon, bunkové PLWRFKRQGULH ]DEH]SHþXM~FH YêUREX HQHUJLH Y åLYêFK RUJDQL]PRFK EROL

NHG\VL QDMVN{U WLHå VDPRVWDWQêPL EXQNDPL�
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 7iWR HYROXþQi ]mena je v rozpore s klasickým darwinizmom, lebo zmenšuje výhody
MHGQRWOLYFD � SRKOWHQê MHGQRWOLYHF ]DQLNi DNR VDPRVWDWQê GUXK� �6WURP åLYRWD� VD
Y\NUHV�XMH VR VWiOH VD UR]YHWYXM~FLPL NRQiUPL� 1R V\PELy]D P{åH ]QDPHQD" VSiMDQLH

vetiev.
 Okrem pohltenia aleER NUtåHQLD MH PRåQi YêPHQD LQIRUPiFLH DM SULDP\P SUHQRVRP

JpQRY PHG]L GUXKPL� SULþRP VD þDVWR SRXåtYDM~ YtUXV\ DNR VSURVWUHGNRYDWHOLD YêPHQ\�

2. 6PHURYDQp PXWiFLH � NH� VL SUHGVWDYtPH QiKRGQ~ PXWiFLX VS{VREHQ~ NR]PLFNêPL O~þPL�

"DåNR LFK DVL VPHURYD"� 1R VPHURYD" PRåQR LFK RSUDYX� 2SUDYQê PHFKDQL]PXV Y EXQNH

SUDFXMH LED QDG QDMG{OHåLWHMãtPL þDV"DPL NyGX� NWRUêFK ]PHQD E\ SUDNWLFN\ XUþLWH

]QDPHQDOD VPU" RUJDQL]PX� 1R Y PHQHM ]iYDåQêFK REODVWLDFK WLHWR NRUHNþQp

PHFKDQL]P\ QHPXVLD E\" SUH VYRMX QiURþQRV" Y\YLQXWp� 7êP VD ]Y\ãXMH SUDYGHSRGREQRV"

]PHQ\ Y QLHNWRUêFK VPHURFK D ]QLåXMH Y LQêFK� SRGREQH DNR MH WR Y Schwefelových
HYROXþQêFK VWUDWpJLiFK� 9lþãLQD JHQHWLFNpKR NyGX X RUJDQL]PRY Y\ããtFK DNR SUYRN\ MH

WRWLå QH]P\VHOQi �DVSR� SRG�D QDãLFK V~þDVQêFK ]QDORVWt� D QLNG\ VD QHSUHWUDQVIRUPXMH

do tvorby proteínov. Okrem toho u niektorých proteínov zmena aminokyseliny v niektorých
SR]tFLiFK QHVS{VREt ]PHQX IXQNþQRVWL SURWHtQX� WDNåH RSUDYQê PHFKDQL]PXV E\ ERO

]E\WRþQê >��@� 7LHWR ]PHQ\ V~ Y QLHNWRUêFK þDVWLDFK '1$ WDNp SUDYLGHOQp Y SULHEHKX

GOKêFK þDVRYêFK RGVHNRY� åH VD SRG�D QLFK Gi ]KUXED XUþRYD"� NHG\ VD QDY]iMRP RGGHOLOL

jednotlivé druhy organizmov. Okrem opravného mechanizmu publikoval v r. 1988
Harvardský genetik John &DLUQV G{ND]� åH ]D XUþLWêFK SRGPLHQRN ]PHQ\ SURVWUHGLD EROD
baktéria E. FROL VDPD VFKRSQi VD ]PXWRYD" Y SULDPHM RGSRYHGL QD SRWUHEX VS{VREHQ~

]PHQRX SURVWUHGLD �VDPR]UHMPH VD SUHGSRNODGi� åH PHFKDQL]PXV S{VRELDFL FLHOHQ~

mutáciu vznikol evolúciou [110,111]).
3. 7]Y� KRUL]RQWiOQ\ SUHQRV JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH� NHG\ VD þDV" LQIRUPiFLH SUHQiãD ] MHGQHM

³GRVSHOHM³ EXQN\ QD GUXK~ ³GRVSHO~´ EXQNX� 0{åH tV" WDN R SURFHV ULDGHQê VDPRWQêPL
EXQNDPL� DNR DM R SURFHV VS{VREHQê YtUXVRP� 7HQWR SUHQRV P{åH X EDNWpULt VþDVWL
QDKUDG]RYD" VH[XiOQ\ SUHQRV LQIRUPiFLH�

4. Saltationismus (z Lat. VDOWDUH � VNRN� MH WHyULD VQDåLDFD VD Y\VYHWOL" IRVtOQH QiOH]\� NWRUp
XND]XM~ QiKO\ Y]QLN ~SOQH Y\YLQXWpKR GUXKX� NWRUê SRWRP ]RVWiYD YLDF�PHQHM VWDELOQê Då

do svojho zániku. Tento jav pomenoval Stephen Jay Gold ako prerušovanú rovnováhu
(punctuated HTXLOLEULXP >�������@�� 6NRNRY~ WHyULX RGPLHWD YlþãLQD ELROyJRY� SUHWRåH QLH

je jasný presný dôvod týchto skokov, okrem podozrenia na zmeny spôsobené v rannom
YêYRML HPEU\D D PRåQR ]PHQ\ �LPSOHPHQWiFLH� JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH� SUH NWRU~ MH

URYQDNR G{OHåLWi chromozomálna DNA ako všetky proteíny, hormóny a nechromozomálna
DNA spolu s fyzikálnymi podmienkami, ako je teplota, pH prostredia a pod. Podstatná
]PHQD GUXKX VD P{åH XPRåQL" ]GUXåRYDQtP IXQNFLt� KLHUDUFKLFNRX ~URY�RX ULDGHQLD D

DGDSWtYQ\P SURFHVRP PHQLDFLP FHOê V~ERU IXQNFLt V~þDVQH�

5. 6DPR�RUJDQL]iFLD� JpQ\ V~ VSRMHQp GR VLHWH Y]"DKRY D SRGVWDWQi ]PHQD MHGQpKR ] QLFK

VS{VREt QXWQRV" XVDGHQLD VD Y LQRP VWDELOQRP FHQWUH� 1R SURWL WHMWR ]PHQH ERMXMH VQDKD

SRSXOiFLH RVWD" VWDELOQRX� $M Wi QDMYêKRGQHMãLD PXWiFLD EXGH QDQLþ� SRNLD� QHEXGH WDNêWR

MHGLQHF SULMDWê NROHNWtYRP� þtP EXGH GDQi PRåQRV" �DOãLHKR UR]ãtUHQLD PXWiFLH

UR]PQRåHQtP SRWRPNRY� Stuart .DXIPDQQ >���@ QD ]iNODGH YêSRþWRY WYUGt� åH ]D XUþLWRX
hranicou vzrastajúca hustota spojení medzi prvkami systému (agentmi) zmrazuje
DGDSWiFLX� 0XWiFLD QDY\ãH PXVt VS��D" ]iNODGQp SRåLDGDYN\ � E\" SULMDWH�Qi ] K�DGLVND

molekulárnej úrovne JHQyPX D SRWRP DM ] K�DGLVND VSOQHQLD I\]LNiOQ\FK SRåLDGDYLHN QD

VWDYEX WHOD� 7êP V~ PRåQRVWL Y]QLNX åLYêFK IRULHP REPHG]HQp� 1R Y]K�DGRP QD WR� åH

SR]QiPH LED YêVOHGQê �YêEHU� � H[LVWXM~FH åLYp RUJDQL]P\� D QHSR]QiPH� ] NR�NêFK
PRåQRVWt EROL Y\EHUDQp� QHGi VD RGKDGQ~" �KXVWRWD PRåQêFK åLYêFK IRULHP�� NR�NR EROR

PRåQRVWt HYRO~FLH� )RVtOQH QiOH]\ D V~þDVQp IRUP\ åLYRWD QD =HPL V~ LED MHGQRX ]

PRåQêFK UHDOL]iFLt HYRO~FLH� 2GSRYH� QD RWi]NX SRþWX PRåQêFK FLHVW HYRO~FLH P{åH

QD]QDþL" SUiYH GLVFLSOtQD XPHOpKR åLYRWD�
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Trendy evolúcie:
1. ,UHYHU]LELOLWD � HYRO~FLD VD QHYUDFLD QDVSl"� QRYp IRUP\ åLYRþtFKRY VD QHYUDFDM~ N

YêYRMRYR VWDUãtP IRUPiP �YH�U\ED MH VtFH FLFDYHF� NWRUê VD YUiWLO GR PRUD� QR WR MH VN{U

YêQLPND DNR SUDYLGOR� D åLYRW YãHREHFQH Xå QHRS~ã"D UD] REVDGHQ~ niku.
2. 1DUDVWDM~FD ]ORåLWRV" �QHH[LVWXMH YãDN SUHVQi GHILQtFLD WRKR� þR ]ORåLWRV" MH� D QLH MH GDQê

DQL MHGQR]QDþQê G{YRG MHM QDUDVWDQLD� DM NH� H[LVWXM~ K\SRWp]\� ]ORåLWRV" MH VS{VREHQi

U{]QRURGRV"RX SURVWUHGLD� NWRUHM SULVS{VREHQp SUYN\ VD VNODGDM~ QD Y\WYRUHQLH

komplexného systému, je termodynamicky výhodnejšia, je spôsobená špecializáciou
KQDQRX SULQFtSRP SUHåLWLD QDMVLOQHMãLHKR YQ~WUL GUXKX� DW����

3. 1DUDVWDM~FD U{]QRURGRV" � WiWR RWi]ND YãDN QLH MH FHONRP MDVQi� OHER GQHV VtFH PiPH

YH�D U{]Q\FK GUXKRY KP\]X� QR QHPiPH YH�D SULQFLSLiOQH UR]GLHOQ\FK URGRY� 7iWR VLWXiFLD

je v rozpore napr. s FDPEULMVNêP REGREtP� NHG\ H[LVWRYDOR YH�PL YH�D ]iVDGQH U{]Q\FK

GUXKRY GHVLJQX� ] NWRUêFK SUHåLOR LED ]RSiU�
4. 1DUDVWDQLH SRþWX MHGLQFRY�
5. 1DUDVWDM~FD ãSHFLDOL]iFLD � UD] ãSHFLDOL]RYDQp EXQN\ DOHER åLYRþtãQH GUXK\ VD YlþãLQRX

QHYUDFDM~ N YlþãHM IOH[LELOQRVWL�

6. 1DUDVWDM~FD Y]iMRPQi ]iYLVORV" RG LQêFK åLYRþtãQ\FK GUXKRFK D RG VSRORþHQVWYD

WYRUHQpKR YODVWQêP GUXKRP � ]DWLD� þR OLãDMQtN\ �SRåLHUDM~ SULDPR NDPH�� D V~ YH�PL

]iYLVOp RG I\]LFNpKR SURVWUHGLD �N\VOê Giå��� þORYHN P{åH åL" WDNPHU NGHNR�YHN� QR
SRWUHEXMH QD SUHåLWLH VSROXSUiFX V RVWDWQêPL �X�PL�

7. 1DUDVWDM~FD VFKRSQRV" HYRO~FLH� 5� ���� cambridgský zoológ Richard Dawkins na prvom
VHPLQiUL R XPHORP åLYRWH SUH]HQWRYDO þOiQRN Evolúcia schopnosti vývoja [114]. Navrhol
SUtURGQê YêEHU Y\ããLHKR GUXKX� NWRUê QHSUHIHUXMH LED MHGLQFRY� DOH WHQGHQFLX Y\YtMD" VD

XUþLWêP VPHURP� DOHER WHQGHQFLX Y\YtMD" VD Y{EHF� %LROyJ Leo Buss [115] z Yale
8QLYHUVLW\ VD ]DPêã�D QDG WêP� DNR VD Y\YtMD SRMHP MHGLQFD� =R ]DþLDWNX WR PRKRO E\"

VWDELOQê V\VWpP UHDNFLt SRO\PpURY� SRWRP EXQND� QHVN{U RUJDQL]PXV� $NR �DOãLD MHGQRWND

P{åH VO~åL" FHOê GUXK� .YDOLWD D VFKRSQRV" SUHåLWLD GUXKX QHPXVt EH]SURVWUHGQH ]iYLVLH"

od kvality jednotlivcov, ktorá sa porovnáva YQ~WURGUXKRYR� .YDOLWD GUXKX P{åH E\"

QDSUtNODG SRVXG]RYDQi SRG�D VFKRSQRVWL Y\YtMD" VD�

Programy budúcnosti VL PRåQR SUHGVWDYL" DNR SHVWRYDQp QHULDGHQp PRQãWUi� NWRUp ���

þDVX VWUiYLD QDG YODVWQêPL QH]P\VHOQêPL RSHUiFLDPL D LED MHGQR SHUFHQWR YHQXM~ QD
�UR]XPQê� YêSRþHW ] K�DGLVND XåtYDWH�D� 7iWR QHHIHNWtYQRV" E\ VD PDOD Y\YiåL" VFKRSQRV"RX
DGDSWRYD" VD QD QRYp XGDORVWL� SUH NWRUp GRVLD� QHH[LVWXMH QDXþHQi RGSRYH� V\VWpPX�

9]K�DGRP QD VWiOH ]ODF�RYDQLH SRþtWDþRYpKR þDVX WR EXGH YêKRGQHMãLH DNR QDMD"

SURJUDPiWRUD� NWRUê Y\P\VOt SHUIHNWQê PDOê SURJUDP� 7HQWR WUHQG MH þLDVWRþQH EDGDWH�Qê QD

rozšírovaní neefektívnych, no k laikom prívetivých programov firmy Microsoft. Tie sú síce
UREHQp �X�PL� QR SUDYGHSRGREQH Y]K�DGRP N QHXNRQþHQHM HYRO~FLL � PDOHM NRPXQLNiFLL

PHG]L �VLH"RX� DXWRURY PDM~ VN{U YODVWQRVWL QHULDGLWH�QpKR �PRQãWUD� V QiKRGQH

generovanými "features" (špecifikami, programátormi mimo Microsoftu nazývanými
chybami).

0RåQRVWL VDPRYR�QpKR Y]QLNX LQWHOLJHQFLH Y SURJUDPRFK XPHOpKR åLYRWD SDWULD ]DWLD� GR

oblasti science ILFWLRQ� =iNODGQp YODVWQRVWL åLYRWD DNR SRK\EOLYRV" Y PHQLDFRP VD SURVWUHGt�

]P\VORYp YQtPDQLH RNROLD D RVWDWQp YODVWQRVWL QXWQp QD XGUåDQLH D UR]YtMDQLH åLYRWD VD Y\YtMDOL

Y SULHEHKX PLOLiUG URNRY� ]DWLD� þR DEVWUDNWQp P\VOHQLH D MD]\N LED GHVLDWN\ WLVtF URNRY� 7R E\
QD]QDþRYDOR� åH Y\WYRUHQLH XPHOHM LQWHOLJHQFLH E\ PDOR E\" RYH�D MHGQRGXFKãLH DNR

Y\WYRUHQLH �åLYpKR� UHDJXM~FHKR D UHSURGXNXM~FHKR VD RUJDQL]PX� 1R SRG�D PLHQN\ DXWRURY

MH LQWHOLJHQFLD Y\VWDYDQi QD ]iNODGH åLYpKR RUJDQL]PX� D Y\WYRUL" MX QD LQRP ]iNODGH

Y\åDGXMH SRURYQDWH�QH ]ORåLW~ �]iNODG�X� DNR MH åLYi KPRWD� þR SUL FHOHM VYRMHM ]ORåLWRVWL

SRþtWDþH HãWH ]�DOHND QHXPRå�XM~�
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10. Neurónové siete

10.1 Historický úvod

Umelé neurónové siete [1-9] pôvodne vznikli ako modely mozgu resp. nervového systému a
MHKR þLQQRVWL� 3RVWXSQH VD YãDN UR]YLQXOL GR QiVWURMRY VWURMRYpKR XþHQLD� SRXåtYDQêFK QDSU�
QD DXWRPDWLFNp UR]SR]QiYDQLH SULHVWRURYêFK REMHNWRY DOHER þDVRYêFK SRVWXSQRVWt VLJQiORY�

]KOXNRY~ DQDOê]X D SRG� 1HXUyQRYi VLH" MH Y SRGVWDWH V~ERURP MHGQRGXFKêFK SUYNRY �X]ORY�
QHXUyQRY� Y\NRQiYDM~FLFK MHGQRGXFKp RSHUiFLH� 6SRMHQLD QHXUyQRY V~ ]Y\þDMQH RKRGQRWHQp

UHiOQ\PL þtVODPL � YiKDPL� 9R VYRMHM QDMUR]ãtUHQHMãHM SRGREH �YLDFYUVWYRYp V dopredným
ãtUHQtP� QHXUyQRYp VLHWH GRVWDQ~ SUtNODG\ VR VSUiYQRX RGSRYH�RX� NWRUp VD ³QDXþLD´� D

SRWRP GRNiåX RGSRYHGD" DM QD ³RWi]N\´ DOHER NODVLILNRYD" Y]RU\� NWRUp QLH V~ FHONRP WRWRåQp

V QDXþHQêPL� DOH V~ LP LED SRGREQp� 7DNpWR QHXUyQRYp VLHWH P{åX IXQJRYD" DNR XQLYHU]iOQ\

DSUR[LPiWRU� WHGD PRGHORYD" V SRåDGRYDQRX SUHVQRV"RX DN~NR�YHN VSRMLW~ IXQNFLX� SRNLD�

GRVWDQ~ VSUiYQH Y]RU\ QD XþHQLH� 9 WDNRP SUtSDGH V~ YODVWQH XQLYHU]iOQ\P SURVWULHGNRP
regresnej analýzy.

3UREOpP YãDN MH ]Y\þDMQH V XþHQtP� WHGD QDVWDYHQtP SDUDPHWURY VLHWH �QDSU� KRGQ{W YiK
DOHER PQRåVWYD QHXUyQRY >�����@�� 1DVWDYL" SDUDPHWUH WDN� DE\ VLH" þR QDMOHSãLH IXQJRYDOD�
zodpovedá optimalizácii, kedy premenné sú parametre funkcie a minimalizujeme chybu
SUHGSRYHGH VLHWH� 1DMþDVWHMãLH VD WDNWR optimalizujú parametre viacvrstvovej neurónovej
siete so sigmoidálnym prenosom a GRSUHGQêP ãtUHQtP �YL� �DOHM REU� �����������

ýLDVWRþQH YHG�DMãRX DSOLNiFLRX MH SRXåLWLH RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY QD výber
� UHGXNFLX� WUpQLQJRYêFK �FYLþQêFK� GiW VR ]QiP\PL VSUiYQ\PL RGSRYH�DPL� NWRUp VD VLH" Xþt

SUHGSRYHGD"� 3UL DSOLNiFLL QHXUyQRYêFK VLHWt DNR klasifikátorov a SUHGLNWRURY MH G{OHåLWp SUH

HIHNWtYQRV" DGDSWDþQpKR SURFHVX �XþHQLD�� DOH DM SUH LQWHUSUHWiFLX YêVOHGNRY� GREUH Y\EUD"

GHVNULSWRU\ �WHGD YVWXSQp GiWD� RSLVXM~FH Y]RU\� NWRUp VD Pi VLH" QDXþL" LQWHUSUHWRYD" D�DOHER

SUHGLNRYD"� 2EMHNW �Y]RU� P{åH E\" RStVDQê YHNWRURP U{]QRURGêFK GiW� ] NWRUêFK LED þDV"

P{åH E\" Yê]QDPQi SUH NODVLILNiFLX� 3UHWRåH QDXþHQLH QHXUyQRYHM VLHWH MH ]ORåLWp� P{åH VD

SUH YêEHU GiW SRGVWDWQêFK SUH NODVLILNiFLX SRXåL" LQi� UêFKOHMãLD� DOH PHQHM SUHVQi PHWyGD D
QHXUyQRYi VLH" VD SRWRP LED SRXåtYD SUH GiWD UHGXNRYDQp V Y\XåLWtP WHMWR PHQHM SUHVQHM

metódy. Takou menej presnou metódou je napr. klasifikátor KNN (ang. K Nearest Neighbors)
>�@� NWRUê RKRGQRFXMH WHVWRYDQê REMHNW QD ]iNODGH QDMEOLåãtFK . REMHNWRY �Y]GLDOHQRV" REMHNWX

RG WHVWRYDQpKR REMHNWX VD XUþXMH DNR V~þHW DEVRO~WQ\FK KRGQ{W UR]GLHORY MHGQRWOLYêFK SUYNRY

YHNWRURY RSLVXM~FLFK WLHWR GYD REMHNW\�� 2Wi]ND MH� NWRUp SUYN\ ] RSLVQêFK YHNWRURY VD P{åX

SUL YêSRþWH WHMWR Y]GLDOHQRVWL Y\QHFKD"� 7R VD Gi RStVD" YHNWRURP Q~O �Y\QHFKD"� D MHGQRWLHN

�]DSRþtWD"�� 3UL WDNRPWR YêEHUH WUpQLQJRYêFK GiW� YODVWQH RSWLPDOL]iFLL ELQiUQHKR YHNWRUD� VD
XNi]DOR YêKRGQp SRXåL" JHQHWLFNê DOJRULWPXV >�����@�

3RGREQH P{åHPH SRPRFRX JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY K�DGD" WLHå REODVWL �YlþãLQRX

REG�åQtN\ DOHER K\SHUNYiGUH� Y SUHK�DGiYDQRP SULHVWRUH� Y NWRUêFK VD QDPHUDOL SRåDGRYDQp

YêVWXSQp KRGQRW\� = WDNWR Y\WYRUHQêFK SUDYLGLHO �NH� V~ YVWXSQp GiWD Y LVWRP UR]PHG]t�

SRWRP YêVOHGRN EXGH WLHå Y XUþLWRP UR]PHG]t� P{åHPH SRWRP Y\WYRUL" H[SHUWQê V\VWpP� äLD��

QDPHUDQp YêVWXSQp GiWD SUH QHMDNp ERG\ Y SUHK�DGiYDQRP SULHVWRUH þDVWR FKêEDM~� D WDN VD

QDKUDG]XM~ QHXUyQRYRX VLH"RX� NWRUi MH Xå QDXþHQi DSUR[LPRYD" WYDU IXQNFLH ] RVWDWQêFK
vstupov a výstupov [15].

�DOãRX DW\SLFNRX DSOLNiFLRX MH K�DGDQLH WDNêFK GiW� NWRUp ]RGSRYHGDM~ ]DGDQêP

KRGQRWiP YêVWXSRY Xå QDXþHQHM QHXUyQRYHM VLHWH >�����@� *HQHWLFNê DOJRULWPXV VD WDNWR
Y\XåLO QD K�DGDQLH KUDQLþQêFK� "DåNR UR]KRGQXWH�QêFK SUtSDGRY �RKRGQRWHQLH ����� NHG\

QHXUyQRYi VLH" EROD QDXþHQi GLDJQRVWLNRYD" ]R YVWXSQêFK GiW� þL SDFLHQW Pi DOHER QHPi

]iSDO VOHSpKR þUHYD �Pi  RKRGQRWHQLH �� QHPi  ��� 7DNpWR YêVOHGN\ P{åX E\" SRXåLWH�Qp
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MHGQDN QD H[WUDNFLX SUDYLGLHO� SRG�D NWRUêFK VD QHXUyQRYi VLH" UR]KRGOD �SRNLD� V

NODVLILNiFLRX ��� V~KODVtPH�� DOHER QD UR]KRGQXWLH� þL VD VLH" QDXþLOD GREUH �QDSU� SRNLD� V

klasifikáciou nesúhlasíme).
Neurónové siete alebo ich vstupné dáta sú teGD YlþãLQRX REMHNWRP RSWLPDOL]iFLH�
=iVDGQH RGOLãQRX PRåQRV"RX SUHSRMHQLD QHXUyQRYêFK VLHWt V RSWLPDOL]iFLRX MH SRXåLWLH

ãSHFLiOQH SULVS{VREHQêFK QHXUyQRYêFK VLHWt DNR RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG� 1HXUyQRYp VLHWH�
NH� Xå VD SRXåtYDM~ QD RSWLPDOL]iFLX �þR MH VN{U YêQLPND� YlþãLQRX VD SRXåtYDM~ QDPLHVWR

polynomiálnej UHJUHVLH�� WDN VD SRXåtYDM~ SUHGRYãHWNêP QD ULHãHQLH ãSHFLDOL]RYDQêFK

problémov. Takýmto problémom je napr. spracovanie obrazu Hopfieldovou neurónovou
VLH"RX� þR MH UHNRQãWUXNFLD REMHNWX ]R ]DãXPHQpKR DOHER UR]PD]DQpKR REUD]X� 1D WHQWR

~þHO +RSILHOGRYD VLH" IXQJXMH Y\QLNDM~FR >�����@� QR LGH R YH�PL ãSHFLDOL]RYDQê SUREOpP�

+RSILHOGRYD VLH" YãDN IXQJXMH DM SUH NODVLFNp ~ORK\ kombinatorickej optimalizácie [24], kedy
VL PXVtPH ]YROL" LED YKRGQ~ UHSUH]HQWiFLX GiW� ,GH NRQNUpWQH R SUREOpP\ QDMFHQQHMãLHKR
párenia (weighted matching), problém obchodného cestujúceho (Traveling Salesperson
Problem) [25-27], alebo aj rozdelenie vrcholov grafov na dve SRGPQRåLQ\ �graph
ELSDUWLWLRQLQJ� >��@� 3UREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR VD Gi ULHãL" DM SRPRFRX Kohonenovej
QHXUyQRYHM VLHWH >�����@� 3UREOpP MH Y WRP� åH QDSRVOHG\ PHQRYDQp SUREOpP\ ULHãLD

QHXUyQRYp VLHWH QLH YH�PL HIHNWtYQH D Y SUD[L VD SUHWR QD WLHWR ~ORK\ QHXUyQRYp VLHWH

QHY\XåtYDM~� DM NH� VD WLHWR DOJRULWP\ U{]Q\PL ~SUDYDPL SRVWXSQH Y\OHSãXM~� 5LHãHQLD WêFKWR

SUREOpPRY VD YlþãLQRX SXEOLNXM~ LED SUH WHRUHWLNRY DNR LOXVWUDþQp SUtNODG\ WRKR� åH

QHXUyQRYRX VLH"RX PRåQR ULHãL" DM WDNpWR GUXK\ ~ORK�

�DOHM VD WHGD EXGHPH ]DREHUD" WDN RSWLPDOL]iFLRX QHXUyQRYêFK VLHWt� DNo aj
RSWLPDOL]iFLRX QHXUyQRYêPL VLH"DPL�

10.2 Viacvrstvové neurónové siete s dopredným šírením

����������	
���
������������
���	
���

=DYHGLHPH YãHREHFQ~ IRUPXOiFLX NODVLILNDþQpKR SUREOpPX SRPRFRX SRMPX ]REUD]HQLD²
IXQNFLH GHILQRYDQHM QDG GYRPL PQRåLQDPL A a B� 7HQWR SUtVWXS EXGH XåLWRþQê SUH

interpretáciu neurónových sietí ako klasifikátora alebo prediktora. Nech F(x) je funkcia
GHILQRYDQi QDG PQRåLQRX A� NWRUi SULUDGt NDåGpPX SUYNX x∈ A REUD]²IXQNþQ~ KRGQRWX ]

PQRåLQ\ B, x̂ =F(x)∈ B,
F : A B→                                                                (10.1)

Nech G(x,w� MH IXQNFLD� NWRUHM DUJXPHQW\ V~ ] NRQHþQHM SRGPQRåLQ\ Atrain  ={x1,x2,...,xr} ⊂  A
(nazývanej WUpQLQJRYi PQRåLQD) a w je parameter (alebo parametre) zobrazenia G, potom
x̂ =G(x,w)∈ Btrain  ⊂  B (pozri obr. 10.1)

( ) train trainG : A B→w                                                     (10.2)

)RUPiOQH P{åHPH SRYHGD"� åH ]REUD]HQLH G(w) je reštrikcia zobrazenia F(x� QDG PQRåLQRX

Atrain   ⊂  A. .RPSOHPHQW PQRåLQ\ Atrain Y]K�DGRP QD PQRåLQX A MH R]QDþHQê Atest (nazývaný
WHVWRYDFLD PQRåLQD), Atest  =A \ Atrain� 3UHGSRNODGDMPH� åH SUH NDåGp xi  ∈ Atrain poznáme
SRåDGRYDQê REUD]²IXQNþQ~ KRGQRWX ix̂ ,

1 1 2 2 r rˆ ˆ ˆ/ , / ,..., /x x x x x x                                               (10.3)

3RåDGRYDQp IXQNþQp KRGQRW\ ix̂  sa interpretujú ako obrazy funkcie F

                                            ( ) ( )1 2i iˆ F i , ,...,r= =x x                                                        (10.4)
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Obrázok 10.1. Schematické znázornenie zobrazenia F: A→B� =~åHQtP WRKWR ]REUD]HQLD QD

SRGPQRåLQX Atrain dostaneme nové “modelové” zobrazenie G(w �� IXQNþQê WYDU WRKWR ]REUD]HQLD MH

XUþHQê SDUDPHWURP �SDUDPHWUDPL� w.

&LH�RP QDãLFK ~YDK MH QiMV" WDNê SDUDPHWHU �DOHER SDUDPHWUH� w funkcie G(x,w), aby
IXQNþQp KRGQRW\ DUJXPHQWRY ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\ Atrain EROL þR QDMEOLåãLH REUD]RP IXQNFLH

F(x� �W�M� SRåDGRYDQêP KRGQRWiP�� 'HILQXMPH ~þHORY~ IXQNFLX

( ) ( )( )2
1

1
2

r

i i
i

ˆE G ,
=

= −∑w x w x                                                   (10.5)

7iWR IXQNFLD Y\MDGUXMH V~þHW ãWYRUFRY RGFKêORN IXQNFLH G(x,w� RG SRåDGRYDQêFK KRGQ{W x̂
EUDQêFK ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\� 3RåLDGDYND� DE\ Y\SRþtWDQp KRGQRW\ G(x,w� EROL ³þR

QDMEOLåãLH´ SRåDGRYDQêP KRGQRWiP x̂ � VD UHDOL]XMH SRPRFRX SRåLDGDYN\ minimálnosti
~þHORYHM IXQNFLH E(w� Y]K�DGRP QD SDUDPHWHU w� +RYRUtPH� åH IXQNFLD G(x,w) je
adaptovaná, ak jej parameter w je vybraný tak, aby sa rovnal svojej optimálnej hodnote (t.j.
SUH NWRUê Pi ~þHORYi IXQNFLD JOREiOQH PLQLPXP�� 1HFK w je optimálna hodnota parametra w
XUþHQi QDVOHGXM~FLP PLQLPDOL]DþQêP SUREOpPRP

( )arg min
W

E
∈

=
w

w w                                                       (10.6)

kde W MH PQRåLQD �SULHVWRU� SUtSXVWQêFK KRGQ{W SDUDPHWUD w. Adaptovaná funkcia G(x,w )
simuluje pôvodnú funkciu F(x� SUH KRGQRW\ DUJXPHQWRY ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\ Atrain na
základe PLQLPDOL]DþQpKR NULWpULD ������� 2NUHP WRKR VD DGDSWRYDQi IXQNFLD G(x,w � SRXåtYD
DM QD SUHGSRYH� IXQNþQêFK KRGQ{W ]RGSRYHGDM~FLFK DUJXPHQWRP ] WHVWRYDFHM PQRåLQ\ Atest,
W�M� SUHGSRNODGi VD� åH DGDSWRYDQi IXQNFLD GREUH aproximuje pôvodnú funkciu F(x� WLHå PLPR
WUpQLQJRYHM PQRåLQ\� 1DãH ~YDK\ VD P{åX MHGQRGXFKR FKiSD" DNR NODVLFNê regresný
problém, v ktorom sú parametre modelovej funkcie G optimalizované (adaptované) tak, aby
Y\SRþtWDQp IXQNþQp KRGQRW\ EROL EOt]NH SRåDGRYDQêP �H[SHULPHQWiOQ\P� IXQNþQêP

hodnotám.
-HGHQ ]R ]iNODGQêFK SUREOpPRY Y NDåGHM REODVWL SUtURGQêFK YLHG MH K�DGDQLH Y]"DKX ²

IXQNFLH PHG]L ãWUXNW~URX MHM REMHNWRY D LFK YODVWQRV"DPL. Ideálom je konštrukcia tejto funkcie
Y DQDO\WLFNRP WYDUH� NWRUi Y]"DKXMH YODVWQRVWL REMHNWRY N LFK ãWUXNW~UH� 9 PQRKêFK SUtSDGRFK

MH WHQWR FLH� EX� Y{EHF QHUHDOL]RYDWH�Qê DOHER OHQ V YH�NêPL "DåNRV"DPL� 3UHWR VD SRPHUQH
þDVWR SRXåtYD SUtVWXS NRPELQXM~FL þLDVWRþQp ]QDORVWL SUREOpPX V DGDSWiFLRX� 0RGHORYi
funkcia G VD ]RVWURMt QD ]iNODGH XUþLWêFK ~YDK D MHM YR�QH QDVWDYLWH�Qp SDUDPHWUH VD XUþLD

pomocou PLQLPDOL]iFLH ~þHORYHM IXQNFLH E(w� �Y]"DK �������� 7DNWR DGDSWRYDQi PRGHORYi

funkcia G VD SRWRP EHULH DNR DQDO\WLFNê Y]"DK PHG]L ãWUXNW~URX SUtURGRYHGQêFK REMHNWRY D

LFK YODVWQRV"DPL�
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10.2.2 Definícia neurónovej siete

)RUPiOQH MH QHXUyQRYi VLH" XUþHQi DNR RULHQWRYDQê JUDI G  =(V,E  ) (pozri obr. 10.2). Výrazy
V={v1,v2,...,vN  } a E={e1,e2,...eM  ` R]QDþXM~ QHSUi]GQX YUFKRORY~ PQRåLQX UHVS� KUDQRY~

PQRåLQX JUDIX G obsahujúceho N vrcholov (neurónov) a M KUiQ �VSRMRY�� .DåGê VSRM e∈ E sa
LQWHUSUHWXMH DNR XVSRULDGDQi GYRMLFD GYRFK QHXUyQRY ] PQRåLQ\ V, e   =(v,v  ¶�� +RYRUtPH� åH
spoj e ]DþtQD Y QHXUyQH v D NRQþt Y QHXUyQH v  ¶� 0QRåLQD QHXUyQRY V MH UR]ORåHQi QD
disjunktné SRGPQRåLQ\ �SR]UL REU� ��� ��

                                                     I H OV V V V= ∪ ∪                                                          (10.7)

kde VI obsahuje NI vstupných (input) neurónov, ktoré sú susedné len s odchádzajúcimi
hranami, VH obsahuje NH skrytých (hidden� QHXUyQRY� NWRUp V~ VXVHGQp V~þDVQH V
RGFKiG]DM~FLPL DNR DM V SULFKiG]DM~FLPL KUDQDPL� D NRQHþQH VO obsahuje NO výstupných
(output) neurónov, ktoré sú susedné len s prichádzajúcimi hranami. V našich nasledujúcich
~YDKiFK EXGHPH YåG\ SUHGSRNODGD"� åH PQRåLQ\ VI a VO V~ QHSUi]GQH� W�M� QHXUyQRYi VLH"

REVDKXMH YåG\ DVSR� MHGHQ YVWXSQê D MHGHQ YêVWXSQê QHXUyQ�

Obrázok 10.2. 1HXUyQRYi VLH" MH GHILQRYDQi DNR RULHQWRYDQê V~YLVOê JUDI� 'LDJUDP $ REVDKXMH
RULHQWRYDQê JUDI V MHGQêP F\NORP� D WHGD VD QHP{åH SRXåL" QD GHILQtFLX QHXUyQRYHM VLHWH V

GRSUHGQêP ãtUHQtP� 'LDJUDP % LOXVWUXMH PRåQRV" UR]NODGX YUFKRORY �QHXUyQRY� acyklického
orientovaného grafu na vrstvy L1,..,L4.

V DF\NOLFNêFK QHXUyQRYêFK VLH"DFK� NWRUp QHREVDKXM~ RULHQWRYDQp F\NO\ �WDNp DNR Y JUDIH

$ QD REU� ������ P{åX E\" QHXUyQ\ XVSRULDGDQp GR YUVWLHY �SR]UL JUDI % QD REU� �����

1 2 3 tV L L L ... L= ∪ ∪ ∪ ∪                                                  (10.8)

kde L1=VI je vstupná vrstva (obsahuje len vstupné neuróny), L2, L3,..., Lt -1 sú skryté vrstvy a
Lt je výstupná vrstva. Vrstva Li (pre 1≤ i ≤ t � MH XUþHQi QDVOHGXM~FLP MHGQRGXFKêP VS{VRERP

( ){ }1iL v V ;d v i= ∈ = +                                                  (10.9)

NGH Y]GLDOHQRV" d(v� VD URYQi G�åNH PD[LPiOQHM FHVW\� NWRUi VSiMD GDQê QHXUyQ VR YVWXSQêP

QHXUyQRP� SRWRP PXVt SODWL" d(v )=0 pre v∈ VI� 1HXUyQRYi VLH" XUþHQi acyklickým grafom sa
REY\NOH YROt WDN� åH QHXUyQ\ ] GYRFK VXVHGQêFK YUVWLHY V~ SRSUHSiMDQp YãHWNêPL PRåQêPL

VSRMPL �SR]UL REU� ������ äLD�� WDNêWR UR]NODG PQRåLQ\ QHXUyQRY QD YUVWY\ MH PRåQê OHQ SUH
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neurónové siete reprezentované DF\NOLFNêPL JUDIPL� SUH F\NOLFNp JUDI\ Y]GLDOHQRV" d(v� P{åH
QDGRE~GD" �XERYR�Q~ NODGQ~ FHORþtVHOQ~ KRGQRWX�

Obrázok 10.3. Znázornenie trojvrstvovej neurónovej siete s dopredným šírením.

Obrázok 10.4� 1HXUyQ\ D VSRMH QHXUyQRYHM VLHWH V~ RKRGQRWHQp UHiOQ\PL þtVODPL� QHXUyQ\ V~

ohodnotené dvoma rôznymi parametrami, a to prahovými faktormi ϑ i a aktivitami xi. Spoje neurónovej
siete sú ohodnotené váhovými koeficientmi wij.

1HXUyQ\ D VSRMH V~ RKRGQRWHQp UHiOQ\PL þtVODPL �SR]UL REU� ������ .Dådý neurón vi je
ohodnotený prahovým koeficientom ϑ i a aktivitou xi� 3RGREQH NDåGê VSRM �vj,vi) je ohodnotený
váhovým koeficientom (alebo jednoducho váhou) wij� 3RVWXOXMHPH� åH DNWLYLW\ VNU\WêFK D

YêVWXSQêFK QHXUyQRY V~ XUþHQp Y]"DKRP

( )i ix t= ξ                                                            (10.10a)

1
i

i ij j i
j

w x
−∈Γ

ξ = + ϑ∑                                                      (10.10b)

NGH V~þHW LGH FH] QHXUyQ\� NWRUp V~ SUHGFKRGFDPL QHXUyQX vi� 9HOLþLQD ξi sa nazýva potenciál
neurónu vi. Prechodová (DNWLYDþQi� IXQNFLD t (ξ) z pravej strany (10.10a) je monotónne
rastúca funkcia, ktorá vyhovuje nasledujúcim dvom asymptotickým podmienkam: t (ξ)→A pre
ξ→-∞ a t (ξ)→B pre ξ→∞ , kde -∞<A<B<∞� 9 WHyULL QHXUyQRYêFK VLHWt VD þDVWR Y\XåtYD

nasledujúca "sigmoidálna" funkcia

( )
1

B Ae
t

e

−ξ

−ξ
+ξ =
+

                                                         (10.11)

7iWR SUHFKRGRYi IXQNFLD ]REUD]XMH FHO~ PQRåLQX UHiOQ\FK þtVHO R na otvorený interval (A,B),
formálne ( )t : R A,B→ � 1DMþDVWHMãLH VD SUHFKRGRYi IXQNFLD ������� Y\XåtYD SUH KRGQRW\

parametrov A=0, B =1 alebo A=-1, B =1 (pozri obr. 10.5). Prvý graf zodpovedá klasickej
VLJPRLGiOQHM SUHFKRGRYHM IXQNFLL� ]DWLD� þR GUXKê JUDI MH DQDOyJLRX K\SHUEROLFNpKR WDQJHQVX�

6LH" GRVWDQH DNR YVWXS DNWLYDþQê Y]RU SUH VYRMH YVWXSQp MHGQRWN\ �LQDN SRYHGDQp�
vstupné aktivity, ako napr. hodnoty SL[HORY Y REUi]NX UXþQH StVDQpKR StVPHQD $� VD SULGHOLD

vstupným neurónom). Aktivácie sa šíria dopredu zo vstupných jednotiek cez jednu alebo viac
SURVWUHGQêFK YUVWLHY ³VNU\WêFK´ QHXUyQRY VSRMHQLDPL RKRGQRWHQêPL YiKDPL� Då VNRQþLD YR
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výstupných jednotkách. Aktivácie sú v priebehu šírenia z jednotky na jednotku násobené
YiKDPL VSRMHQLD� FH] NWRUp LG~� D SRWRP V~ VþtWDQp VSROX V RVWDWQêPL YVWXSXM~FLPL

DNWLYiFLDPL� 7HQWR V~þHW MH VSUDFRYDQê DNWLYDþQRX IXQNFLRX� 7DNWR Y\WYRUHQi aktivácia sa
SRWRP URYQDNêP VS{VRERP ãtUL �DOHM Då GR YêVWXSQpKR QHXUyQX� Aktivácie výstupných
QHXUyQRY V~ ]DNyGRYDQRX ³RGSRYH�RX´ VLHWH QD YVWXS� QDSUtNODG NWRUp StVPHQR EROR

vstupom siete.

Obrázok 10.5. Priebeh DNWLYDþQHM IXQNFLH GHILQRYDQHM Y]"DKRP �������� *UDI � ]RGSRYHGi ãWDQGDUGQHM

sigmoide (A=0, B=1), graf 2 je podobný funkcii hyperbolický tangens (A=−1,B=1).

9 SRVOHGQHM GREH VD SRXåtYDM~ JHQHWLFNp DOJRULWP\ DM SUH rekurentné neurónové siete,
ktoré obsahujú aj spätné spojenia medzi vrstvami [32]. Topológia a váhy siete sa pritom
RSWLPDOL]XM~ V~þDVQH�

Aktivity neurónov tvoria vektor x=(x1,x2,...xN�� 7HQWR YHNWRU PRåQR IRUPiOQH UR]ORåL" QD WUL

podvektory obsahujúce vstupné, skryté a výstupné aktivity

I H O= ⊕ ⊕x x x x                                                     (10.12)

1HXUyQRY~ VLH" V IL[RYDQêPL YiKDPL D SUDKRYêPL NRHILFLHQWPL PRåQR IRUPiOQH FKiSD" DNR

funkciu

( ) OI NNG : R A,B→                                                      (10.13)

ktorá priradí vstupnej aktivite xI (deskriptor) výstupný vektor xO (klasifikátor) s hodnotami
VYRMLFK ]ORåLHN ] RWYRUHQpKR LQWHUYDOX �A,B)

( )I OG =x x                                                          (10.14)

Skryté aktivity nie sú explicitne uvedené, hrajú len úlohu PHG]LYêVOHGNRY� (ãWH QLHNR�NR

SR]QiPRN N YêSRþWX DNWLYtW SRG�D ������D�E�� 9VWXSQp DNWLYLW\ V~ XUþHQp deskriptorom, preto
ich pokladáme za fixované. Aktivity skrytých neurónov z druhej vrstvy L2 P{åHPH WHUD]

VSRþtWD" OHQ V SRXåLWtP YVWXSQêFK DNWLYtW ] YUVWY\ L1� 9R YãHREHFQRVWL QD YêSRþHW DNWLYtW ]

vrstvy Li (kde i !�� PXVtPH SR]QD" OHQ DNWLYLW\ ] QLåãtFK YUVWLHY L1, L2,..., Li  -1 . Týmto
UHNXUHQWQêP VS{VRERP P{åHPH SRVWXSQH VSRþtWD" DNWLYLW\ YãHWNêFK QHXUyQRY� DNR SRVOHGQp

VD SRþtWDM~ DNWLYLW\ YêVWXSQêFK QHXUyQRY� 9�DND WRPX VD SUH QHXUyQRYp VLHWH

reprezentované DF\NOLFNêP JUDIRP ]DXåtYDO Qi]RY neurónové siete s dopredným šírením
(feed-forward neural networks�� äLD�� VSRPtQDQê MHGQRGXFKê SRVWXS YêSRþWX DNWLYtW QHXUyQRY

MH DSOLNRYDWH�Qê OHQ QD QHXUyQRYp VLHWH UHSUH]HQWRYDQp acyklickým orientovaným grafom. V
SUtSDGH� åH JUDI REVDKXMH RULHQWRYDQp F\NO\ �LGH R rekurentné siete), nie je tento postup
SRXåLWH�Qê� 5RYQLFH ������D�E� V~ Y WRPWR SUtSDGH VSULDKQXWp D QHOLQHiUQH� 3UHWR LFK ULHãHQLH

�W�M� VNU\Wp D YêVWXSQp DNWLYLW\� P{åHPH ]tVND" OHQ SRXåLWtP LWHUDþQpKR SRVWXSX� D WR WDN� åH
ãWDUWXMHPH ] SRþLDWRþQêFK DNWLYtW� SRPRFRX WêFKWR VSRþtWDPH QRYp DNWLYLW\ D WLHWR VD Y
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nasledujúcom LWHUDþQRP NURNX SRXåLM~ DNR YVWXS SUH YêSRþHW QRYêFK DNWLYtW� 7HQWR LWHUDþQê
postup sa opakuje dovtedy, kým nie je rozdiel medzi starými a novými aktivitami menší ako
SUHGStVDQi SUHVQRV"�

9R YlþãLQH DSOLNiFLt VD VLH" Xþt VSUiYQH PDSRYDQLH PHG]L YVWXSQêPL D YêVWXSQêPL Y]RUPL

SRPRFRX XþLDFHKR DOJRULWPX� 1DVWDYHQLH YiKRYêFK NRHILFLHQWRY QHXUyQRYêFK VLHWt EROR GOKR

YH�NêP SUREOpPRP� $å Rumelhart so spolupracovníkmi [33] navrhli jednoduchý gradientový
algoritmus (nazvaný metóda spätného šírenia - backpropagation) adaptácie viacvrstvových
neurónových sietí s GRSUHGQêP ãtUHQtP� 7\SLFN\ V~ YiK\ VSRþLDWNX QDVWDYHQp QD PDOp
QiKRGQp KRGQRW\� 3RWRP VD VLHWL SRVWXSQH ]DGiYD PQRåLQD WUpQLQJRYêFK Y]RURY� .H� NDåGê
YVWXS �Y]RU� SUHMGH VLH"RX D SUH NDåGê Y]RU VD Y\SURGXNXMH YêVWXS� ³XþLWH�´ SRURYQi aktivácie
jednotlivých výstupných jednotiek so správnymi hodnotami. Váhy siete sa potom nastavia tak,
DE\ VD þR QDMYLDF ]PHQãLO UR]GLHO PHG]L YêVWXSRP VLHWH D VSUiYQ\P YRSUHG ]QiP\P

YêVWXSRP� .DåGi iterácia tejto procedúry je trénovacím cyklom, prebehnutie trénovacích
cyklov cez všetky vzory je WUpQRYDFRX HSRFKRX� 7DNêFKWR HSRFK MH QD QDXþHQLH VLHWH W\SLFN\
SRWUHEQp UiGRYR Y\ãH GHVD" WLVtF�

Okrem najjednoduchšej JUDGLHQWRYHM PHWyG\ QDMYlþãLHKR VSiGX VD þDVWR SRXåtYDM~ DM LQp

metódy, napr. metóda spriahnutých gradientov, Levenbergova-Marquardtova metóda a pod.
>��@� 1R QDMMHGQRGXFKãLD PHWyGD QDMYlþãLHKR VSiGX VD HãWH VWiOH SRXåtYD QDMþDVWHMãLH�
2VWDWQp PHWyG\ V~ VtFH UêFKOHMãLH� QR P{åX VD MHGQRGXFKãLH ³SUHXþL"´ DOHER VN�]QX" GR

ORNiOQHKR PLQLPD� �3UHXþHQLH� X QHXUyQRYêFK VLHWt ]QDPHQi QLHþR SRGREQp DNR SRXåLWLH
SUtOLã YH�NpKR VWXS�D polynómu u polynomiálnej UHJUHVLH� 1HXUyQRYi VLH" VD Y WDNRP SUtSDGH

QDXþt WDNPHU SHUIHNWQH SURGXNRYD" SRåDGRYDQp YêVWXS\ ]R ]DGDQêFK YVWXSRY WUpQLQJRYHM

PQRåLQ\� QR SUH WHVWRYDFLX PQRåLQX ]O\KiYD� 3RGREQê SUREOpP þDVWR QDVWiYD DM SUL SRXåLWt

HYROXþQêFK RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY QD QDVWDYHQLH SDUDPHWURY QHXUyQRYHM VLHWH�

10.2.3 Algoritmizácia neurónovej siete s dopredným šírením

�DOHM QD]QDþtPH ]iNODGQp SULQFtS\ algoritmizácie neurónových sietí s dopredným šírením,
NWRUp REVDKXM~ VNU\Wp QHXUyQ\� 3UH MHGQRGXFKRV" EXGHPH XYDåRYD" ��YUVWYRY~ QHXUyQRY~

VLH"� NWRUi REVDKXMH MHGQX YUVWYX VNU\WêFK QHXUyQRY� SULþRP QHXUyQ\ ]R VXVHGQêFK YUVWLHY V~

SUHSRMHQp YãHWNêPL PRåQêPL VS{VREPL �SR]UL REU� ������

$NWLYLW\ VNU\WêFK D YêVWXSQêFK QHXUyQRY V~ XUþHQp Y]"DKPL �SR]UL Y]"DK\ � �����D�E��

( )
1

pre 1 2
n

i ij j i
j

z t v x i , ,...,p
=

 
 = + Θ =
  
∑                              (10.15a)

( )
1

pre  1 2
p

i ij j i
j

y t w z i , ,...,m
=

 
 = + ϑ =
  
∑                              (10.15b)

kde t (ξ) je VLJPRLGD XUþHQi SRPRFRX ������� �V SDUDPHWUDPL A=0 a B =1)

( ) 1

1
t

e−ξξ =
+

                                                            (10.16)

Grafický priebeh tejto funkcie je znázornený na obr. 10.5, graf 1.
9êSRþHW DNWLYtW QHXUyQRY SUH GDQp YiKRYp D SUDKRYp NRHILFLHQW\ sa nazýva aktívna fáza

QHXUyQRYHM VLHWH� 7LHWR DNWLYLW\ SUH GDQ~ QHXUyQRY~ VLH" VD Y\SRþtWDM~ MHGQRGXFKêP

UHNXUHQWQêP SRVWXSRP� 3UHGSRNODGDMPH� åH YVWXSQp DNWLYLW\ x1, x2, ..., xn (deskriptory
klasifikovaného objektu) sú známe, potom pomocou (10.15a) zostrojíme aktivity skrytých
neurónov z1, z2, ..., zp. Následne, pomocou (10.15b) zostrojíme aktivity výstupných neurónov
y1, y2, ..., ym. Uvedený UHNXUHQWQê VS{VRE YêSRþWX DNWLYtW SRVWXSXMH QHXUyQRYRX VLH"RX ]GROD
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QDKRU� 7iWR VNXWRþQRV" VD RGUiåD Y Qi]YH WêFKWR VLHWt DNR QHXUyQRYêFK VLHWt V dopredným
šírením signálu. Algoritmizácia tohto postupu je formou pascalovského pseudokódu uvedená
v algoritme 10.1.

Obrázok 10.6. 7URMYUVWYRYi QHXUyQRYi VLH" V dopredným šírením. Vstupná vrstva obsahuje n
vstupných neurónov s aktivitami x1, x2, ..., xn. Skrytá vrstva obsahuje p skrytých neurónov, ich aktivity
UHVS� SUDKRYp NRHILFLHQW\ V~ R]QDþHQp z1, z2, ..., zp , resp. Θ1, Θ2, ..., Θp . Výstupná vrstva obsahuje m
YêVWXSQêFK QHXUyQRY� LFK DNWLYLW\ UHVS� SUDKRYp NRHILFLHQW\ V~ R]QDþHQp y1, y2, ..., ym resp. ϑ1, ϑ2, ...,
ϑm. Váhové koeficienty medzi vstupnou a skrytou vrstvou, resp. skrytou a výstupnou vrstvou tvoria
maticu V=(vij), resp. maticu W=(wij).

SURFHGXUH DFWLYLWLHV�LQSXW� Θ�9�ϑ�:�[� RXWSXW� ]�\��

EHJLQ IRU L� � WR S GR

EHJLQ ξ� Θ>L@�
IRU M� � WR Q GR ξ� ξ�Y>L�M@
[>M@�
]>L@� W�ξ��

HQG�

IRU L� � WR P GR

EHJLQ ξ� ϑ>L@�
IRU M� � WR S GR ξ� ξ�Z>L�M@
]>M@�
\>L@� W�ξ��

HQG�

HQG�

Algoritmus 10.1. Algoritmizácia v pascalovskom pseudokóde aktívnej fázy neurónovej siete s
dopredným šírením, ktorá obsahuje jednu vrstvu skrytých neurónov. Vstupnými parametrami
procedúry DFWLYLWLHV sú vstupné aktivity a váhové a prahové koeficienty, výstupnými parametrami
sú skryté a výstupné aktivity. Reálna funkcia t (ξ� MH SUHFKRGRYi IXQNFLD GHILQRYDQi Y]"DKRP ��������

10.2.4 Optimalizácia neurónových sietí s dopredným šírením

(YROXþQp DOJRULWP\ VD SRXåtYDM~ SUL stochastickej optimalizácii neurónových sietí. Tieto
DOJRULWP\ Y\XåtYDM~ LQIRUPiFLX ] SUHGFKiG]DM~FHKR ULHãHQLD SUL QiYUKX QRYHM� OHSãHM VLHWH�



163

6QDåtPH VD SULWRP� DE\ V~þHW ãWYRUFRY RGFKêORN YêVWXSRY ] QHXUyQRYHM VLHWH RG YRSUHG
]DGDQêFK KRGQ{W ERO þR QDMPHQãt� 7DP� NGH VD EXGHPH ]DREHUD" RSWLPDOL]iFLRX topológie
GRSUHGQêFK YLDFYUVWYRYêFK QHXUyQRYêFK VLHWt� EXGH XþLDFX VWUDWpJLX WYRUL" WHQ QDM]QiPHMãt
algoritmus - “backpropagation”, teda metóda adaptácie pomocou spätného šírenia chyb.
7RWR ]MHGQRGXãHQLH MH RSUiYQHQp ] WRKR G{YRGX� åH RSWLPDOL]iFLD SRPRFRX stochastických
HYROXþQêFK DOJRULWPRY VD Y SUHYDåQHM YlþãLQH SRXåtYD SUiYH SUH WHQWR ]iNODGQê W\S

neurónovej siete.
V optimalizácii neurónových sietí sa vyskytujú dve základné úlohy: optimalizácia topológie

a optimalizácia váh.
v Optimalizácia topológie neurónovej siete VSRþtYD Y XUþHQt SRþWX VNU\WêFK YUVWLHY� SRþWX

neurónov v týchto vrstvách, existencie spojení medzi nimi (obr. 10.7) [35,36], prípadne aj
SDUDPHWURY SUHFKRGRYHM IXQNFLH QHXUyQRY DOHER SDUDPHWURY QD XþHQLH VLHWH SRPRFRX

spätného šírenia.

Obrázok 10.7. Príklad zakódovania topológie spojenia piatich neurónov. Optimalizácia topológie
QHXUyQRYHM VLHWH MH SUHWUDQVIRUPRYDQi QD RSWLPDOL]iFLX ~YRGQpKR ELQiUQHKR UH"D]FD� SULþRP SUYp GYD

QHXUyQ\ V~ GHILQRYDQp DNR YVWXSQp D SRVOHGQê SLDW\ QHXUyQ MH YêVWXSQê �SRG�D >��@��

8YHGHQê SUtNODG XND]XMH LED ]ORPRN ] WRKR� þR YãHWNR VD Gi RSWLPDOL]RYD"� $M WDN MH WHQWR

SUtNODG SUtOLã ]MHGQRGXãHQê� 3RNLD� E\ VPH QHFKFHOL ]DNDåGêP NRQWURORYD"� þL MH VLH" VNXWRþQH

“feed IRUZDUG´� WHGD þL QiKRGRX QLHNWRUp VSRMHQLD QHWYRULD F\NOXV� SRWRP MH QDMMHGQRGXFKãLH
Y\SOQL" LED GROQê WURMXKROQtN PDWLFH VSRMHQt� 9 NDåGRP SUtSDGH YãDN WUHED SUHG XþHQtP
Y\UD�RYD" QHSULMDWH�Qp DUFKLWHNW~U\ �QDSU� WDNp� NGH QHYHGLH FHVWD ]R YVWXSX GR YêVWXSX� D

Y\UD�RYD" WLHå YQ~WRUQp QHXUyQ\ D LFK VSRMHQLD� NWRUp QHOHåLD QD åLDGQHM FHVWH ]R YVWXSX GR
výstupu.

Tento typ zakódovania topológie sa nazýva “Qt]NR~URY�RYêP´� SUHWRåH NyGXMH SULDPR

WRSROyJLX� 3UL YlþãtFK VLH"DFK MH PRåQp QHNyGRYD" SULDPR VSRMHQLD� DOH MH SRWUHEQp OHQ

percento pravdepodobnosti spojenia dvojice neurónov z dvoch skupín neurónov [37]. U ešte
]ORåLWHMãtFK W\SRY ]DNyGRYDQLD� W]Y� ³Y\VRNR~URY�RYêFK´� P{åH E\" DUFKLWHNW~UD VLHWH

špecifikovaná pravidlami rastu alebo vetami formálneho jazyka. Tento typ je vhodnejší pre
RSWLPDOL]iFLX UR]VLDKOHMãtFK VLHWt �QD NWRU~ Y QDãLFK SRGPLHQNDFK YãDN YlþãLQRX QHPiPH

GRVWDWRþQH UêFKO\ hardvér). 9\VRNR~URY�RYp ]DNyGRYDQLD YlþãLQRX SUHGVWDYXMH W]Y�
JUDPDWLFNp NyGRYDQLH� NHG\ HYROXþQp DOJRULWP\ QHY\YtMDM~ SULDPR DUFKLWHNW~UX VLHWH� DOH VN{U

SUDYLGOi IRUPiOQ\FK JUDPDWtN� NWRUp VD SRWRP SRXåtYDM~ SUH JHQHURYDQLH YODVWQHM topológie
siete.

Tak “Qt]NR~URY�RYp´� DNR DM ³Y\VRNR~URY�RYp´ ]DNyGRYDQLH PXVt E\" RKRGQRWHQp� WHGD

]R ]DNyGRYDQLD PXVt E\" Y\UREHQi VLH"� NWRUi VD inicializuje malými náhodnými hodnotami
váh a potom RSWLPDOL]XMH YlþãLQRX ãWDQGDUGQêP DOJRULWPRP ³backpropagation”. Správne by
VPH DVL PDOL SUH NDåGp WDNpWR ]DNyGRYDQLH XUREL" QLHNR�NR ãWDUWRY V UR]GLHOQ\PL

SRþLDWRþQêPL YiKDPL D SRWRP ]REUD" EX� QDMOHSãt YêVOHGRN� DOHER SULHPHU SUH RKRGQRWHQLH
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³FKURPR]yPX´ RSLVXM~FHKR ]DNyGRYDQLH VLHWH� 9 SUD[L VD YãDN UREt SUH NDåG~ VLH" LED MHGHQ
ãWDUW� D WR VD HãWH YlþãLQRX VQDåtPH þR QDMYLDF UHGXNRYD" SRþHW F\NORY DOJRULWPX

backpropagation.
Gramatické zakódovaniH P{åHPH SUHGVWDYL" SUiFRX Hiroaki Kitana [38]. Ten argumentuje

WêP� åH SRþHW PRåQêFK VSRMHQt QHXUyQRY UDVWLH NYDGUDWLFN\ V SRþWRP QHXUyQRY� þR ]D
SRXåLWLD SULDPHKR NyGRYDQLD P{åH SUH YH�Np VLHWH SUHGVWDYRYD" SUREOpP� *UDPDWLFNp
NyGRYDQLH MH VFKRSQp HIHNWtYQH ]DNyGRYD" DM QLHNWRUp RSDNXM~FH VD DOHER ]DKQLH]GHQp

podštruktúry siete. Pravidlá formálnych gramatík sa optimalizujú genetickými algoritmami, no
SR NDåGHM ]PHQH PXVt QDVOHGRYD" Y\WYRUHQLH VLHWH SRG�D QRYêFK SUDYLGLHO D MHM RKRGQRWHQLH�

7RWR RKRGQRWHQLH SRWRP VO~åL DNR SRGNODG SUH IXQNFLX fitness daného súboru pravidiel
gramatiky.

*UDPDWLNX WDN PRåQR QD]YD" ³JHQRW\SRP´� DQDOyJLRX JHQHWLFNpKR NyGX åLYRþtFKRY DOHER
UDVWOtQ� ]DWLD� þR VDPRWQi VLH" VD P{åH VWRWRåQL" V IHQRW\SRP� WHGD SUtNODGRP åLYRþtFKD DOHER

UDVWOLQ\ Y\WYRUHQHM SRG�D JHQHWLFNpKR NyGX�

9\WYiUDQLH ³VORY´ SRG�D XUþLWHM JUDPDWLN\ VD UREt SRVWXSQêP SUHSLVRYDQtP UH"D]FRY

]QDNRY SRG�D SUDYLGLHO JUDPDWLN\� *HQHUXM~FD JUDPDWLND REVDKXMH GYH GLVMXQNWQp NRQHþQp
DEHFHG\� SRþLDWRþQê V\PERO 6 D SUHSLVRYDFLH SUDYLGOi� 3UYi DEHFHGD VD YROi PQRåLQD

QHWHUPLQiORY �SUHPHQQêFK�� GUXKi DEHFHGD PQRåLQD WHUPLQiORY� prepisovacie pravidlá pre
EH]NRQWH[WRY~ JUDPDWLNX SUHSLVXM~ YåG\ MHGQX SUHPHQQ~ QD UH"D]HF Y\WYRUHQê ] PQRåLQ\

SUHPHQQêFK D WHUPLQiORY� 9êVOHGQêP VORYRP MH SRWRP SRG�D WêFKWR SUDYLGLHO Y\WYRUHQê

UH"D]HF� NWRUê REVDKXMH Xå LED WHUPLQiO\� 1DMMHGQRGXFKãtP WDNêP SUtSDGRP E\ EROD DEHFHGD

premenných tvorená jediným symbolom S, abeceda terminálov tvorená dvoma symbolmi 0 a
� D SURGXNþQp SUDYLGOi 6→0S1, S→01.

= SRþLDWRþQpKR ]QDNX 6 WDN PRåQR Y\WYRUL" NDåGp ³VORYR´ REVDKXM~FH Y SUYHM SRORYLFL
samé nuly a v druhej samé jednotky, napr.
S⇒ 0S1⇒ 00S11⇒ 000S111⇒ 0000S1111⇒ 00000S11111⇒ 000000S111111⇒ 00000001111111

.LWDQRY SURGXNþQê V\VWpP REVDKRYDO DEHFHGX SUHPHQQêFK $�= D DEHFHGX ãHVWQiVWLFK
terminálov a-p. Gramatika generujúca grafy potom na pravej strane obsahuje namiesto
MHGQRUR]PHUQpKR UH"D]FD PDWLFX �×�� âHVWQiV" WHUPLQiORY SRWRP MHGQR]QDþQH RGSRYHGi

YãHWNêP PRåQêP PDWLFLDP �×� ]ORåHQêP ] Q~O D MHGQRWLHN� = SRþLDWRþQpKR V\PEROX VD
pomocou pravidiel vygeneruje matica terminálov, z tej matica susednosti a z nej potom
RULHQWRYDQê JUDI� 3UDYLGOi V~ SULWRP GDQp FKURPR]yPRP �YL� REU� ������ 7UL QHXUyQ\

]RGSRYHGDM~FH SUHGSRVOHGQêP WURP ULDGNRP Y PDWLFL QLH V~ VSRMHQp V QLþtP� SUHWR QLH V~ GR

grafu zakreslené.
V zjednodušenej .LWDQRYHM YHU]LL MH SUHGStVDQê LED SUYê V\PERO 6� RVWDWQp VD P{åX PHQL"

�PXWRYD"�� .H� VD QLHNWRUi ] SUHPHQQêFK $�= REMDYt Y SUDYLGOiFK YLDFNUiW� EHULH VD SUL

konštrukcii matice susednosti do úvahy iba prvé z pravidiel. Na pravej strane sa v tejto
NRQNUpWQHM JUDPDWLNH REMDYXM~ LED WHUPLQiOQH V\PERO\� WDNåH P{åHPH VNRQãWUXRYD" LED

maticu 8×�� 9 SUtSDGH� åH GDQê JUDI Pi DM UHNXUHQWQp VSRMHQLD� WLHWR VD QHEXG~ EUD" GR
~YDK\ D EXG~ VD EUD" LED JUDI\ V YRSUHG GDQêP SRþWDPL YVWXSQêFK D YêVWXSQêFK YUFKRORY�
NWRUp ]RGSRYHGDM~ ULHãHQpPX SUREOpPX� 9êVOHGQp JUDI\ VD SRWRP XþLD SRPRFRX
“EDFNSURSDJDWLRQ´ SUH WUpQLQJRY~ PQRåLQX D RKRGQRWLD V~þWRP FKêE SUH Y]RU\ ] WHVWRYDFHM
PQRåLQ\� .LWDQR SRXåLO NODVLFN~ VHOHNFLX ~PHUQ~ ILWQHVV SRPRFRX ³UXOHW\´� NUtåHQLH V

UR]VHNDQtP QD QLHNR�NR SRGUH"D]FRY D QiVOHGQRX YêPHQRX WêFKWR SRGUH"D]FRY D DNR
PXWiFLX SRXåLO QiKUDGX QiKRGQH ]YROHQpKR V\PEROX V\PEROPL ] DEHFLHG $�= D a-p.
3UDYGHSRGREQRV" PXWiFLH SRWRPNRY EROD QHSULDPR ~PHUQi Hammingovej vzdialenosti
�SRþWX UR]GLHOQ\FK SUYNRY QD ]RGSRYHGDM~FLFK VL SR]tFLiFK� SUH UH"D]FH URGLþRY� Kitanove
YêVOHGN\ EROL OHSãLH SUH JUDPDWLFNp NyGRYDQLH DNR SUH SULDPH NyGRYDQLH� QR QLH V~ YH�PL

SUHVYHGþLYp� SUHWRåH SRXåLWp SUtNODG\ EROL SUtOLã MHGQRGXFKp� �DOãLH UR]ãtUHQLH WRKWR SUtVWXSX�

NGH MH LQWHJURYDQê YêYRM DUFKLWHNW~U\ VSROX V QDVWDYHQtP YiK� PRåQR QiMV" Y >��@�
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Príklad pravidiel generujúcej gramatiky

A B c p a a a a a a
S   A   B   C   D

C D a c a e a a a b
→ → → → → ,

NGH SUHSLV WHUPLQiORY �Xå QHSDWULDFLFK GR JUDPDWLN\� EXGH

0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
a   b   c   e   p

0 0 0 1 0 1 0 1 1 1
→ → → → →

a s pomocou týchto pravidiel vznikne nakoniec matica susednosti

6
$ %
& '

F S D D
D F D H
D D D D
D D D E

⇒ ⇒ ⇒

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

so zodpovedajúcim grafom

Chromozóm zodpovedajúci týmto pravidlám

S A B C D A c p a c B a a a e C a a a a …

Obrázok 10.8.

 

3UtNODG SUDYLGLHO JHQHUXM~FHM JUDPDWLN\ SRG�D Kitana [38].

2 ]ORåLWHMãLH ]DNyGRYDQLH VLHWt VD SRN~VLOL Grunau, Bellew a Whitley [39,41,42], ktorí
SRXåtYDM~ QD ]DNyGRYDQLH VLHWH W]Y� celulárne kódovanie. Takto bolo vyvinuté napr. riadiace
]DULDGHQLH SUH ãHV"QRKpKR URERWD DOHER EDODQVRYDQLH ³W\þH´� =iNODGRP celulárneho
NyGRYDQLD MH W]Y� JUDPDWLFNê VWURP� .DåGi EXQND XND]XMH QD XUþLWp PLHVWR Y WRPWR VWURPH D
SRG�D WRKR� þR QD WHMWR SR]tFLL MH� VD EXQND UR]GHOt QD GYH EXQN\� ]PHQt VYRMH YQ~WRUQp

SDUDPHWUH �QDSU� SUDKRYê IDNWRU QHXUyQX�� DOHER SUHPLHVWQL VYRM XND]RYDWH� QD LQ~ SR]tFLX Y

VWURPH� þR XPRåQt UREL" UHNXU]LX �WUHED VL SDPlWD" K�ENX UHNXU]LH�� 9êYRM ]DþtQD RG MHGQHM

SRþLDWRþQHM EXQN\ XND]XM~FHM QD YUFKRO VWURPX� 7iWR EXQND MH VSRMHQi VR YVWXSRP D

výstupom. V VHNYHQþQRP UR]GHOHQt R]QDþHQRP 6 VD URGLþRYVNi EXQND UR]GHOt QD GYH

GFpUVNH EXQN\ WDN� åH SUYi GFpUVND EXQND ]GHGt YãHWN\ YVWXS\ URGLþRYVNHM EXQN\ D GUXKi
dcérska bunka zdedí všetky výstupy. Pritom spojenie povedie z prvej dcérskej bunky na
GUXK~� 1D REUi]NX ���� MH GUXKi GFpUVND EXQND YåG\ XPLHVWQHQi SRG SUYRX� 3UL paralelnom
UR]GHOHQt R]QDþHQRP 3 VD URGLþRYVNi EXQND UR]GHOt QD GYH QHVSRMHQp GFpUVNH EXQN\� ]

NWRUêFK NDåGi ]GHGt YVWXS\ DM YêVWXS\ URGLþRYVNHM EXQN\� 1D REUi]NX ���� V~ WLHWR EXQN\
XPLHVWQHQp YHG�D VHED� 8]O\ 6 DM 3 ]iURYH� YHG�D VHED ]QDPHQDM~� åH SUYi GFpUVND EXQND

SRVXQLH VYRM XND]RYDWH� GR X]OD Y�DYR GROH� ]DWLD� þR GUXKi GFpUVND EXQND EXGH XND]RYD" GR

X]OD YSUDYR GROH� 6\PERO ( MH SRWRP V\PERO XNRQþHQLD� -H PRåQp DM R]QDþHQLH X]OD 5� NHG\

VD XND]RYDWH� SUHVXQLH QD QLHNWRUê SUHGFKiG]DM~FL X]RO� þtP MH PRåQp ]DYLHV" UHNXU]tYQRV"�

3RGREQH VD Gi ]DGHILQRYD" DM DQDOyJLD $XWRPDWLFN\ 'HILQRYDQêFK )XQNFLt �$')� ] >��@ SUL

genetickom programovaní. Gramatické stromy sa podobne ako funkcie pri Kozovom
genetickom programovaní [44] optimalizujú pomocou genetických algoritmov, kedy
RKRGQRWHQLH FKURPR]yPX �JUDPDWLFNpKR VWURPX� MH RGYRGHQp ] ~þHORYHM �FK\ERYHM� IXQNFLH

zodpovedajúcej neurónovej siete.
6WRFKDVWLFNp RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\ V~ Y SRGVWDWH MHGLQêP V\VWHPDWLFNêP SUtVWXSRP N

optimalizácii WRSROyJLH VLHWH� äLD�� WLHWR DOJRULWP\ SRWUHEXM~ Y\JHQHURYD" D RKRGQRWL" UiGRYR
WLVtFN\ �DOHER YLDF� PRåQêFK topológií neurónových sietí, aby dospeli k dobrému výsledku.
9]K�DGRP QD WR� åH RKRGQRWHQLH NDåGHM WRSROyJLH SUHGVWDYXMH YODVWQH QDXþHQLH MHGQHM
neurónovej siete pomocou tisícok iterácií spätného šírenia (alebo tisícok generácií
JHQHWLFNêFK DOJRULWPRY�� LGH R YêSRþWRYR YH�PL QiURþQRX ~ORKX�
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Obrázok 10.9. Vytváranie siete z FHOXOiUQHKR NyGRYDQLD� 1D�DYR MH YåG\ W]Y� JUDPDWLFNê VWURP�

QDSUDYR VLH" V QHXUyQPL �EXQNDPL� R]QDþHQêPL NU~åNRP� âtSN\ RG QHXUyQRY QD 3� 6� D ( Y VWURPH

XUþXM~ �DOãLX DNFLX QHXUyQX� 6 ]QDPHQi YHUWLNiOQH UR]GHOHQLH QHXUyQX QD GYD QRYp� 3 KRUL]RQWiOQH

UR]GHOHQLH D ( XNRQþHQLH SUiFH V QHXUyQRP �SRG�D Gruaua [39]).

.Y{OL YêSRþWRYHM ]ORåLWRVWL VD QDPLHVWR V\VWHPDWLFNpKR SUtVWXSX N QiYUKX topológie stále
EHåQH SRXåtYD VN{U LQWXtFLD D SUtNODG\ RSWLPDOL]iFLH topológie neurónovej siete existujú
YlþãLQRX LED SUH MHGQRGXFKãLH SUREOpP\� 3UL QiYUKRFK VLHWt VD EHåQH SRXåtYDM~ KHXULVWLN\

DNR ³SUH ]ORåLWHMãLH SUREOpP\ MH SRWUHEQp YLDF VNU\WêFK MHGQRWLHN´ D PHWyG\ ³SRNXVX D RP\OX´�

1iYUK VLHWH SUH ]ORåLWHMãLH SUREOpP\ SULWRP þDVWR VSUHYiG]D QHSUtSXVWQp ]MHGQRGXãRYDQLH
RSWLPDOL]DþQêFK DOJRULWPRY� ,FK KODYQi VLOD� NWRURX MH SUHK�DGiYDQLH PQRKRUR]PHUQpKR

SULHVWRUX V YLDFHUêPL PLQLPDPL D VFKRSQRV" GRVWD" VD ] ORNiOQ\FK PLQtP D VNRQþL" Y

JOREiOQRP PLQLPH� VD SRWRP ]QLåXMH� =Y\ãXMH VD WêP SUDYGHSRGREQRV"� åH WRSROyJLD VNRQþt

QLHNGH Y ORNiOQRP PLQLPH ± WHGD QHEXGH LGHiOQD� äLD�� YêSRþWRYp QiURN\ WêFKWR PHWyG

QHXPRå�XM~ OHSãLH SUHK�DGiYDQLH PRåQêFK topológií.
2NUHP SRþWX YUVWLHY� QHXUyQRY D LFK VSRMHQt P{åH E\" VLH" optimalizovaná na dosiahnutú

SUHVQRV" D QD YH�D �DOãtFK YODVWQRVWt� $QL RSWLPDOL]RYDQi IXQNFLD QHPXVt E\" LED V~þWRP

RGFKêORN FK\E SUHGSRYHGt RG Xå ]QiP\FK IDNWRY� 6LH" VD P{åH RSWLPDOL]RYD" QDSU� QD

UêFKORV" XþHQLD DOHER QD PDOê SRþHW VSRMHQt PHG]L QHXUyQPL DOHER QD PDOê SRþHW YQ~WRUQêFK

QHXUyQRY� ([LVWXMH DM ãSHFLiOQH ]DNyGRYDQLH SRWHQFLiOQHM VLHWH� DE\ VD �DKNR PHQLOL SRþW\

QHXUyQRY D YUVWLHY �YL� >��@�� DOH WHQWR SRVWXS Pi ]DVD LQp QHGRVWDWN\ D QH]DNODGi VD QD
GRVWDWRþQH KOERNHM WHyULL� SUHWR KR WX QHEXGHPH XYiG]D"�

Atypickým príkladom je práca Davida Chalmersa [45], ktorý optimalizoval kompletne
SUHSRMHQ~ VLH" LED VR YVWXSQRX D YêVWXSQRX YUVWYRX QHXUyQRY� .H� R]QDþtPH DNWLYLW\

vstupných neurónov xi , výstupných neurónov yj, ideálne výsledné aktivity pre daný vstup jŷ

a váhu spojenia neurónov i a j ako wij, potom existuje známe Widrowovo-Hoffovo pravidlo
“delta” pre najvhodnejšiu zmenu váh siete

ij j j iˆw ( y y )x∆ = η − ,                                                 (10.17)

kde η MH UêFKORV" XþHQLD �þtVOR ] LQWHUYDOX ������� &KDOPHUV VD SRN~VLO QDKUDGL" WRWR SUDYLGOR
lineárnou funkciou všetkých premenných a ich párových násobkov.

0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10                

ij ij i j j ij i

ij j ij j i j i j j j

ˆw k (k w k x k y k y k w x

ˆ ˆ ˆk w y k w y k x y k x y k y y )

∆ = + + + + +

+ + + +                     (10.18)

Chalmers sa pokúsil RSWLPDOL]RYD" NRQãWDQW\ k0-k10� 3ULEOLåQH Y MHGQRP ] GHVLDWLFK SRNXVRY

VNXWRþQH GRVWDO :LGURZRYR�+RIIRYR SUDYLGOR ³GHOWD´� 6DPR]UHMPH� ]tVNDQLH ~þLQQHMãLHKR
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algoritmu, ako je backpropagation, nie je pravdepodobné, ale uvedený prístup by mohol
VO~åL" SUH XþLDFH SUDYLGOi SUL XþHQt EH] XþLWH�D DOHER SUH rekurentné siete.

-HGQRWOLYFDPL Y HYROXþQRP DOJRULWPH P{åX E\" DM MHGQRWOLYp QHXUyQ\ >��@�

Úloha 10.1. 1DSURJUDPXMWH VLH" XYHGHQ~ QD REU� ���� D optimalizujte pomocou genetického
DOJRULWPX YiK\ D SUDKRYp SDUDPHWUH WHMWR VLHWH WDN� DE\ V þR QDMPHQãRX FK\ERX SURGXNRYDOD
WDEX�NX ����� WHGD ;25� NGH ] QXPHULFNêFK G{YRGRY QDPLHVWR � D � EXGHPH EUD" ��� D ����

7DEX�ND ����� 8SUDYHQi WUpQLQJRYi PQRåLQD SUH ;25

vstup
do neurónu

výstup
z neurónu

þ� � þ� � þ� �

0 0 0.1
0 1 0.9
1 0 0.9
1 1 0.1

v Optimalizácia váhových a prahových koeficientov VSRMHQt Y QHXUyQRYêFK VLH"DFK �REU�

������� NWRUi QDKUDG]XMH PHWyGX VSlWQpKR ãtUHQLD� MH �DOãRX ~ORKRX þDVWR ULHãHQRX SRPRFRX

HYROXþQêFK PHWyG >��@� (YROXþQp PHWyG\ YãDN QLH V~ SUH W~WR RSWLPDOL]iFLX QDMW\SLFNHMãLH�

SUHWRåH NODVLFNi PHWyGD VSlWQpKR ãtUHQLD SRVN\WXMH GREUp YêVOHGN\ D MH YêSRþWRYR PHQHM

QiURþQi� .ODVLFNp DOJRULWP\ RSWLPDOL]XM~FH V~þHW ãWYRUFRY RGFKêORN ]DORåHQp QD GHULYiFLL

³FK\ERYHM´ �~þHORYHM� IXQNFLH DXWRPDWLFN\ NRQþLD Y QDMEOLåãRP ORNiOQRP RSWLPH� 1Dã"DVWLH�
hyperplocha RSWLPDOL]RYDQHM IXQNFLH YlþãLQRX QHPi SUtOLã PQRKR ORNiOQ\FK PLQtP D YêVOHGN\

PHWyG\ VSlWQpKR ãtUHQLD V~ YlþãLQRX SULMDWH�Qp� 3RNLD� VD RSWLPDOL]iFLD QHGDUt DQL SR

YLDFHUêFK VSXVWHQLDFK V U{]Q\PL QiKRGQH JHQHURYDQêPL SRþLDWRþQêPL YiKDPL� VWDþt þDVWR

SULGD" QLHNR�NR VNU\WêFK QHXUyQRY� .H� YãDN FKFHPH Y\WYRUL" HIHNWtYQX VLH" V PLQLPRP

YQ~WRUQêFK QHXUyQRY D VSRMRY� V~ HYROXþQp DOJRULWP\ QHQDKUDGLWH�Qp� 3RXåtYDM~ VD WLHå SUL

problémoch, kde nie sú k dispozícii korektné odpovede jednotlivých výstupných jednotiek
VLHWH QD GDQê YêVWXS� þR VD Y\VN\WXMH YlþãLQRX SUL SUREOpPRFK ULDGHQLD >�����@ DOHER

QDYLJiFLH URERWRY Y QH]QiPRP SURVWUHGt� �9 WêFKWR SUtSDGRFK MH YãDN SRWUHEQp SRXåtYD" YåG\

LQp ãWDUWRYDFLH VWDY\� DE\ EROL XQLIRUPQH UR]ORåHQp� 7UHED VL WLHå GiYD" SR]RU QLHOHQ QD

UêFKORV" XþHQLD� DOH DM QD VFKRSQRV" ]RYãHREHF�RYDQLD� DE\ VLH" QHIXQJRYDOD LED QD ]RSiU

QDXþHQêFK SUtNODGRFK�� (YROXþQp PHWyG\ GRNiåX UHODWtYQH UêFKOR Y\K�DGD" YiKRYp D SUDKRYp

koeficienty blízke optimálnym, trvá im však dlho prechod od takmer optimálnych váh k
RSWLPiOQ\P YiKDP >�����@� 7HQWR QHGRVWDWRN VD þDVWR QDKUDG]XMH VSRMHQtP HYROXþQpKR

algoritmu s metódou spätného šírenia  HYROXþQê DOJRULWPXV QiMGH SULEOLåQp KRGQRW\ RSWLPD

D VSlWQp ãtUHQLH GRNRQþt RSWLPDOL]iFLX GR JOREiOQHKR RSWLPD >�����@�

Obrázok 10.10. =REUD]HQLH SUHYRGX ELQiUQHKR UH"D]FD QD YiKRYp D SUDKRYp NRHILFLHQW\� WHGD UHiOQH

þtVOD� 1DPLHVWR YHNWRUD WYRUHQpKR UHiOQ\PL þtVODPL MH SRWRP PRåQp RSWLPDOL]RYD" ELQiUQ\ UH"D]HF�
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-HGQRX ] KODYQêFK SRGPLHQRN ~VSHãQpKR SRXåLWLD HYROXþQêFK DOJRULWPRY MH UêFKORV"
YêSRþWX KRGQ{W ~þHORYHM IXQNFLH Y GDQRP ERGH� âSHFLiOQH WiWR SRVOHGQi SRGPLHQND

SRGVWDWQH OLPLWXMH ~VSHãQp SRXåLWLH VWRFKDVWLFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK PHWyG QD RSWLPDOL]iFLX

QHXUyQRYêFK VLHWt� LFK UHODWtYQD MHGQRGXFKRV" Y SRURYQDQt V gradientovými metódami je
�NRPSHQ]RYDQi� QiURþQRV"RX QD YêSRþWRYê þDV�

Pre optimalizáciu WRSROyJLH QHXUyQRYêFK VLHWt VD ]DWLD� SUDNWLFN\ YêKUDGQH SRXåtYDM~

JHQHWLFNp DOJRULWP\� SUH RSWLPDOL]iFLX YiKRYêFK D SUDKRYêFK NRHILFLHQWRY VD SRXåtYDM~

JHQHWLFNp DOJRULWP\ D VLPXORYDQp åtKDQLH�

Nevýhodou genetických algoritmov pri optimalizácii topológie neurónových sietí sú
SUREOpP\ VR ]P\VOXSOQRX YêPHQRX LQIRUPiFLt SUL NUtåHQt� .RQNUpWQH LGH R YiK\ Y QHXUyQRYHM

VLHWL� 3RYHG]PH� åH PiPH ãW\UL YVWXSQp D ãW\UL VNU\Wp QHXUyQ\� 3RGDULOR VD QiP Y\JHQHURYD"

VLH"� Y NWRUHM V~ VSRMHQp YVWXSQp QHXUyQ\ QHQXORYêPL YiKDPL LED V SUYêPL GYRPD VNU\WêPL

QHXUyQPL� WHGD GUXKp GYD VNU\Wp QHXUyQ\ P{åHPH ]DQHGED"� 9]K�DGRP QD WR� åH VLH" MH Y

SRGVWDWH V\PHWULFNi� P{åH H[LVWRYD" URYQDNR GREUi topológia zanedbávajúca prvé dva skryté
QHXUyQ\ D SRXåtYDM~FD LED GUXKp GYD VNU\Wp QHXUyQ\� 3UL NUtåHQt SRWRP P{åH QDVWD" VLWXiFLD�

åH SUYê SRWRPRN EXGH SRXåtYD" YãHWN\ ãW\UL VNU\Wp QHXUyQ\ D GUXKê SRWRPRN EXGH PD" YãHWN\

YiK\ QXORYp� ([LVWXM~ U{]QH VS{VRE\� DNR SUHGFKiG]D" WRPXWR SUREOpPX NUtåHQtP LED YLDF�
PHQHM SRGREQêFK MHGLQFRY � VLHWt� DOH åLDGHQ ] QLFK VD QHGi SRYDåRYD" ]D XVSRNRMLYê� 3UH n
VNU\WêFK QHXUyQRY WRWLå H[LVWXMH n! permutácií ich postavení a teda n! ekvivalentných sietí.
2NUHP WRKWR GUXKX V\PHWULH H[LVWXMH L V\PHWULD SUL YiKDFK VNU\WêFK QHXUyQRY� .H� MH
SUHFKRGRYi IXQNFLD QHSiUQD �þR YlþãLQRX MH�� SRWRP P{åHPH QDKUDGL" YãHWN\ ]QDPLHQND

YVWXSQêFK D YêVWXSQêFK YiK VNU\WpKR QHXUyQX RSDþQêPL ]QDPLHQNDPL D YêVWXS\ VLHWH VD

nezmenia. Pre n skrytých neurónov tak máme 2
n

ãWUXNW~UQH RGOLãQêFK� DOH IXQNþQH

LGHQWLFNêFK VLHWt JHQHURYDQêFK WDNêPWR SUHKRGHQtP ]QDPLHQRN� 3UL NUtåHQt WêFKWR VLHWt SRWRP
GRFKiG]D N QHORJLFNRVWLDP� SUHWRåH VD P{åH �DKNR VWD"� åH SRORYLFX YiK QHXUyQX YH]PHPH

] MHGQHM VLHWH� SRORYLFX ] GUXKHM VLHWH �NGH EROL RSDþQp ]QDPLHQND� D YêVOHGNRP MH QLHþR� þR

nebolo ani v jednej sieti. Dochádza tak skôr k mutácii ako k výmene informácií. Celkovo je
teda priestor váh 2

n⋅n��NUiW Ylþãt� DNR E\ Y VNXWRþQRVWL PDO E\"� 3UtNODGRP SRNXVX R

HOLPLQiFLX WHMWR UHGXQGDQFLH MH NUtåHQLH YiK V URYQDNêP ]QDPLHQNRP X GYRMtF QHXUyQRY V

URYQDNêP SRþWRP NODGQêFK YiK D ]iSRUQêFK YiK� 3RþHW ]RGSRYHGDM~FLFK GYRMtF VD Gi ]YêãL"

prípadným prehodením všetkých znamienok váh pri neuróne.
7LHWR SUREOpP\ VD YlþãLQRX ]PHQãXM~ ]YêãHQtP SUDYGHSRGREQRVWL PXWiFLH D ]QtåHQtP

SUDYGHSRGREQRVWL NUtåHQLD SUL JHQHWLFNRP DOJRULWPH� 'i VD WLHå SRXåL" HYROXþQp

SURJUDPRYDQLH� þR MH Y SRGVWDWH JHQHWLFNê DOJRULWPXV EH] NUtåHQLD� SUtSDGQH V gaussovskými
PXWiFLDPL �YL� NDS� �� >��@�

10.3 Optimalizácia pomocou neurónových sietí

$OJRULWP\ LQãSLURYDQp WHyULRX QHXUyQRYêFK VLHWt P{åHPH SRXåL" QLHOHQ QD SUHGLNFLX D

klasifikáciu [1-6], ale aj na RSWLPDOL]DþQp SUREOpP\� 1DSUtNODG QD QHXUyQRY~ VLH"

Hopfieldovho typu alebo na %ROW]PDQQRY VWURM VD P{åHPH SR]HUD" DNR QD PDVtYQH SDUDOHOQp
DOJRULWP\� NWRUêFK FLH�RP MH minimalizácia energie systému. Energia systému tu vlastne
]DVWXSXMH ~þHORY~ �FHQRY~� REMHNWtYQX� ohodnocovaciu, kriteriálnu, chybovú) funkciu, ktorej
hodnota je RSWLPDOL]RYDQi� 8 WêFKWR VLHWt YODVWQH QHMGH R SULQFLSLiOQH QRYp RSWLPDOL]DþQp

DOJRULWP\ ± QD RSWLPDOL]iFLX VD SRXåtYD X %ROW]PDQQRYKR VWURMD VLPXORYDQp åtKDQLH� X
Hopfieldovej siete gradientová metóda. Podstatná je v týchto príkladoch formulácia
problému, ktorá je zakomponovaná do topológie siete a do funkcie energie systému. Na
NDåGê W\S SUREOpPX WUHED VIRUPXORYD" PLHUQH RGOLãQê SUHGSLV QD ]RVWURMHQLH VLHWH D IXQNFLH

HQHUJLH� 9R YãHREHFQRVWL MH IXQNFLD HQHUJLH ]RVWDYHQi ] GYRFK þOHQRY�
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E=“hodnota vlastnej optimalizovanej funkcie”
� ³SRNXWD ]D SUHNURþHQLH RKUDQLþXM~FLFK SRGPLHQRN´ �������

Myšlienka Hopfieldových sietí a %ROW]PDQQRYêFK VWURMRY MH ]DORåHQi QD Isingovom modeli
VSLQRYpKR VNOD >�����@� NWRUê VD SRXåLO QD VN~PDQLH NROHNWtYQ\FK YODVWQRVWt I\]LNiOQ\FK

V\VWpPRY ]ORåHQêFK ] YH�NpKR PQRåVWYD MHGQRGXFKêFK SUYNRY�
1HW\SLFNRX PRåQRV"RX MH Y\XåLWLH Kohonenovej SamoOrganizujúcej sa Mapy (SOM) na

ULHãHQLH SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR� 7iWR VLH" VD YãDN QHY\XåtYD QD RSWLPDOL]iFLX

LQêFK SUREOpPRY D DQL MHM SRXåLWLH SUH SUREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR QLH MH W\SLFNp� 3UHWR
VD MHM EXGHPH YHQRYD" Då QD NRQFL WHMWR NDSLWRO\�

Pomocou Hopfieldových sietí a Boltzmannových strojov sa riešia nielen kombinatorické
RSWLPDOL]DþQp SUREOpP\� DOH DM VSUDFRYDQLH REUD]X �image SURFHVVLQJ�� þLåH UHNRQãWUXNFLD

REMHNWX ]R ]DãXPHQpKR DOHER UR]PD]DQpKR REUD]X� 7UHED ]G{UD]QL"� åH Y SUtSDGH

spracovania obrazu nejde o vybavenie si podobného obrazu z pamäti (aj také problémy sa
typicky riešia +RSILHOGRYRX QHXUyQRYRX VLH"RX�� DOH R LQWHUSROiFLX SRYUFKRY REMHNWRY >��@�

GHWHNFLX KUiQ >����@� UHNRQãWUXNFLX WURMUR]PHUQpKR WYDUX REMHNWRY ] LFK WLH�RYDQLD DOHER

binokulárnej disparity [20,21,59], rekonštrukciu tvaru objektov na základe farby alebo pohybu
D SRG� 3UHWRåH VSUDFRYDQLH REUD]X QLH MH W\SLFNêP RSWLPDOL]DþQêP SUREOpPRP� DM NH� VD N

QLP Y V~YLVORVWL V QHXUyQRYêPL VLH"DPL QLHNHG\ ]DUD�XMH D VDPRWQi SUREOHPDWLND MH GRV"

ãSHFLDOL]RYDQi� QHEXGHPH VD VSUDFRYDQtP REUD]X �DOHM ]DREHUD"� 3UREOHPDWLNH VSUDFRYDQLD

REUD]X MH SRGUREQHMãLH YHQRYDQi NQLKD >��@ �EH] SRXåLWLD QHXUyQRYêFK VLHWt�� DOHER NQLKD

[61,9] (viacvrstvové siete s dopredným šírením aj iné).
1HXUyQRYp VLHWH VD GDM~ SRXåL" DM QD minimalizáciu lineárnych alebo kvadratických funkcií

s obmedzeniami premenných vyjadrenými pomocou lineárnych rovníc a nerovníc, alebo aj
pre nelineárne programovanie, kedy RSWLPDOL]RYDQp IXQNFLH D RKUDQLþXM~FH SRGPLHQN\ SUH

SUHPHQQp V~ QHOLQHiUQH� 9 WêFKWR SUtSDGRFK VD YãDN YlþãLQRX Y\åDGXMH� DE\ optimalizované
funkcie boli hladké a GLIHUHQFRYDWH�Qp� 3RNLD� QLH V~� PXVtPH SUREOpP\ QD RSWLPDOL]iFLX

hladkých GLIHUHQFRYDWH�QêFK IXQNFLt SUHWUDQVIRUPRYD"� 3RGUREQH MH WiWR WHPDWLND XYHGHQi Y
NQLKH >��@� WX VD WêPLWR SUtVWXSPL QHEXGHPH ]DREHUD"� OHER V~ SUH VYRMX QHHIHNWtYQRV"

]DXMtPDYp �DVSR� ]DWLD�� LED ] WHRUHWLFNpKR K�DGLVND� (IHNWtYQ\PL E\ VD WLHWR SUtVWXS\ PRKOL

VWD" LED SUL hardvérovej implementácii.

10.3.1 Kombinatorická optimalizácia pomocou Boltzmannovho stroja a
Hopfieldovej siete

8 RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY MH QDMSRGVWDWQHMãLH ]RVWDYL" VLH" D QD MHM ]iNODGH GHILQRYD"

optimalizovanú funkciu tak, aby optimálny stav siete zodpovedal optimálnemu riešeniu.
=iNODGQêP SUREOpPRP MH QDSUtNODG RSWLPDOL]iFLD SHUPXWiFLH� 3UREOpPRP WX MH Xå GRVWD"
VDPRWQ~ SHUPXWiFLX� EH] RK�DGX QD MHM �DOãLH RKRGQRWHQLH� 7HQWR SUREOpP VD ULHãL QD

obrázku 10.11, kde optimalizácia znamená zapínanie a vypínanie uzlov siete - pravouhlej
PULHåN\�

,GH YODVWQH R JHQHURYDQLH SHUPXWDþQHM PDWLFH� NGH ]DSQXWê X]RO SUHGVWDYXMH MHGQRWNX�
Y\SQXWê QXOX D Y NDåGRP ULDGNX DOHER VW�SFL E\ PDOD E\" SUiYH MHGQD MHGQRWND� 8]O\ V~

RKRGQRWHQp KUDQDPL D VOXþNDPL� SULþRP KUDQ\ VSiMDM~ YãHWN\ X]O\ Y URYQDNRP ULDGNX L YãHWN\

X]O\ Y URYQDNRP VW�SFL� LED ãLNPp KUDQ\ VD QHY\VN\WXM~� +UDQ\ V~ RKRGQRWHQp ]iSRUQêP

þtVORP� VOXþN\ NODGQêP þtVORP� 0LQLPDOL]XMH VD WX V~þHW
n n

xi yj xi ,yj
x,i y , j

E u u w= ∑∑                                                  (10.20)

kde uxi  �� NH� MH SUYRN Uxi vypnutý; uxi  �� NH� MH SUYRN Uxi zapnutý; wxi,yj znamená váhu
VSRMHQLD PHG]L GYRPD SUYNDPL �DOHER VOXþNX� NH� xi=yj �� 3RþHW SUYNRY Y SHUPXWiFLL MH n.
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Obrázok 10.11. 5LHãHQLH SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR� 1D �DYHM VWUDQH MH XYHGHQi VLH" VR

]YêUD]QHQêPL Y\EUDQêPL X]ODPL� NWRUp V~ VSRMHQp �DOãtPL YiKDPL WYRUHQêPL ]iSRUQRX Y]GLDOHQRV"RX

PHG]L ]RGSRYHGDM~FLPL PHVWDPL XUþHQêPL SUYêPL LQGH[DPL X]ORY� .Y{OL SUHK�DGQRVWL QLH V~ XYHGHQp
váhy b a p VS{VREXM~FH XSUHGQRVWQHQLH YêEHUX LED MHGQpKR X]OD QD NDåGê ULDGRN D VW�SHF� þtP

GHILQXM~ SHUPXWiFLX� 1D SUDYHM VWUDQH MH SRWRP UHiOQH UR]PLHVWQHQLH WêFKWR PLHVW� NWRUp V~ R]QDþHQp
ãWYRUþHNPL� ,QGH[\ YR YQ~WUL ãWYRUþHNRY RGSRYHGDM~ SUYêP LQGH[RP �WHGD ULDGNRP� ]YêUD]QHQêFK
X]ORY VLHWH QD �DYHM VWUDQH� LFK SRVWXSQRV" RGSRYHGi K�DGDQHM SHUPXWiFLL�

9iK\ V~ QDVWDYHQp WDN� åH PHG]L X]ODPL Y ULDGNX DOHER VW�SFL V~ ]iSRUQp −p� DE\ V~þDVQH

QHEROL ³]DSQXWp´ SUYN\ Y URYQDNRP ULDGNX DOHER VW�SFL� D ]iURYH� VOXþN\ PDM~ NODGQp

ohodnotenie b� DE\ ERO ]DSRMHQê YåG\ MHGHQ SUYRN Y NDåGRP ULDGNX DOHER VW�SFL� .H�åH b a p
V~ NODGQp þtVOD� PXVt SODWL"� åH p>b, aby zapnutie druhého uzla v rovnakom riadku alebo
VW�SFL QH]YêãLOR KRGQRWX PD[LPDOL]RYDQHM IXQNFLH E� 6þtWDYDQLD SUHELHKDM~ FH] YãHWN\ X]O\�

7êPWR VD YãDN GRVWiYDPH LED N SHUPXWiFLL� NWRUi P{åH Y\MDGURYD" ULHãHQLH VS��DM~FH

]iNODGQp REPHG]HQLD� 2KRGQRWHQLH SHUPXWiFLH MH �DOãtP SUREOpPRP� .H� ULHãLPH QDSUtNODG

SUREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR K�DGDM~FHKR QDMNUDWãLX GUiKX� NWRUi SUHFKiG]D SUiYH UD]

FH] NDåGp PHVWR D YUDFLD VD GR SRþLDWRþQpKR PHVWD� PXVtPH PLQLPDOL]RYD" V~þHW

Y]GLDOHQRVWt PHG]L PHVWDPL QD GUiKH� 3UHWRåH YãDN SRXåtYDPH PD[LPDOL]iFLX� R]QDþtPH

Y]GLDOHQRVWL PHG]L PHVWDPL RSDþQêP ]QDPLHQNRP� 3UH PHVWi x a y R]QDþtPH VSRMQLFH X]ORY

Uxi a Uyj váhou −dxy� 7LHWR QRYp VSRMQLFH EXG~ WHGD H[LVWRYD" PHG]L YãHWNêPL X]ODPL Y

VXVHGQêFK VW�SFRFK D PHG]L YãHWNêPL X]ODPL SUYpKR D SRVOHGQpKR VW�SFD� .RQãWDQWD b pritom
PXVt E\" YlþãLD DNR GYRMQiVRERN QDMGOKãHM Y]GLDOHQRVWL PHG]L PHVWDPL� b  >2dMAX. Funkcia
������� VD WHGD EXGH SRþtWD" FH] YãHWN\ YiK\� b, p aj d.

Týmto spôsobom sme však previedli iba optimalizáciu permutácie na optimalizáciu siete,
no nepovedali sme, ako RSWLPDOL]RYD" VLH"� 3RNLD� SRXåLMHPH DNR PXWiFLX DOHER perturbáciu
“zapnutie” alebo “vypnutie” uzla a nový stav siete akceptujeme na základe simulovaného
åtKDQLD �YL� NDSLWROD ��� PiPH Boltzmannov stroj zavedený pôvodne Hintonom a Sejnowskim
[63].

3RNLD� SRXåLMHPH UêFKOH VLPXORYDQp åtKDQLH >��@ ]DORåHQp QD SULGDQt ãXPX N KRGQRWiP

IXQNFLH QDYUKRYDQêFK ULHãHQt D UêFKOHMãRP SRNOHVH WHSORW\ D SRNLD� QDPLHVWR gaussovskej
GLVWULE~FLH SRXåLMHPH Cauchyho distribúciu, dostaneme tak Cauchyho stroj [65].
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Obrázok 10.12. Schematické znázornenie aktivácií Hopfieldovej-Tankovej siete pre riešenie problému
REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR SUH � PHVWi� 3RGREQH DNR QD REU� ����� þtVOR ULDGNX SUHGVWDYXMH þtVOR

PHVWD� þtVOR VW�SFD SUHGVWDYXMH SRUDGLH PHVWD Y SHUPXWiFLL� 9H�NRV" NU~åNX QD]QDþXMH YH�NRV"
DNWLYiFLH GDQpKR X]OD� 1D �DYHM VWUDQH V~ QiKRGQH Y\JHQHURYDQp SRþLDWRþQp DNWLYiFLH� NWRUêFK V~þHW
Pi GD" SRþHW PLHVW� WHGD �� 1D SUDYHM VWUDQH MH WiWR VLH" Xå skonvergovaná, po “zaokrúhlení”, kedy
X]O\ V QDMYlþãRX aktiváciou berieme ako “zapnuté” a ostatné ako “vypnuté”, ako výsledok dostávame
SHUPXWiFLX �������� = WRKWR YêVOHGNX Y\SOêYD� åH DNR SUYp EXGH PHVWR þ� �� ] QHKR S{MGH FHVWD FH]

PHVWi þ� �� �� �� Då VD ]DVD QDNRQLHF ] PHVWD þ� � YUiWL GR PHVWD þ� ��

�DOãtP REGREQêP SUtVWXSRP N RSWLPDOL]iFLL MH +RSILHOGRYD VLH"� -HM ]RVWDYHQLH MH
SRGREQp DNR QD REU� ������ 1HEXGHPH WHUD] EUD" GR ~YDK\ YiK\ p a b, ale budeme
RKRGQRFRYD" MHGQRWOLYp X]O\ �YL� REU� ������� 7RWR RKRGQRWHQLH YãDN QHEXGH ³]DSQXWp´ DOHER

³Y\SQXWp´� EXGH ]DORåHQp QD V~þWH SUHGFKiG]DM~FHKR RKRGQRWHQLD� UHOD[DþQpKR þOHQX
VS{VREXM~FHKR VWiOH ]QLåRYDQLH SUDYGHSRGREQRVWL ]PHQ\ VWDYX VLHWH� YiK ]RGSRYHGDM~FLFK

Y]GLDOHQRVWLDP PHG]L PHVWDPL D �DOãtFK þOHQRY ]iYLVOêFK RG KRGQ{W RVWDWQêFK X]ORY�

Výstupný signál z uzla s aktivitou ui VD SRG�D Hopfielda a 7DQND >�����@ YlþãLQRX

transformuje sigmoidálnou funkciou g s parametrom α XUþXM~FLP VWUPRV" D V YêVWXSRP

medzi nulou a jednotkou,

vi=g(ui)=0.5 (1+tanh(αui))                                                  (10.21)

.H� YR YãHREHFQRVWL GHILQXMHPH optimalizovanú funkciu (energiu) ako

1 1 1

n,n n,n n,n

xi yj xi ,yj xi xi
x,i y , j x,i

E v v w v
= = =

= + θ∑ ∑ ∑                                            (10.22)

SRWRP SRG�D �DOHM XYHGHQpKR DOJRULWPX EXGH VLH" NRQYHUJRYD"� GRNLD� GHULYiFLD WHMWR IXQNFLH

SRG�D þDVX EXGH ]iSRUQi� 3UHPHQQi θxi R]QDþXMH H[WHUQê YVWXS GR VLHWH� þR Y SUtSDGH
SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR ]QDPHQi ]DKUQXWLH Y]GLDOHQRVWt PLHVW D SRGPLHQN\� åH

FHONRYê SRþHW ]DSQXWêFK X]ORY E\ PDO E\" URYQê SRþWX PLHVW� 3UH þDVRY~ NRQãWDQWX V\VWpPX τ
VD DNWLYLWD MHGQRWOLYêFK QHXUyQRY Y SULHEHKX þDVX EXGH PHQL" SRG�D diferenciálnej rovnice

1

n,n
xi

xi xi ,yj yj xi
y , j

ud
u w v

dt =
= − + + θ

τ ∑                                          (10.23)

9R YlþãLQH REGREQêFK URYQtF VD Y\VN\WXMH LED MHGHQ LQGH[� QDSU� i namiesto xi, tu sme
XURELOL YêQLPNX SUH SUREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR� NHG\ SUYê LQGH[ R]QDþXMH PHVWR D

GUXKê SR]tFLX Y SHUPXWiFLL� WHGD NR�Np Y SRUDGt EXGH GDQp PHVWR QDYãWtYHQp� Hopfieldova-
Tankova funkcia “energie” pre problém obchodného cestujúceho je vyjadrená pomocou
ãW\URFK þDVWt� 3UYi þDV" V NRQãWDQWRX A zodpovedá príspevkom dvojíc uzlov v jednom rade,
SRNLD� V~ RELGYD X]O\ ³]DSQXWp´� 'UXKi þDV" V NRQãWDQWRX B zodpovedá príspevkom dvojíc
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X]ORY Y MHGQRP VW�SFL� SRNLD� V~ RELGYD X]O\ ³]DSQXWp´� 7UHWLD þDV" V NRQãWDQWRX C závisí od
X]ORY VDPRWQêFK� PDOR E\ E\" ³]DSQXWêFK´ QLH YLDF� DQL QLH PHQHM DNR N X]ORY� $ NRQHþQH

SRVOHGQê þOHQ V NRQãWDQWRX D Y\MDGUXMH YODVWQê FLH� SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR� WHGD

åH Y]GLDOHQRV" FHVW\ E\ PDOD E\" þR QDMPHQãLD�

2

1 1

2 2

2 2

xi xj xi yi
x i j i i x y x

xi xy xi y ,i y ,i
x i x y x i

A B
E v v v v

C D
v N d v (v v )

≠ ≠

+ −
≠

= +

 
+ − + + 

  

∑∑∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑ ∑ ∑
                     (10.24)

Parameter N Y WHMWR URYQLFL VD YlþãLQRX ]DGHILQXMH R QLHþR Ylþãt DNR SRþHW PLHVW n. Polohy
miest sa transformujú tak, aby sa vošli do štvorca 1.0×1.0. +RSILHOG D 7DQN SRXåLOL SUH GHVD"

miest nasledujúce hodnoty konštánt: A=B=500, C=200, D=500, N=15, α=50, τ �� 5HOD[DþQê
term spôsobujúci konvergenciu hodnôt energie bol vo Wilsonovej a Pawleyovej adaptácii [27]
+RSILHOGRYKR DOJRULWPX �YL� $OJRULWPXV ����� VWDQRYHQê QD ∆t=10-5

� 3RGPLHQND XNRQþHQLD VD
splnila pri nájdení platnej cesty, kedy pri aktivácii v YlþãHM DNR ��� ERO X]RO SRYDåRYDQê ]D

zapnutý a pri DNWLYiFLL PHQãHM DNR ��� ]D Y\SQXWê� .H� EROD VLH" ³]PU]QXWi´� WHGD åLDGQD

aktivácia sa nezmenila viac ako o 10-35
� DOHER NH� VD QHQDãOD SODWQi FHVWD Y SULHEHKX ����

epoch, algoritmus bol zastavený.

,QLFLDOL]XM DNWLYiFLH Y MHGQRWOLYêFK X]ORY QiKRGQêPL þtVODPL WDN�

DE\ V~þHW YãHWNêFK DNWLYiFLt ERO URYQê SRþWX PLHVW� xi
x i

v n=∑∑ �

ZKLOH SRGPLHQND XNRQþHQLD QLH MH VSOQHQi

EHJLQ UHSHDW ��� Q
�
NUiW

EHJLQ QiKRGQH ]YR� X]RO�

]PH� DNWLYLWX QD X]OH�

1 1

xi xi xi xj yi
j i y x

xj xy y,i y ,i
x j y x

u (new ) u (old ) t [ u (old ) A v B v

C v N D d (v v )]

≠ ≠

+ −
≠

= + ∆ − − − −

  − − − + 
  

∑ ∑

∑∑ ∑

( )0 5 1 tanhxi xiv . u= + α   �
HQG�

HQG�

Algoritmus 10.2. Hopfieldov-Tankov algoritmus na riešenie problému obchodného cestujúceho.

Úloha 10.2. Zostrojte Hopfieldovu a %ROW]PDQQRYX VLH" QD SULUDGHQLH SUiFH VWURMRP YR
fabrike. Nech je M úloh, N strojov, cena priradenia úlohy k pre stroj i je cik � .DåGê VWURM L Pi
FHONRYp PQRåVWYR ]GURMRY Ei� ] NWRUpKR VD ~ORKRX N Y\þHUSi PQRåVWYR aik� &LH�RP MH
PLQLPDOL]RYD" FHQX SULUDGHQLD NDåGHM ~ORK\ SUiYH MHGQpPX VWURMX EH] WRKR� åH E\ VD
SUHþHUSDO ]GURM Ei WRKWR VWURMD� 7HQWR SUREOpP VD Gi IRUPiOQH SRStVD" DNR minimalizácia
energie E

1 1

N M

ik ik
i k

E c x
= =

= ∑ ∑  s obmedzujúcimi podmienkami ( )
1

1
M

ik ik i
k

a x b i ,...,N
=

≤ =∑ ,           (10.25)

                                                                                     ( )
1

1 1
N

ik
i

x k ,...,M
=

= =∑
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kde xik  � DOHER �� 6LPXOXMWH QD SRþtWDþL SUH GiWD Y WDEX�NH ����� NGH 1 �� 0 �� D aik = ak pre
YãHWN\ L� �.DåGê X]RO uik Y VLHWL EXGH ]RGSRYHGD" SULUDGHQLX ~ORK\ N SUH VWURM L� WDNê X]RO P{åH
E\" EX� ]DSQXWê DOHER Y\SQXWê�� ,GHiOQH RSWLPXP MH Y\]QDþHQp SRGþLDUNQXWêPL KRGQRWDPL

cik� V~þHW WêFKWR KRGQ{W MH ��� 9 LGHiOQRP SUtSDGH E\ VD WHGD PDOL DNWLYRYD" X]O\

]RGSRYHGDM~FH SRGþLDUNQXWêP SR]tFLiP�

7DEX�ND ����� Vstupné hodnoty pre úlohu 10.2

ak 7  9  8  4  2  3  10  1

bi cik

8 6  12  15  13  4  5  8  7
24 18  10  6  4  2  8  14  4
12 9  7  10  4  8  1  4  12

+RSILHOGRY�7DQNRY SUtVWXS N ULHãHQLX SUREOpPX Y\XåtYDM~FL gradient na riešenie
NRPELQDWRULFNpKR SUREOpPX MH VtFH RULJLQiOQ\� QR Y SUD[L ]DWLD� QHY\XåLWH�Qê� SUHWRåH SUH n
miest je potrebných n2 uzlov. Rovnaký problém má Boltzmannov stroj. Daný algoritmus
IXQJXMH V SUREOpPDPL SUH UiGRYR GHVD" Då GYDGVD" YUFKRORY� ]DWLD� þR þLVWR VLPXORYDQp

åtKDQLH V PXWiFLRX WYRUHQRX SUHKRGHQtP SR]tFLt Y SHUPXWiFLL DOHER HãWH ãSHFLDOL]RYDQHMãLH
SUtVWXS\ /LQD >��@ IXQJXM~ SUH VWRYN\ PLHVW� SULþRP SRVN\WXM~ YêVOHGN\ EOt]NH RSWLPiOQ\P

alebo optimálne. Riešenie NRPELQDWRULFNêFK RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY SRPRFRX
QHXUyQRYêFK VLHWt ]DþQH E\" ]DXMtPDYp Då SUL LFK hardvérovej implementácii.

3RGREQH VD SUDNWLFN\ QHSRXåtYDM~ DQL PRGLILNiFLH VLHWt SUH �DOãLH kombinatorické
RSWLPDOL]DþQp SUREOpP\� 3UL WêFKWR SUREOpPRFK K�DGiPH ULHãHQLH Y PQRåLQH YH�NpKR

PQRåVWYD PRåQêFK NRPELQiFLt ]iNODGQêFK SUYNRY V\VWpPX� &HONRYê SRþHW ULHãHQt SUH

YH�NRV" SUREOpPX V SRþWRP SUYNRY n je obvykle exponenciálnou funkciou n a tomu je úmerný
DM þDV SRWUHEQê QD Y\ULHãHQLH SUREOpPX� .RQNUpWQH LGH QDSU� R problém najcennejšieho
párenia (weighted matching problem) [25,26]. Pri probléme najcennejšieho párenia máme v
SULHVWRUH PQRåLQX n ERGRY� SULþRP SR]QiPH Y]GLDOHQRVWL PHG]L MHGQRWOLYêPL GYRMLFDPL WêFKWR
bodov dij� 7LHWR ERG\ VD P{åX QDFKiG]D" Y HXNOLGRYVNRP SULHVWRUH D dij P{åH UHSUH]HQWRYD"

HXNOLGRYVN~ Y]GLDOHQRV"� DOHER WLHWR ERG\ P{åX E\" DEVWUDNWQp HQWLW\ D KRGQRW\ dij P{åX

UHSUH]HQWRYD" LFK Y]"DK\� 9R YãHREHFQRVWL VD P{åX dij SRYDåRYD" ]D QH]iYLVOp QiKRGQp

premenné s pravdepodobnostnou distribúciou P(dij�� 1DãRX ~ORKRX MH SRVSiMD" GYRMLFH ERGRY

WDN� DE\ NDåGê ERG ERO VSRMHQê OHQ V MHGQêP LQêP ERGRP D DE\ FHONRYi G�åND VSRMHQt EROD
PLQLPiOQD �YL� REU� �������

3UDNWLFNêPL SUtNODGPL WDNpKRWR SUREOpPX P{åH E\" VSiMDQLH SUYNRY Y QHMDNRP

elektronickom zariadení, optimálne mapovanie procesov na dva ekvivalentné procesory,
SULUD�RYDQLH åLDNRY GR ãN{O D SRG� .DåGpPX SiUX ERGRY i a j SULUD�PH SUYRN uij , i < j. Nech uij

 �� NH� PHG]L i  -tym a j  -tym bodom existuje spojenie, a uij  �� NH� PHG]L QLPL VSRMHQLH QLH

MH� 6iP VR VHERX VD ERG QHP{åH VSRML"� WDNåH uii = 0, a pre j < i platí uij = uji. Funkcia, ktorej
PLQLPXP K�DGiPH� MH FHONRYi G�åND VSRMHQt

ij ij
i j

L d u
<

= ∑  .                                                         (10.26)

7~WR IXQNFLX EXGHPH PXVLH" WURFKX PRGLILNRYD"� OHER NDåGp ULHãHQLH PXVt VS��D"

REPHG]HQLH� åH NDåGê MHGHQ ERG P{åH E\" VSRMHQê LED V MHGQêP �DOãtP ERGRP� D WHGD

1 pre ijj
u i= ∀∑ � 'RGUåLDYDQLH WRKWR REPHG]HQLD VD ULHãL SRNXWRYDQtP Y optimalizovanej

funkcii.
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Obrázok 10.13. 3UREOpP QDMFHQQHMãLHKR SiUHQLD� 1D �DYHM VWUDQH MH JUDI ]ORåHQê ]R ãW\URFK YUFKRORY�

NGH V~ Y\EUDQp WDNp GYRMLFH YUFKRORY� DE\ V~þHW Y]GLDOHQRVWt YUFKRORY Y GYRMLFLDFK ERO þR QDMPHQãt� 1D
SUDYHM VWUDQH MH ]RGSRYHGDM~FD VLH"� NGH LQGH[\ SUL X]ORFK R]QDþXM~ þtVOD YUFKRORY KUDQ\� NWRUHM X]RO

SULVO~FKD� D ]YêUD]QHQp V~ WX WLH GYD X]O\� NWRUp PDM~ RKRGQRWHQLH � D SRG�D NWRUêFK VPH SULUDGLOL

KUDQ\ JUDIX QD�DYR�

$NR ]iNODG SUH ~þHORY~ IXQNFLX ]REHULHPH ������� D SULGiPH N QHM þOHQ� NWRUê EXGH UiV"
priamo úmerne porušeniu danej podmienky. Optimalizovaná funkcia E bude rovná:

2

1 1

1
2

n n

ij ij ij
i j i j

E d u u
< = =

 γ  = + −
  

∑ ∑ ∑  .                                              (10.27)

9H�NRV" NRQãWDQW\ γ E\ PDOD E\" DVL WDNi DNR SULHPHUQi KRGQRWD ijd � 3UL SRXåLWt

%ROW]PDQQRYKR VWURMD QiKRGQH ]DStQDPH DOHER Y\StQDPH X]O\� SULþRP SUDYGHSRGREQRV"� åH
VD ]PHQt KRGQRWD �XERYR�QpKR SUYNX uij, je rovná

( )
′ ′→ = ∆ = −

+ β∆
1

kde
1ij ij ij ijP(u u ) E E(u ) E(u )

exp E
 .                       (10.28)

7RWR SUDYLGOR KRYRUt� åH ]PHQ\� NWRUp PLQLPDOL]XM~ optimalizovanú funkciu E, sú
SUDYGHSRGREQHMãLH DNR WLH� NWRUp MX ]Y\ãXM~� +�DGiPH WHGD WDN~ GLVWULE~FLX uij, ktorá
]RGSRYHGi MHGQpPX ] PLQtP �������� 3UREOpP P{åHPH ULHãL" DM SRPRFRX DQDOyJRYpKR

systému, vtedy budeme uij EOt]NH � ��� SRYDåRYD" ]D URYQp � ���� -H YKRGQp SRXåL" L PHWyGX

VLPXORYDQpKR åtKDQLD D Y SULHEHKX HYRO~FLH ]QLåRYD" WHSORWX T=β-1.
Posledným príkladom NRPELQDWRULFNpKR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX MH rozklad vrcholovej

PQRåLQ\ JUDIX QD GYH þDVWL (graph bipartitioning� >��@ �YL�� REU� �������
3UHGVWDYPH VL� åH QDYUKXMHPH þLS V N SUYNDPL� DOH YãHWN\ VD QiP QD� QH]PHVWLD� 3RWRP

E\ VPH FKFHOL XUREL" GYD þLS\ WDN� DE\ SRORYLFD SUYNRY EROD QD MHGQRP D SRORYLFD SUYNRY QD
GUXKRP D DE\ SRþHW VSRMHQt PHG]L WêPLWR GYRPD þLSPL ERO PLQLPiOQ\� 8YDåXMPH YãHREHFQê
JUDI� W�M� PQRåLQX N bodov - vrcholov grafu pospájaných hranami, ktoré spájajú dvojice
vrcholov. Nech je N párne. Nech p MH IL[Qi SUDYGHSRGREQRV" H[LVWHQFLH KUDQ\ PHG]L

�XERYR�QêPL GYRPD YUFKROPL� 3ULHPHUQê SRþHW YUFKRORY pN, ktoré sú navzájom spojené, sa
nazýva YDOHQFLD JUDIX� 1DãRX ~ORKRX MH UR]GHOL" YUFKRO\ GR GYRFK URYQDNR YH�NêFK PQRåtQ�

PHG]L NWRUêPL MH PLQLPiOQ\ SRþHW KUiQ� 'HILQXMPH VL cij  �� NH� V~ YUFKRO\ i a j spojené
hranou, a cij  �� NH� QLH V~ VSRMHQp� �DOHM VL SUH NDåGê YUFKRO ]DGHILQXMPH SUHPHQQ~
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iS = ��� NH� VD YUFKRO QDFKiG]D Y SUYHM PQRåLQH� D iS  ��� NH� VD YUFKRO QDFKiG]D Y GUXKHM

PQRåLQH� &KFHPH PLQLPDOL]RYD" IXQNFLX

ij i j
ij

L c S S
〈 〉

= −∑  ,                                                          (10.29)

kde ij〈 〉  znamená LQGH[RYDQLH FH] NDåGê SiU YUFKRORY ]YOiã"� 3UHPHQQp iS  podliehajú

obmedzeniu 0ii S =∑ .

Obrázok 10.14. 'YH PRåQp UR]GHOHQLD YUFKRORY JUDIX ]Qi]RUQHQp SUHUXãRYDQRX þLDURX QD GYH
SRGPQRåLQ\ YUFKRORY WDN� DE\ PHG]L WêPLWR SRGPQRåLQDPL H[LVWRYDOR þR QDMPHQHM KUiQ� 9 RELGYRFK

UR]GHOHQLDFK H[LVWXMH Sl" KUiQ VSiMDM~FLFK SRGPQRåLQ\ QD SUDYHM D QD �DYHM VWUDQH SUHUXãRYDQHM þLDU\�

9 GDQRP SUtSDGH P{åX YUFKRO\ SULDPR SUHGVWDYRYD" X]O\ VLHWH RKRGQRWHQp Si   �� NH� V~ SULUDGHQp

MHGQHM PQRåLQH� D Si   �� NH� V~ SULUDGHQp GUXKHM PQRåLQH�

V termínoch teórie magnetických látok tieto rovnice zodpovedajú feromagnetu s nulovou
FHONRYRX PDJQHWL]iFLRX� .DåG~ FHONRY~ PDJQHWL]iFLX� NWRUi VD Y]�D�XMH RG �� EXGHPH Y

REMHNWtYQHM IXQNFLL SRNXWRYD"� WDNåH REMHNWtYQD IXQNFLD V\VWpPX MH

2

E ij i j i
ij i

c S S S
〈 〉

 
= − +µ   

∑ ∑  .                                               (10.30)

Hodnotu µ Y\EHUiPH SULEOLåQH ] LQWHUYDOX �������� 5RYQLFD ������� SULSRPtQD HQHUJLX

systému analogického spinovému sklu. Systém naštartujeme z náhodnej nekorelovanej
konfigurácie S D QHFKiPH UHOD[RYD"� SULþRP Si VD PHQLD SRG�D stochastického pravidla
(10.28) s Si namiesto uij, kde energia E MH Y\MDGUHQi DNR �������� 2Sl" EXGH XåLWRþQp SRXåL"
VLPXORYDQp åtKDQLH�

10.3.2 Riešenie problému obchodného cestujúceho pomocou
            Kohonenovej siete

Kohonenova SOM (SamoOrganizujúca sa Mapa) [67,68] patrí do kategórie sietí, ktoré sa
XþLD EH] XþLWH�D (unsupervised learning�� 7R ]QDPHQi� åH DOJRULWPXV XþHQLD QHPi
informáciu, aké váhy pri jednotlivých prvkoch siete sú správne, na rozdiel sieti s dopredným
ãtUHQtP Y SUYHM þDVWL NDSLWRO\� NWRUp SUH WUpQLQJRY~ PQRåLQX PDOL VSROX VR YVWXSQêP YHNWRURP
YåG\ DM LGHiOQ\ YêVWXSQê YHNWRU� =iNODGQRX þUWRX .RKRQHQRYêFK VLHWt MH VFKRSQRV" UHDOL]RYD"
zobrazenie zachovávajúce WRSROyJLX WUpQLQJRYHM PQRåLQ\ GiW� 7R ]QDPHQi� åH ERG\ �YVWXSQp
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YHNWRU\�� NWRUp VD SRGREDOL VYRMLPL KRGQRWDPL� VD SUHPLHWQX QD X]O\� NWRUp EXG~ ³OHåD"´ EOt]NR
VHED� 7HUPtQ �OHåD" EOt]NR VHED� EXGH ]iYLVOê RG WRSROyJLH VLHWH� NWRUi MH YlþãLQRX EX�
OLQHiUQD �X]O\ V~ IRUPiOQH XVSRULDGDQp GR UH"D]FD� DOHER PULHåNRYi �X]O\ V~ XVSRULDGDQp Y

GYRMUR]PHUQHM SUDYRXKOHM PULHåNH�� 6XVHGQRV" Y WDNêFKWR VLH"DFK VD PHULD LED SRþWRP X]ORY�

FH] NWRUp WUHED SUHMV"� DE\ VPH VD GRVWDOL RG MHGQpKR X]OD N GUXKpPX� QHMGH WHGD R

HXNOLGRYVN~ Y]GLDOHQRV"� 8]O\ Y UH"D]FL PDM~ GYRFK QDMEOLåãtFK VXVHGRY � QD�DYR D QDSUDYR�

X]O\ Y SUDYRXKOHM PULHåNH �XSURVWUHG P\VOHQpKR ãWYRUFD� PDM~ {VPLFK QDMEOLåãtFK VXVHGRY �

KRUH� GROH� QD�DYR� QDSUDYR �XSURVWUHG P\VOHQêFK KUiQ ãWYRUFD� D QDSULHþ QD XKORSULHþNDFK

�QD P\VOHQêFK URKRFK ãWYRUFD�� .DåGê ] WêFKWR ERGRY MH RKRGQRWHQê YHNWRURP �VSRþLDWNX
náhodne vygenerovaným) rovnakého typu, ako sú vstupné vektory. Pri vkladaní vstupných
GiW VD SUH NDåGê YVWXSQê YHNWRU QiMGH ³Yt"D]Qê´ X]RO� NWRUpKR YHNWRU Pi RG GDQpKR YVWXSX

QDMPHQãLX �YlþãLQRX HXNOLGRYVN~� Y]GLDOHQRV"� +RGQRW\ YHNWRUD WRKWR X]OD VD SRWRP ]PHQLD

SRG�D W]Y� +HEERYKR SUDYLGOD XþHQLD WDN� DE\ HXNOLGRYVNi Y]GLDOHQRV" RG GDQpKR YVWXSX EROD

PHQãLD� 3RGREQH VD GDQpPX YVWXSQpPX YHNWRUX P{åX SULEOtåL" DM KRGQRW\ YHNWRURY X]ORY�

NWRUp V~ V ³Yt"D]QêP´ X]ORP VXVHGQp� 3UL OLQHiUQHM WRSROyJLL WR EXG~ VXVHGQp X]O\ Y�DYR D
YSUDYR� 0{åHPH XYDåRYD" DM ãLUãLH RNROLH ]DK��DM~FH YLDF X]ORY Y�DYR D YSUDYR RG Yt"D]QpKR

X]OD� QR þtP Y]GLDOHQHMãLH V~ X]O\� WêP PHQHM E\ VD KRGQRW\ YHNWRURY WêFKWR X]ORY PDOL EOtåL"

KRGQRWiP YVWXSQpKR YHNWRUD� 7R MH Y DOJRULWPH ���� ]RK�DGQHQp IXQNFLRX h(Imin,i  ), kde táto
IXQNFLD XUþXMH� Y DNRP RNROt Yt"D]QpKR X]OD D GR DNHM PLHU\ EXG~ DGDSWRYDQp RVWDWQp X]O\�

,QLFLDOL]XM YiK\ ZLM� NGH YHNWRU ZL �ZL��ZL�� MH YHNWRURP SULUDGHQêP

X]OX L� 9iK\ V~ JHQHURYDQp QiKRGQH Y UR]PHG]t PD[LPiOQ\FK D

PLQLPiOQ\FK KRGQ{W V~UDGQtF �[�\� PLHVW� SUH L∈ �������Q�� NGH Q

MH SRþHW PLHVW �QDSU� ����

3ULUD� PHVWiP WRSROyJLX F\NOX� WHGD PHVWR L VXVHGt QD�DYR V PHVWRP

L−� D QDSUDYR V PHVWRP L��� 0HVWR � VXVHGt QD�DYR V PHVWRP Q D

RSDþQH� PHVWR Q WHGD VXVHGt QDSUDYR V PHVWRP ��

1DVWDY UêFKORV" XþHQLD α �EXGH QDVWDYHQi QD ��� D EXGH NOHVD" QD

�����

1DVWDY YH�NRV" RNROLD �]R ]DþLDWNX �� WHGD RNUHP Yt"D]QpKR X]OD

XSUDYXMHPH YåG\ YiK\ DM MHKR �DYpKR D SUDYpKR VXVHGD��

ZKLOH QLH MH VSOQHQi XNRQþRYDFLD SRGPLHQND �QDSU� SRþHW

F\NORY ����

EHJLQ

EHJLQ IRU M � WR Q ^ SUH YãHWN\ YVWXSQp YHNWRU\ PLHVW �[M�\M�`

EHJLQ

IRU L  � WR Q GR G�L�  �ZL�−[M�� � �ZL�−\M���
,PLQ LQGH[ L� NGH G�L� MH PLQLPiOQH�

SUH Yt"D]Qê X]RO ,PLQ D MHKR RNROLH XSUDY YiK\� WHGD

SUH L ^ ,PLQ−�� ,PLQ� ,PLQ�� `�

ZL��QRYi�� ZL��VWDUi�� α K�,PLQ�L� >[M− ZL��VWDUi�@�

ZL��QRYi�� ZL��VWDUi�� α K�,PLQ�L� >\M− ZL��VWDUi�@�

HQG�

HQG�

XSUDY UêFKORV" XþHQLD �QDSU� α� α ���������
�����

��

]PHQãL RNROLH X]OD SUL VSOQHQt ]DGDQHM SRGPLHQN\ �QDSU� SUL

SRþWH F\NORY YlþãRP DNR ��� Xå EXGHPH XSUDYRYD" LED YiK\

Yt"D]QpKR X]OD� EH] VXVHGRY��

HQG

Algoritmus 10.3. Kohonenov algoritmus pre problém obchodného cestujúceho.
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1DMMHGQRGXFKãLD SRXåtYDQi IXQNFLD MH

( ) { ( )min
min

1 ak , 1
,

0 v ostatných prípadoch
Md I i

h I i
≤

=                               (10.31)

kde dM (Imin, i   � MH Y]GLDOHQRV" W\SX Manhattan medzi neurónmi Imin a i� WHGD SRþHW KUiQ� SR
ktorých treba v danej WRSROyJLL VLHWH SUHMV"� DE\ VPH VD GRVWDOL RG QHXUyQX Imin k neurónu i.
1LHNHG\ VD SUH Y]GLDOHQHMãLH RNROLH YROt GRNRQFD ³]iSRUQp´ XþHQLH� WHGD åH YHNWRU\ X]ORY
Y]GLDOHQêFK FH] YLDF KUiQ RG Yt"D]QpKR X]OD VD ³Y]�D�XM~´ RG KRGQ{W YVWXSQpKR YHNWRUD�

]DWLD� þR HãWH Y]GLDOHQHMãLH X]O\ Xå RVWiYDM~ EH]R ]PHQ\� 7HQWR SURFHV XþHQLD VD RSDNXMH
VWiOH GRRNROD� 9H�NRV" RNROLD D SDUDPHWHU XþHQLD �WHGD PLHUD SULEOtåHQLD YHNWRUD Yt"D]QpKR

X]OD YVWXSQpPX YHNWRUX� VD ]QLåXM~ V þDVRP Y SULHEHKX DOJRULWPX�

.RKRQHQRYD VLH" VD W\SLFN\ SRXåtYD QD zhlukovú analýzu (clustering), kedy sa v
³QDXþHQHM´ VLHWL YåG\ QLHNR�NR YVWXSRY SUHPLHWQH �]REUD]t� QD MHGHQ X]RO� 2 WêFKWR YVWXSRFK
D LP ]RGSRYHGDM~FLFK REMHNWRFK SRWRP KRYRUtPH� åH SDWULD GR MHGQpKR ]KOXNX� D YãHREHFQH

VD SUHGSRNODGi� åH REMHNW\ Y MHGQRP ]KOXNX E\ PDOL PD" SRGREQp YODVWQRVWL�

Obrázok 10.15. Riešenie problému obchodného cestujúceho pomocou Kohonenovej siete. V hornej
þDVWL MH ]REUD]HQi WRSROyJLD VLHWH� X]O\ V~ R]QDþHQp NU~åNDPL D RþtVORYDQp RG � SR ��� SUL NDåGRP
X]OH MH MHPX SULVO~FKDM~FL QiKRGQH Y\JHQHURYDQê SRþLDWRþQê YHNWRU w súradníc {x,y`� 9 GROQHM þDVWL V~
jednotlivé uzly umiestnené v ploche so súradnicami odpovedajúcimi ich vektoru. Rovnako sú v ploche
XPLHVWQHQp DM PHVWi ]Qi]RUQHQp KYLH]GLþNDPL D R]QDþHQp $�%�&�'�(�)�*�+�,�-� . WêPWR PHVWiP E\

VD MHGQRWOLYp X]O\ PDOL Y SULHEHKX DOJRULWPX SULEOLåRYD"�
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1D ULHãHQLH SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR VD SRXåtYD WRSROyJLD OLQHiUQHKR UH"D]FD
VR VSRMHQêPL NRQFDPL �WHGD IRUPiOQH NUXKX�� NGH SRþHW X]ORY E\ PDO E\" URYQê SRþWX PLHVW

[31]. Vstupné vektory budú dvojrozmerné, tvorené súradnicami {x,y} jednotlivých miest.
3RþLDWRþQp KRGQRW\ YHNWRURY MHGQRWOLYêFK X]ORY VD Y\JHQHUXM~ QiKRGQH Y URYQDNRP
UR]PHG]t KRGQ{W DNR V~UDGQLFH PLHVW �QLHNHG\ VD WLHå SRXåtYD V~VWUHGHQLD WêFKWR

SRþLDWRþQêFK KRGQ{W Y VWUHGH ãWYRUFD Y\PHG]XM~FHKR V~UDGQLFH PLHVW�� �YL�� REU� �������

9HNWRU\ MHGQRWOLYêFK X]ORY VD SRVWXSQH SULEOLåXM~ N KRGQRWiP V~UDGQtF PLHVW D Y LGHiOQRP
SUtSDGH MH QD NRQFL XþHQLD NDåGpPX PLHVWX SULUDGHQê MHGHQ X]RO �PQRåLQD PLHVW MH UR]GHOHQi

QD ]KOXN\ REVDKXM~FH MHGQRWOLYp PHVWi� D SRVWXSQRV" KUiQ PHG]L X]ODPL ]RGSRYHGi
SRVWXSQRVWL PLHVW V QDMNUDWãRX Y]GLDOHQRV"RX FHVW\ �YL� REU� ������� 1LHNHG\ VD P{åH VWD"�

åH GYH PHVWi VD ]REUD]LD QD MHGHQ X]RO D LQê X]RO QLH MH ³Yt"D]Qê´ DQL SUH MHGQR PHVWR� 9

WDNRP SUtSDGH MH SRUDGLH PLHVW ]REUD]HQêFK QD MHGHQ X]RO QHMHGQR]QDþQp� EXG~ VtFH
XPLHVWQHQp YHG�D VHED� QR QHYLHPH� NWRUp MH SUYp� $NR YêVOHGRN P{åHPH ]REUD" GYH FHVW\
OtãLDFH VD SRUDGtP WêFKWR GYRFK PLHVW� $NR YLGQR ] REU� ������ SRNLD� QDVWDQH WDNê SUtSDG

YLDFNUiW� VLWXiFLD VD NRPSOLNXMH� = XYHGHQpKR SUtNODGX MH YLGLH"� åH SRXåLWLH Kohonenovej
VLHWH SUH SUREOpP REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR MH ]DXMtPDYp LED ] WHRUHWLFNpKR K�DGLVND� 1R

.RKRQHQRYD VLH" VD Y SUD[L Y\XåtYD >�����@ QDSU� SUL UR]SR]QiYDQt Y]RURY �KOiVRN UHþL�� Y

robotike (transformácia súradníc) alebo pri kompresii obrazov.

Obrázok 10.16. 1D REUi]NX MH YêVOHGRN ULHãHQLD SUREOpPX REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR� NGH SRþLDWRþQê
VWDY VLHWH ERO ]Qi]RUQHQê QD REU� ������ 9LGtPH� åH ãW\URP ] GHVLDWLFK PLHVW QHEROR SULUDGHQp

MHGQR]QDþQp SRUDGLH� SUHWRåH X]O\ � D �� QLH V~ Yt"D]Qp SUH åLDGQH PHVWR� ]DWLD� þR X]RO � MH Yt"D]Qê

SUH GYH PHVWi & D ,� D URYQDNR X]RO � MH Yt"D]Qê SUH GYH PHVWi % D '� 3UHWRåH X WêFKWR GYRMtF PLHVW

VLH" QHXUþLOD SRUDGLH� MH SUtSXVWQp DNpNR�YHN SRUDGLH Y GYRMLFLDFK D YêVOHGNRP V~ WHGD ãW\UL FHVW\�

BDHAEJGFCI, DBHAEJGFCI, BDHAEJGFIC a DBHAEJGFIC.

10.4 Záver

1HXUyQRYp VLHWH DNR SUHGPHW RSWLPDOL]iFLH ]Y\þDMQH QLH V~ YKRGQêP REMHNWRP HYROXþQHM
optimalizácie. Pri optimalizácii váh a prahových faktorov viacvrstvovej siete s dopredným
ãtUHQtP VD YlþãLQRX OHSãLH XSODWQLD JUDGLHQWRYp PHWyG\ D HYROXþQp PHWyG\ WX YêKRGQH VO~åLD

LED QD JHQHUiFLX SRþLDWRþQêFK KRGQ{W SUH gradientové metódy. Budúce uplatnenie pre
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HYROXþQp PHWyG\ SUL RSWLPDOL]iFLL QHXUyQRYêFK VLHWt VSRþtYD WHGD Y SUtSDGRFK� NHG\ MH

JUDGLHQW "DåNR SRXåLWH�Qê � X UHNXUHQWQêFK VLHWt D SUL XþHQt EH] XþLWH�D �NH� QHSR]QiPH� DNp

PDM~ E\" SUHVQp KRGQRW\ QD YêVWXSH�� þR EêYD YlþãLQRX SUL SUREOpPRFK ULDGHQLD�

Optimalizácia WRSROyJLH MH SRGPLHQHQi QXWQRV"RX �DOHM RSWLPDOL]RYD" YiK\ SUH NDåG~

navrhnutú WRSROyJLX� 3UHWR VD QD WLHWR ~þHO\ SRXåtYDM~ U{]QH KHXULVWLN\ D QDYUKXM~ ~]NR
špecializované algoritmy, ktoré sa svojím smerovaním k optimu podobajú skôr horolezeckým
DNR HYROXþQêP DOJRULWPRP�

3UHK�DG QRYãtFK YêVOHGNRY WêNDM~FLFK VD RSWLPDOL]iFLH QHXUyQRYêFK VLHWt� NGH VD KRYRUt DM

R RSWLPDOL]iFLL SUDYLGLHO XþHQLD� MH PRåQR QiMV" QDSU� Y [69].
Okrem riešenia problému obchodného cestujúceho sa pomocou neurónových sietí dá

ULHãL" DM SUREOpP UXNVDNX �knapsack), rozvrhu (VFKHGXOLQJ�� UR]GHOHQLD YUFKRORYHM PQRåLQ\ QD

YLDF þDVWt �graph partitioning), a pod. [70]. Neurónové siete ako optimalizujúce metódy sa
RNUHP ãSHFLDOL]RYDQêFK SUREOpPRY SUL VSUDFRYDQt REUD]RY SUDNWLFN\ EXG~ GD" SRXåtYD" LED Y

KDUGYpURYHM LPSOHPHQWiFLL� LQDN V~ Y V~þDVQHM SRGREH QD SUDNWLFNp SRXåLWLH SUtOLã SRPDOp�
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Zrod jednej z QDMUHYROXþQHMãtFK GLVFLSOtQ V~þDVQHM LQIRUPDWLN\ � YêSRþWRY QD Ei]H PROHN~O

deoxyribonukleovej kyseliny (DNA) - sa spája s menom amerického matematika Leonarda
M. Adlemana z Kalifornskej univerzity (University of Southern California). L. Adlemana
]DXMtPDO PHFKDQL]PXV ãtUHQLD YtUXVX +,9 D þLQQRV" �XGVNpKR LPXQLWQpKR V\VWpPX� .H� þtWDO

þOiQRN Jamesa Watsona (mimochodom, spolu s Francisom Crickom, VSROXREMDYLWH�D

štruktúry DNA) o enzýme '1$�SRO\PHUi]H� ]DUD]LOD KR SRGREQRV" ELRORJLFNêFK SURFHVRY VR
]iNODGQêPL SURFHVPL V~þDVQêFK YêSRþWRYêFK V\VWpPRY� '1$ PRåQR SRXåL" DNR YêSRþWRYp

PpGLXP� MHGLQp� þR N tomu potrebujeme, je aparát realizujúci základné editovacie operácie
DNR Y\PDå� SUHVX�� þL VNRStUXM SRGUH"D]HF '1$� 6N{U DNR VD ]DþQHPH YiåQHMãLH ]DREHUD"

WHyULRX D SUDNWLFNêPL YêVOHGNDPL YêSRþWRY QD Ei]H '1$� XYHGLHPH ]iNODGQp SRMP\
molekulárnej biológie.

11.1 Štruktúra a replikácia DNA

Obrázok 11.1. Štruktúra nukleotidu - základnej stavebnej jednotky DNA. V menšom kruhu sa
QDFKiG]D IRVIiWRYi VNXSLQD� Ylþãt NUXK Y\]QDþXMH FXNRU� QD NWRUê VD YLDåH MHGQD ]R ãW\URFK PROHN~O

báz - adenín (A), guanín (G), tymín (T) a cytozín (C).

DNA - deoxyribonukleová kyselina (Deoxyribonucleic Acid) sa nachádza v NDåGRP åijúcom
RUJDQL]PH DNR SDPl"RYp PpGLXP SUH JHQHWLFN~ LQIRUPiFLX� '1$ SDWUt PHG]L QXNOHRYp

kyseliny. Nukleové kyseliny sa skladajú z troch jednoduchých látok, ktoré vzájomným
pospájaním tvoria dlhú molekulu. Kostru molekuly DNA tvorí Sl"XKOtNRYê monosacharid
deoxyribóza. Na pozícii 1' sa na GHR[\ULEy]X YLDåX GXVtNDWp bázy �EDVH�� NWRUp ³Y\þQLHYDM~´
z UH"D]FD '1$� 5H"D]HF '1$ MH WYRUHQê PROHNXODPL FXNUX Y]iMRPQH SRVSiMDQêPL QD SR]tFLL

5' a 3' ]Y\ãNRP N\VHOLQ\ IRVIRUHþQHM. Základnou stavebnou jednotkou molekuly DNA je
nukleotid (nucleotide). Chemická štruktúra nukleotidu je znázornená na obr. 11.1. Nukleotidy
sa odlišujú len bázou. V DNA sa vyskytujú štyri druhy báz - adenín (A), guanín (G), tymín (T)
a cytozín (C ).

Nukleotidy sa UH"D]LD GR PROHNXO\ '1$ Y procese nazývanom polymerizácia.
3RO\PHUL]iFLD VSRþtYD Y reakcii medzi fosfátom na pozícii 5’ jedného nukleotidu a
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hydroxylovou skupinou na pozícii 3’ susedného QXNOHRWLGX� .DåGi PROHNXOD '1$ Pi GYD

rôzne konce - jeden s YR�QRX IRVIiWRYRX VNXSLQRX QD SR]tFLL �¶ ����NRQLHF� D �DOãt V YR�QRX
hydroxylovou skupinou na pozícii 3’ (3´-koniec). V DEVWUDNWQRP ]P\VOH PRåQR PROHNXOX
'1$ VWRWRåQL" V �RULHQWRYDQêP� V\PEROLFNêP UH"D]FRP QDG DEHFHGRX x=(x1,x2,...,xn)

T.
DNA sa v SUtURGH RE\þDMQH QHY\VN\WXMH YR IRUPH OLQHiUQ\FK UH"D]FRY nukleotidov. Za

YKRGQêFK SRGPLHQRN VD GYD OLQHiUQH UH"D]FH '1$ VSiUXM~ D Y\WYRULD dvojitú závitnicu,
SULþRP QDY]iMRP VL RGSRYHGDM~FH Ei]\ ] rôznych DNA sú spojené vodíkovými mostíkmi tak,
åH $ VD VSiMD V T a G sa spája s C. Dvojice A/T a G/C sa nazývajú komplementárne bázy.

Komplementárne vlákna DNA sú k VHEH SULSRMHQp RSDþQRX RULHQWiFLRX� 'YRMLWi ]iYLWQLFD

VD NRQþt Y jednom vlákne na pozícii 3’ a v druhom vlákne na pozícii 5’. Pri replikácii DNA sa
GYRMLWi ]iYLWQLFD QDMVN{U ³UR]SOHWLH³� WDNåH Y]QLNQ~ GYD YR�Qp MHGQRYOiNQRYp UH"D]FH '1$� D

potom sa k YR�QêP ~VHNRP '1$ ³Y\URELD³ LFK NRPSOHPHQWiUQH NySLH� 6\QWp]X QRYpKR

UH"D]FD '1$ ULDGL enzým DNA-polymeráza� -H ]DXMtPDYp� åH polymeráza sa nielen
]~þDVW�XMH QD V\QWp]H QRYpKR NRPSOHPHQWiUQHKR YOiNQD '1$ Y VPHUH RG �¶ N �¶� DOH

V~þDVQH DM NRQWUROXMH �Y RSDþQRP VPHUH� VSUiYQRV" ]RUDGHQLD MHGQRWOLYêFK nukleotidov vo
vlákne. Ak enzým DNA-polymeráza objaví chybu, je schopný ju (sám, alebo s pomocou
�DOãtFK HQ]êPRY� RSUDYL"�

6\QWp]D ELHONRYtQ QD ]iNODGH NyGX Y '1$ SUHELHKD WDN� åH QDMVN{U VD REVDK þDVWL '1$
skopíruje na ribonukleovú kyselinu (RNA), ktorá vynesie kód z jadra bunky do cytoplazmy
�SUHWR VD WLHå QD]êYD messenger RNA - mRNA� D Då SRWRP VD SULVW~SL N VDPRWQHM V\QWp]H
bielkoviny zo základných jednotiek - aminokyselín. Syntéza prebieha v špecializovaných
~WYDURFK �]ORåHQêFK ] 51$ D proteínov) plávajúcich v cytoplazme bunky, ktoré sa nazývajú
ribozómy� .DåGi DPLQRN\VHOLQD MH NyGRYDQi WURMLFRX Ei] �W]Y� kodónom) na mRNA.
Aminokyseliny sú na miesto syntézy prinášané špeciálnymi RNA nazývanými transferové
RNA (tRNA). Ribonukleová kyselina sa od DNA líši len nepatrne. Je jednovláknová, ako
cukor obsahuje ribózu a namiesto tymínu (T) má štruktúrne podobnú bázu uracil (U).

6~þDVQi JHQHWLND YHQXMH YH�N~ SR]RUQRV" PLNURRUJDQL]PRP� SUHGRYãHWNêP EDNWpULiP D

IiJRP� 3RSUL QHQiURþQHM NXOWLYiFLL MH LFK YH�NRX SUHGQRV"RX� åH VD UêFKOR UR]PQRåXM~�
Napríklad z jedného IiJD P{åHPH ]D �� PLQ~W GRVWD" Då ��� NySLt�

Bakteriálna bunka Pi RUJDQL]iFLX åLYHM KPRW\ W\SLFN~ SUH EXQN\ YãHWNêFK RUJDQL]PRY� -H

obalená bunkovou stenou a v F\WRSOD]PH VD QDFKiG]DM~ G{OHåLWp organely (ako napríklad
ULER]yP\ XSODW�XM~FH VD SUL EXGRYDQt ELHONRYLQRYêFK EXQLHN QD ]iNODGH NyGX '1$��

*HQHWLFNê V\VWpP EDNWpULH MH WYRUHQê GOKêP� NUXKRYLWR VWRþHQêP YOiNQRP dvojzávitnice
DNA, ktorá predstavuje bakteriálny chromozóm.

Bakteriofágy �EDNWHULiOQH YtUXV\� V~ YH�PL MHGQRGXFKp V\VWpP\ VWRMDFH QD KUDQLFL PHG]L

åLYRX D QHåLYRX KPRWRX� 0HG]L QDMãWXGRYDQHMãLH fágy patria tzv. T-fágy� NWRUp PDM~ KODYLþNX

s ELþíkom a napádajú baktérie Escherichia coli (E. coli ) nachádzajúce sa v þUHYiFK þORYHND�

T-fág sa skladá z bielkovinového obalu, v NWRURP MH XORåHQi '1$ fága. Infekcia
EDNWHULiOQ\FK EXQLHN SUHELHKD WDN� åH IiJ QDVDGQH ELþtNRP QD EXQNRY~ VWHQX EDNWpULH�

naruší ju a do vnútra baktérie vnikne fágová DNA. Fágová DNA sa v bakteriálnej bunke
]DþQH UR]PQRåRYD" D ]Y\þDMQH ]QHIXQNþQt SDPl"RYp PpGLXP JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH

baktérie. Z DNA fága sa za výdatnej pomoci enzymatického systému baktérie budujú
ELHONRYLQRYp þDVWL WLHO QRYêFK fágov.

V PLQXORP VWRURþt VD ]LVWLOR� åH EDNWpULH V~ S{YRGFRYLD PQRKêFK FKRU{E D Y štyridsiatych
URNRFK WRKRWR VWRURþLD VD ]DþDOD YêURED SUYpKR DQWLELRWLND � SHQLFLOtQX� 2GYWHG\ VD SRVWXSQH

Y\YtMDOL QRYp D QRYp DQWLELRWLNi� 8å Y Sl"GHVLDW\FK URNRFK VD YãDN XNi]DOR� åH ~þLQQRV"

DQWLELRWtN ]DþDOD SUXGNR NOHVD"� 2GROQRV" EDNWpULt V~YLVt V genetickou adaptáciou
mikroorganizmov. V EDNWpULiFK WRWLå H[LVWXM~ RNUHP chromozomálnej DNA ešte aj iné
geneticky autonómne jednotky - plazmidy� *pQ\ ]RGSRYHGQp ]D YODVWQRV" UH]LVWHQFLH

EDNWpULt YRþL DQWLELRWLNiP VD QDFKiG]DM~ Y bakteriálnych R-plazmidoch. Plazmidy nie sú
QHY\KQXWQp SUH åLYRWQ~ IXQNFLX EDNWpULH� 3OD]PLGRYp '1$ V~ G{OHåLWp SUH SUHåLWLH EDNWpULt�
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ak sa tieto dostanú do prostredia, proti ktorému SOD]PLG\ NyGXM~ YêUREX ~þLQQêFK

ochranných látok. 5�SOD]PLG\ P{åX Y\YROD" NRQMXJiFLX EDNWpULt D P{åX VD Y bunke
UHSOLNRYD" QH]iYLVOH RG replikácie bakteriálneho chromozómu. Dvojvláknová kruhová
molekula R-plazmidu sa pri konjugácii rozpojí a presúva sa (podobne ako chromozóm) do
�DOãHM EXQN\� 9 S{YRGQHM KRVWLWH�VNHM EXQNH VD YOiNQR ]QRYD dosyntetizuje.

V VHGHPGHVLDW\FK URNRFK EROD REMDYHQi �DOãLD IRUPD QH]iYLVOpKR JHQHWLFNpKR V\VWpPX

v baktériách. Ide o prvky DNA, ktoré sa od bakteriálneho chromozómu odpájajú D RSl"

SULSiMDM~ QD UR]OLþQêFK SR]tFLiFK� 1DMVN{U VD SUH WDNpWR SUYN\ SRXåtYDOR SRPHQRYDQLH

PRELOQp JpQ\� QHVN{U VD ]DþDOL R]QDþRYD" DNR transpozóny. Transpozóny majú na koncoch
palindromatické nukleotidové VHNYHQFLH� WDNåH NRQFH V~ N sebe pripútané viazaním
NRPSOHPHQWiUQ\FK Ei] D YR�Qi þDV" WUDQVSR]yQX QHVLH VDPRWQê SXWXM~FL IXQNþQê JpQ�
=iURYH� WYRULD NRQFH WUDQVSR]yQRY DM W]Y� LQ]HUþQp VHNYHQFLH� SRPRFRX NWRUêFK VD P{åX
WUDQVSR]yQ\ YVXQ~" GR UR]OLþQêFK PLHVW EDNWHULiOQHKR FKURPR]yPX D VSROX V ním sa
UHSOLNRYD"� 7UDQVSR]yQ\ VD RG EDNWHULiOQHKR FKURPR]yPX P{åX DM RGWUKQ~" D H[LVWRYD"

samostatne. Na rozdiel od plazmidov však nie sú schopné samostatne sa UHSOLNRYD" D SUH

UR]PRQRåRYDQLH SRWUHEXM~ QDYLD]DQLH QD replikóny� þR V~ ~VHN\ '1$ VFKRSQp VDPRVWDWQHM

replikácie. 7UDQVSR]yQ\� RNUHP LQpKR� P{åX QLHV" DM JpQ\ UH]LVWHQFLH SURWL DQWLELRWLNiP�

Obrovský význam extrachromozomálnych genetických systémov v EDNWpULiFK VSRþtYD
v PRåQRVWL SUHQRVX JHQHWLFNHM LQIRUPiFLH QLHOHQ Y UiPFL MHGQRWOLYêFK GUXKRY

mikroorganizmov, ale aj v rámci WD[RQRPLFN\ QHSUtEX]QêFK URGRY� 7DN VD QDSUtNODG P{åH
VWD"� åH VD R-plazmid z vcelku nevinnej bunky baktérie E. coli dostane do nejakej
vysokopatogénnej baktérie. Mimochromozomálny geneticky autonómny systém predstavuje
v prírode zásobáre� UH]LVWHQWQêFK JpQRY� NWRUp V~ VFKRSQp UêFKOR VD ãtUL" GR UR]OLþQêFK
NPH�RY EDNWpULt� 7êP VD ]iURYH� ]Y\ãXMH JHQHWLFNi YDULDELOLWD PLNURRUJDQL]PRY�

=iVDGQê REMDY� NWRUê XPRåQLO þORYHNX DNWtYQH ]DVDKRYD" GR JHQHWLFNpKR PDWHULiOX
mikroorganizmov, bolo objavenie špecifických enzýmov - UHãWULNþQêFK endonukleáz. Tieto
ãWLHSLD PROHNXOX '1$ QD ãSHFLILFNêFK UHãWULNþQêFK PLHVWDFK� )XQJXM~ WHGD DNR QRåQLFH QD
strihanie molekúl DNA v špecifických pozíciách. Do roku 1970 boli známe len enzýmy, ktoré
EX� ãWLHSLOL QXNOHRYp N\VHOLQ\ QD YH�Np þDVWL� DOHER LFK UR]EtMDOL QD MHGQRWOLYp nukleotidy.
5HãWULNþQp endonukleázy boli objavené pri štúdiu interakcie fágovej DNA s KRVWLWH�VNRX

EDNWHULiOQRX EXQNRX� 3R]RURYDOR VD� åH DN LQILNXMHPH MHGQêP W\SRP fága rovnako
rezistentnú populáciu baktérií, v �DOãtFK JHQHUiFLiFK VD fág postupne prispôsobuje
RFKUDQQpPX V\VWpPX KRVWLWH�VNêFK EXQLHN D SR QLHNR�NêFK JHQHUiFLiFK VD Xå UR]PQRåXMH

na pôvodne rezistentných baktériách v plnej sile. Mechanizmus rezistencie bakteriálnej
EXQN\ YRþL IiJRYHM LQIHNFLL VSRþtYD Y produkcii špecifického enzýmu-endonukleázy, ktorá
štiepi cudzorodú (fágovú) DNA na malé kúsky. Chromozómová DNA vlastnej bunky je na
XUþLWêFK PLHVWDFK R]QDþHQi metylovou skupinou, ktorá HQGRQXNOHi]H VLJQDOL]XMH� åH LGH R
GRPiFX '1$� 3UL VLOQêFK QiND]iFK YãDN RFKUDQQê V\VWpP EDNWpULH GRNRQDOH QH]QLþt fágovú
DNA. Neporušené IiJRYp '1$ R]QDþt EDNWHULiOQD EXQND QD URYQDNêFK PLHVWDFK DNR
YODVWQ~� 3R LQIHNFLL �DOãHM EXQN\ Xå endonukleáza nerozozná vlastnú DNA od cudzej.

5HãWULNþQp HQGRQXNOHi]\ PDM~ G{OHåLW~ YODVWQRV" � ãWLHSLD '1$ QD URYQDNêFK

špecifických miestach. Po pôsobení UHVWULNþQHM HQGRQXNOHi]\ MHGQpKR W\SX Y]QLNDM~ YåG\

rovnaké konce rozštiepenej dvojzávitnice DNA. Napríklad endonukleáza EcoR I štiepi
dvojzávit DNA v VHNYHQFLL *$$77* �YL� REU� ������ 5R]ãWLHSHQêP N~VNRP '1$ VD KRYRUt

lepkavé konce (sticky HQGV�� 1LHNWRUp UHãWULNþQp endonukleázy, ako napr. Hae III, rozstrihnú
GYRM]iYLW '1$ SULDPR PHG]L GYRMLFDPL Ei] �REU� ����� D Y]QLNQ~ W]Y� WXSp NRQFH� 5HãWULNþQp
endonukleázy predstavujú prvý krok k získaniu presne definovaných malých úsekov DNA.
Krátke molekuly DNA sa nazývajú aj oligonukleotidy.
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Obrázok 11.2. =Qi]RUQHQLH þLQQRVWL UHãWULNþQpKR HQ]êPX EcoR I. Enzým “rozstrihne” dvojzávit DNA
QD PLHVWDFK Y\]QDþHQêFK ãtSNDPL� WDNåH Y]QLNQ~ GYD YR�Qp ³OHSNDYp´ NRQFH�

,Qê� QHPHQHM G{OHåLWê HQ]êP SUH JpQRY~ PDQLSXOiFLX MH DNA-ligáza. Tento enzým je
VFKRSQê RSl" VSRML" MHGQRWOLYp NRQFH UR]VWULKQXWHM '1$� 7R QDSUtNODG XPRå�XMH YORåL" GR

rozstrihnutej kruhovej molekuly SOD]PLGX N~VRN FXG]RURGHM '1$ D NUXK X]DWYRUL"� 1LHNWRUp

OLJi]\ V~ VFKRSQp VSiMD" �WXSp� NRQFH PROHN~O '1$� NWRUp Y]QLNDM~ SUL VWULKDQt QDSUtNODG
enzýmom Hae III �REU� ������ 7DNWR VD QD �WXSp� NRQFH P{åX SULSiMD" NUiWNH XPHOR

syntetizované úseky DNA-linkery, ktoré majú na druhom konci nukleotidové sekvencie
vhodné na pripojenie k nejakej nosnej DNA. Pripravený úsek sa pomocou OLQNHURY YORåt GR

PROHNXO\ '1$� NWRUHM �OHSNDYp� NRQFH PDM~ �Y]K�DGRP QD �OHSNDYp� NRQFH linkerov)
komplementárne sekvencie nukleotidov.

Jedným z QDMYiåQHMãtFK SUREOpPRY PROHNXOiUQHM JHQHWLN\ MH WUDQVSRUW D LQWHJUiFLD

FXG]LHKR JpQX GR JHQHWLFNpKR V\VWpPX KRVWLWH�VNHM EXQN\� $E\ EROR PRåQp ~VHN FXG]HM

DNA v KRVWLWH�VNHM EXQNH UHSOLNRYD"� MH SRWUHEQp� DE\ ERO VSRMHQê VR V\VWpPRP� NWRUê MH
schopný samostatnej UHSOLNiFLH� 8å VPH VSRPHQXOL� åH WDNpWR V\VWpP\ VD QD]êYDM~

UHSOLNyQ\� =Y\þDMQH VD WDNêWR SURFHV SRSLVXMH DNR VSRMHQLH FXG]RURGHM '1$ V vhodným
vektorom, spolu s NWRUêP VD SUHQHVLH GR KRVWLWH�VNHM EXQN\� 9HNWRU VD Y KRVWLWH�VNHM EXQNe
VDPRVWDWQH UR]PQRåXMH D Y\WYRUt YLDFHUR NySLt� 7DNêWR SURFHV VD QD]êYD molekulové
klonovanie. Najvhodnejšími vektormi sú plazmidy, fágy a vírusy.

Obrázok 11.3. ýLQQRV" UHãWULNþQHM endonukleázy Hae III. Tento enzým “rozstrihne” dvojzávitnicu DNA
priamo medzi dvojicami báz a vzniknú dva "tupé" konce.
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Hlavné etapy prípravy vektora sú: rozštiepenie plazmidovej kruhovej molekuly DNA,
pripojenie cudzorodého fragmentu a opätovné spojenie do kruhu. Dnes sa okrem prírodných
SOD]PLGRY SRXåtYDM~ DM XPHOR VNRQãWUXRYDQp plazmidy. Ich hlavnou výhodou je lepšia
PDQLSXORYDWH�QRV"� 1DSUtNODG XPHOê YHNWRU pBR 322 sa skonštruoval na báze plazmidu pSC
101. Z pôvodného plazmidu sa okrem signálov pre UHSOLNiFLX SUHEUDOD DM UH]LVWHQFLD YRþL

ampicilínu a tetracyklínu. Nepotrebné nukleotidové VHNYHQFLH VD RGVWUiQLOL� +PRWQRV"

vektora pBR 322 je v porovnaní s KPRWQRV"RX plazmidu pSC 101 trikrát menšia. Vektor pBR
322 obsahuje 4361 párov báz.

$NR YHNWRU\ VD SRXåtYDM~ DM IiJ\ D YtUXV\� 7LHWR VD UR]PQRåXM~ Y KRVWLWH�ských bunkách a
P{åX Y\WYRUL" Då QLHNR�NR VWR NySLt� Fág lambda Pi �� ��� Ei]RYêFK SiURY D UR]PQRåXMH VD

v baktérii E. coli� 0i OLQHiUQX PROHNXOX '1$� NWRUi ]D XUþLWêFK RNROQRVWt P{åH Y\WYRUL" NUXK�
Podobne ako v prípade plazmidov sa vytvorili aj tzv. fágy chárony. )iJRYi '1$ REVDKXMH Då
40% sekvencií, ktoré nie sú potrebné pre vývoj IiJD D P{åX VD Y\VWULKQ~" UHãWULNþQRX
endonukleázou. Umelý fág M 13� NWRUê VD SRXåtYD QD WUDQVSRUW JpQRY� Pi MHGQRYOiNQRY~

NUXKRY~ '1$ G�åN\ ���� QXOHRWLGRY� %RKXåLD� VD YãDN PROHNXO\ fágovej DNA
s QDLPSODQWRYDQRX FXG]RURGRX '1$ P{åX UR]PQRåRYD"� OHQ DN G�åND WDNpKRWR YHNWRUD

QHSUHVLDKQH ���� G�åN\ PROHNXO\ S{YRGQpKR fága.

Obrázok 11.4. Prenos cudzorodej DNA do baktérie pomocou kozmidu. (a) Kozmid - kruhová štruktúra
VD QDUXãt UHãWULNþQêP HQ]êPRP� �E� FXG]RURGi '1$ � ~VHN XUþHQê QD SUHQRV � VD Y\VWULKQH UHãWULNþQRX

endonukleázou, (c) vystrihnutý úsek cudzorodej DNA sa vsunie do lineárneho vlákna pomocou ligázy,
obnoví sa kruhová štruktúra kozmidu, (d) zabalenie rekombinantnej DNA do fágovej hlavy a následné
prenesenie do baktérie (g), v ktorej sa teraz okrem bakteriálnej chromozomálnej DNA (e) nachádza aj
kozmid (f) s “prepašovaným” úsekom cudzorodej DNA.

Na prenos a replikáciu YDþãtFK UH"D]FRY '1$ VD SRXåtYDM~ W]Y� kozmidy. Sú to umelo
skonštruované útvary podobné plazmidom. Obsahujú informáciu pre "YED�RYDFt V\VWpP�

fágov. Po pridaní in vivo SULSUDYHQêFK V~þDVWt IiJRY �REDO� ELþtN� MH FHOi kozmidová DNA
"zabalená" a pomocou IiJRYêFK PHFKDQL]PRY YQHVHQi GR KRVWLWH�VNHM EXQN\� 9 QHM VD Xå

replikuje samostatne, podobne ako plazmid. Mechanizmus prenosu cudzorodej DNA do
KRVWLWH�VNHM EXQN\ SRPRFRX kozmidu je znázornený na obr. 11.4. Pre porovnanie uvádzame,
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åH �YH�Np� SOD]PLG\ REVDKXM~FH Y\ãH �� ��� Ei]RYêFK SiURY VD Xå UHSOLNXM~ SRPHUQH "DåNR�

kým IiJ\ �XQHV~� Då �� ��� Ei]RYêFK SiURY� 9H�NRV" kozmidov (45 000 - 50 000 bázových
SiURY� MH OLPLWRYDQi YH�NRV"RX fágovej hlavy.

Metóda molekulárneho NORQRYDQLD Y\FKiG]D ] SUHGSRNODGX� åH EXQND MH VFKRSQi ]D
XUþLWêFK RNROQRVWt UHSOLNRYD" FXG]RURG~ '1$� *HQHWLFN\ ]PDQLSXORYDQê YHNWRU VD PXVt

GRVWD" GR KRVWLWH�VNHM EXQN\� NWRUi W~WR VOXåEX Y\NRQi� 7LHWR SURFHV\ YãDN SUHELHKDM~ ]D

KUDQLFDPL PRåQRVWt VYHWHOQpKR PLNURVNRSX� D SUHWR VD QD VOHGRYDQLH LFK SULHEHKX SRXåtYDM~
nepriame genetické metódy. Ako príklad si uvedieme molekulárne klonovanie pomocou
umelého plazmidu S%5 ���� 9\XåtYD VD VNXWRþQRV"� åH UHãWULNþQp PLHVWR� NGH VD QDSiMD

cudzorodá DNA, sa nachádza v géne na rezistenciu proti ampicilínu. Plazmid pBR 322 má
YãDN DM JpQ UH]LVWHQFLH SURWL WHWUDF\NOtQX� NWRUê ]RVWDQH QHSRUXãHQê� 3UDNWLFN\ QLH MH PRåQp

]DEH]SHþL"� DE\ YãHWN\ plazmidy obsahovali po génovej manipulácii cudzorodú
UHNRPELQDQWQ~ '1$� $N Y\VHMHPH KRVWLWH�VNp EDNWHULiOQH EXQN\ QD SODW�X V tetracyklínom,
UR]PQRåLD VD YãHWN\ EDNWpULH� GR NWRUêFK SUHQLNRO YHNWRU S%5 ���� þL Xå V rekombinantnou
DNA, alebo bez nej. Ak neskôr takto vyselektované bunky prenesieme do prostredia
s DPSLFLOtQRP� UR]PQRåRYD" VD EXG~ OHQ EXQN\ QHREVDKXM~FH UHNRPELQDQWQ~ '1$� SUHWRåH

plazmidy, ktoré do nich prenikli, majú neporušený gén rezistencie proti ampicilínu. Dnes sa
na selekciu baktérií obsahujúcich UHNRPELQDQWQ~ '1$ SRXåtYDM~ VN{U VLJQiOQH JpQ\� NWRUp

VD GDM~ �DKNR �QDSU� IDUHEQH� ]LVWL"� .ROyQLH EXQLHN VD OtãLD IDUHEQH� VYLHWLD� DOHER UDVW~ QD

vybranom substráte.

Obrázok 11.5. Technika SRO\PHUi]QHM UH"D]RYHM UHDNFLH �PCR). Dvojzávitnicu vzorovej DNA (a)
zahriatím rozdelíme na dve komplementárne jednovláknové molekuly DNA (d-e). Po následnom
ochladení sa iniciátory (E�F� YLDåX QD YOiNQD �G� D �H�� (Q]êP Taq polymeráza dosyntetizuje príslušné
komplementárne vlákna (I�J�� WDNåH ] S{YRGQHM dvojzávitnice DNA (a) dostávame dve identické kópie
(h-i).
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Význam objavu SRO\PHUi]QHM UH"D]RYHM UHDNFLH (Polymerase Chain Reaction - PCR) sa
v genetike porovnáva s Yê]QDPRP REMDYX WODþLDUHQVNpKR OLVX Y renesancii. Technika PCR
P{åH Y SULHEHKX QLHNR�NêFK PLQ~W Då KRGtQ ]QiVREL" SRåDGRYDQ~ VHNYHQFLX '1$ QLHNR�NR

stomiliónov-krát. 3&5 MH ]DORåHQi QD termostabilnom enzýme Taq polymeráze, ktorý je
VFKRSQê V\QWHWL]RYD" NRPSOHPHQWiUQ\ UH"D]HF N GDQpPX UH"D]FX '1$ Y zmesi obsahujúcej
jednak samostatné DNA bázy, jednak oligonukleotidové DNA molekuly dlhé asi 20 báz.
Oligonukleotidy hrajú úlohu iniciátorov a anglicky sa nazývajú primers. Iniciátory tvoria krátke
UH"D]FH '1$ NRPSOHPHQWiUQH N RSDþQêP NRQFRP SURWL�DKOêFK UH"D]FRY dvojzávitnice
S{YRGQHM '1$� &HOi ]PHV VD QDMSUY ]RKUHMH� DE\ VD QDY]iMRP VHSDURYDOL OLQHiUQH UH"D]FH

v dvojzávitnici vzorovej DNA. Neskôr sa zmes ochladí a LQLFLiWRU\ VD QDYLDåX QD NRQFH

oddelených jednovláknových molekúl DNA. Potom sa pomocou Taq-polymerázy syntetizujú
komplementárne molekuly k RGGHOHQêP UH"D]FRP Y]RURYHM '1$� þtP VPH GRVWDOL GYD

identické GYRM]iYLW\ ]GURMRYHM '1$� 7HQWR SURFHV VD RSDNXMH� SULþRP SRþHW V\QWHWL]RYDQêFK
dvojzávitových kópií vzorovej DNA rastie exponenciálne. Za jednu hodinu prebehne asi 20
3&5 F\NORY� SULþRP VD SRþHW NySLt ]Ylþãt DVL �

20 ≈ 106 krát. Na obr. 11.5 je názorné
zobrazenie techniky PCR.

3UY DNR SULNURþtPH N SUtNODGRP ULHãHQLD NRQNUpWQ\FK SUREOpPRY YêSRþWDPL QD Ei]H '1$�
VWUXþQH ]UHNDSLWXOXMPH IDNW\ R MHGQRP ] QDMUR]ãtUHQHMãtFK WHRUHWLFNêFK PRGHORY

V\PEROLFNêFK YêSRþWRYêFK V\VWpPRY �YUiWDQH QDMPRGHUQHMãtFK VXSHUSRþtWDþRY� � R

Turingovom stroji.

����������	����������
������	����������� !

.RQHþQRVWDYRYê DXWRPDW SR]RVWiYD ] NRQHþQHM PQRåLQ\ stavov D NRQHþQpKR ]R]QDPX

prechodových pravidiel� .DåGp SUHFKRGRYp SUDYLGOR Pi WYDU� DN VL Y VWDYH i a na vstupe máš
symbol A� FKR� GR VWDYX j a na výstup daj symbol B. Turingov stroj je NRQHþQRVWDYRYê
DXWRPDW� NWRUê MH QDY\ãH Y\EDYHQê QHNRQHþQRX 1-dimenzionálnou zapisovacou páskou, na
NWRUHM P{åH XFKRYiYD" LQIRUPiFLX ]DSLVRYDQtP V\PERORY GR MHGQRWOLYêFK SROtþRN� 6DPRWQê
7XULQJRY VWURM MH SRWRP GHILQRYDQê NRQHþQRX PQRåLQRX SUDYLGLHO WYDUX� DN VL Y VWDYH i a na
SROtþNX� NWRUp SUiYH þtWDã� MH ]DStVDQê V\PERO A� SRWRP ]PH� VYRM VWDY QD j, prepíš symbol A
na symbol B D SRKQL VD QD SiVNH R MHGQR SROtþNR GRSUDYD� 3RK\E QD SiVNH P{åH E\" DM

VPHURP GR�DYD� SUtSDGQH DNWXiOQH SROtþNR QD SiVNH Y{EHF QHPXVtPH RSXVWL"� Turingov stroj
má špeciálny koncový stav� ] NWRUpKR Xå QLH MH PRåQê SUHFKRG GR LQpKR VWDYX� 1D ]DþLDWNX

YêSRþWX MH ]DSOQHQi OHQ NRQFRYi þDV" SiVN\ �QD RVWDWQêFK SROtþNDFK V~ W]Y� SUi]GQH

V\PERO\�� 3RþLDWRþQê REVDK SiVN\ UHSUH]HQWXMH ³SURJUDP´ SUH Turingov stroj.
+RYRUtPH� åH VWURM M má XQLYHU]iOQH YêSRþWRYp VFKRSQRVWL QD QHMDNHM WULHGH YêSRþWRYêFK

systémov C� DN �XERYR�Qê VWURM N z triedy C P{åH E\" emulovaný na M jeho vhodným
naprogramovaním. 7XULQJRYH VWURMH V~ XQLYHU]iOQH QD WULHGH YãHWNêFK NRQYHQþQêFK
SRþtWDþRY � H[LVWXM~ ãSHFLiOQH univerzálne Turingove stroje� NWRUp P{åX HPXORYD" �XERYR�Qê

LQê YêSRþWRYê V\VWpP� NWRUê E\ VPH Y V~þDVQRVWL QD]YDOL ³SRþtWDþRP´�
Nedeterministický Turingov stroj Pi PQRåLQX SUDYLGLHO� NWRUp QHPXVLD ]D NDåGêFK

RNROQRVWt ãSHFLILNRYD" MHGLQ~ PRåQ~ DNFLX� DOH Y XUþLWêFK V~YLVORVWLDFK SRQ~NDM~ YLDFHUR
PRåQRVWt QD YêEHU �QDSU� SR ]PHQH VWDYX D SUHStVDQt V\PEROX QD SiVNH SRKQL KODYRX

GRSUDYD DOHER GR�DYD��
7ULHGD SUREOpPRY� NWRUp V~ ULHãLWH�Qp XQLYHU]iOQ\P Turingovým strojom za maximálne K

krokov, kde K je polynomiálnou IXQNFLRX SRþWX ELWRY QD YVWXSH� VD R]QDþXMH P. Ak v
predošlej vete vymeníme univerzálny Turingov stroj za nedeterministický univerzálny
7XULQJRY VWURM� GRVWiYDPH WULHGX ~ORK� NWRUi EêYD R]QDþHQi 13� =QDPHQi WR� åH DN E\ VPH
VD YHGHOL SUL QHGHWHUPLQLVWLFNRP YêEHUH SUDYLGLHO ³VSUiYQH´ UR]KRGRYD"� WUYDO E\ YêSRþHW OHQ

SRO\QRPLiOQ\ SRþHW NURNRY Y]K�DGRP QD YH�NRV" YVWXSX� 3UREOpP MH YãDN Y WRP� åH YlþãLQRX
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QHYLHPH� NWRUp SUDYLGOR MH Y GDQRP PRPHQWH QDMYKRGQHMãLH SRXåL"� D WDN VD YêSRþHW P{åH

QH~PHUQH SUHG�åL" �Då QD exponenciálny SRþHW NURNRY Y]K�DGRP QD YH�NRV" YVWXSX�� 7ULHGD

problémov X WDNi� åH NDåG~ ~ORKX ] 13 PRåQR SUHYLHV" Y SRO\QRPLiOQRP þDVH QD ~ORKX Y X,
sa nazýva NP-úplná� 9R YãHREHFQRVWL VD SUHGSRNODGi� åH WULHGD P je vlastnou SRGPQRåLQRX

WULHG\ 13 D åH NP-úplné SUREOpP\ PRåQR YR YãHREHFQRVWL ULHãL" QD GHWHUPLQLVWLFNêFK

7XULQJRYêFK VWURMRFK OHQ ]D H[SRQHQFLiOQ\ SRþHW NURNRY� 7RWR SRPHUQH SHVLPLVWLFNp
WYUGHQLH RVWiYD VWiOH RWYRUHQRX RWi]NRX� DM NH� YlþãLQD WHRUHWLFNêFK informatikov verí v jeho
SUDYGLYRV"�

11.3 Formálna notácia operácií nad DNA

V RGERUQHM OLWHUDW~UH MH PRåQp QiMV" PQRKR UR]OLþQêFK IRUPiOQ\FK ]iSLVRY ãWUXNW~U\ '1$ D

RSHUiFLt QDG UH"D]FDPL '1$� .H�åH SRþtWDQLH QD Ei]H '1$ MH PODGi YHGQi GLVFLSOtQD�

neexistuje v V~þDVQRVWL YãHREHFQH DNFHSWRYDQi QRWiFLD SUH NRPSDNWQê ]iSLV

H[SHULPHQWiOQ\FK SRVWXSRY� þL IRUPXOiFLX WHRUHWLFNêFK YêVOHGNRY� 9 tejto kapitole budeme
SRXåtYD" QRWiFLX� NWRU~ ]DYLHGOL WUDMD informatici Dan Boneh, Christopher Dunworth a Richard
Lipton z Princetonskej univerzity v USA.

8å VPH VSRPHQXOL� åH PROHNXOX '1$ PRåQR SRYDåRYD" ]D UHSUH]HQWiFLX RULHQWRYDQpKR

UH"D]FD QDG DEHFHGRX x=(x1,x2,...,xn)
T
� )RUPiOQH MH UH"D]HF� DOHER VORYR x nad abecedou

Ξ={A,T,G,C` NRQHþQi SRVWXSQRV" V\PERORY ] Ξ, napr. x=ACCTGAC� 0QRåLQX YãHWNêFK

QHSUi]GQ\FK NRQHþQêFK VORY QDG DEHFHGRX Ξ R]QDþXMHPH Ξ+. .RPSOHPHQW UH"D]FD x je
slovo x̂ � Y NWRURP MH NDåGê V\PERO QDKUDGHQê MHKR Watsonovým-Crickovým komplementom.
Inými slovami, x̂ Y]QLNQH WDN� åH QD NDåGê V\PERO UH"D]FD x aplikujeme zobrazenie A →T,
C →G, G →C, T →A� 5H"D]HF� Y NWRURP V\PERO\ QDVOHGXM~ Y RSDþQRP SRUDGt� DNR Y VORYH

x� VD R]QDþXMH xR.
3UH NDåGê UH"D]HF x ∈  Ξ+ nad Ξ existuje molekula DNA, v ktorej za sebou nasledujúce

bázy v orientácii 5’-3’ zodpovedajú symbolom slova x� 7DN~WR PROHNXOX EXGHPH R]QDþRYD"

↑  x. ↓  x R]QDþXMH PROHNXOX '1$ NRPSOHPHQWiUQX N PROHNXOH ↑  x� .H� VD PROHNXO\ ↑  x a ↓  x
spoja väzbami medzi komplementárnymi bázami, vznikne dvojzávit = x. Táto situácia
nastane, ak sú v roztoku molekuly ↑  x aj ↓  x a roztok ochladíme. Formálne ↑  x + ↓  x → = x.
Podobne pre x,y,z ∈  Ξ+ sa molekuly ↑  xy a ↓  yz za vhodných podmienok spoja, aby vytvorili
þLDVWRþQê dvojzávit ↑  x = y  ↓  z.

Nasledujúci príklad sumarizuje zavedené operátory:
=x ACCTGAC

∧
=x TGGACTG
=Rx CAGTCCA

′ ′↑ = − −5 3x ACCTGAC
∧ ′ ′↓ = − − =↑  

 
3 5 Rx TGGACTG x

′ ′− −
=

′ ′− −
7

5 3

3 5

ACCTGAC
x

TGGACTG

Nech
=y ATCGA

=z TTGAGCT ,
potom
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′ ′↑ = − −5 3xy ACCTGACATCGA

′ ′↑ = − −3 5yz TAGCTAACTCGA
a

′ ′− − − − − −
↑ + ↓ →↑ ↓ =

′ ′− − − − − − − − − − −
7

5 3

3 5

ACCTGACATCGA
xy yz x y z

TAGCTAACTCGA

11.4 Experiment L. ���������"����������hamiltonovskej cesty v
        orientovanom grafe na báze DNA

Matematika ako vedná disciplína prenikla do mnohých vedných odborov a v ich rámci
prispela k jasnej formulácii problémov a mnohokrát aj k ich elegantnému riešeniu. Výnimkou
QLH MH DQL ELROyJLD� ýLWDWH�D� NWRUê E\ VD FKFHO GR]YHGLH" YLDF R PDWHPDWLFNRP PRGHORYDQt

biologických procesov, odkazujeme napr. na publikáciu [1]. L. Adleman však túto situáciu
REUiWLO QDUXE\� 9\XåLO ELRORJLFNp SURFHV\ QD VLPXOiFLX PDWHPDWLFNêFK YêSRþWRY >�@� 3RGVWDWD

MHKR SUtVWXSX VSRþtYD Y NyGRYDQt LQIRUPiFLH QD UH"D]FRFK '1$ D YR Y\XåLWt HQ]êPRY QD

VLPXOiFLX MHGQRGXFKêFK YêSRþWRY�

Obrázok 11.6. 2ULHQWRYDQê JUDI SRXåLWê Y SRNXVH /� $GOHPDQD QiMV" YêSRþWDPL QD Ei]H '1$

hamiltonovskú cestu z uzla 0 do uzla 6.

L. $GOHPDQ VD SRGXMDO SUDNWLFN\ XNi]D" SRXåLWH�QRV" VYRMHM WHyULH QD WHVWRYDQt H[LVWHQFLH

hamiltonovskej cesty v orientovanom grafe. Problém existencie hamiltonovskej cesty v
orientovaných grafoch je 13�~SOQê� =QDPHQi WR� åH GRVLD� VD QHQDãLHO �D DNR VPH XYLHGOL�
mnoho LQIRUPDWLNRY YHUt� åH VD DQL QLNG\ QHQiMGH� DOJRULWPXV� NWRUê E\ SUH �XERYR�Qê

orientovaný graf G D SUH MHKR �XERYR�Qp GYD YUFKRO\ A,B, rozhodol po N NURNRFK� þL Y G
existuje cesta z A do B� SULþRP NDåGê YUFKRO JUDIX G E\ ERO QDYãWtYHQê SUiYH UD]� 3RþHW N
NURNRY DOJRULWPX SULWRP PXVt E\" SRO\QRPLiOQRX IXQNFLRX SRþWX YUFKRORY Y G� 9R�QH

povedané - overovanie existencie hamiltonovskej cesty v orientovanom grafe je vo
YãHREHFQRVWL YêSRþWRYR QiURþQi ~ORKD� 3RþHW NURNRY SRWUHEQêFK QD Y\ULHãHQLH SUREOpPX

UDVWLH H[SRQHQFLiOQH V YH�NRV"RX JUDIX� 7UHED YãDN SRYHGD"� åH NP-úplné problémy robia
starosti LQIRUPDWLNRP OHQ SUL ~ORKiFK YlþãLHKR UR]VDKX D /� Adleman si pre svoj experiment
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zvolil pomerne jednoduchý graf na obr. 11.6 so štartovacím uzlom 0 a koncovým uzlom 6.
Hamiltonovská cesta je  → → → → → →0 1 2 3 4 5 6 .

8YH�PH VL QDMSUY KUXEê QiþUW DOJRULWPX RYHUXM~FHKR H[LVWHQFLX hamiltonovskej cesty z
uzla A do uzla B v orientovanom grafe G s n vrcholmi:
 

1. generuj náhodné cesty v grafe G,
2. ponechaj si len cesty vychádzajúce z uzla A D NRQþLDFH Y X]OH

B,
3. Y\O~þ YãHWN\ FHVW\� NWRUêFK G�åND MH U{]QD RG n ,
4. SRQHFKDM VL OHQ WLH FHVW\� NWRUp QDYãWtYLD NDåGê YUFKRO QDMYLDF

raz,
5. DN MH PQRåLQD ]RVWiYDM~FLFK FLHVW QHSUi]GQD� GDM NODGQ~

RGSRYH�� LQiþ RGSRYHG] ]iSRUQH�

 
7HUD] VL RStãHPH� DNR VD GDM~ MHGQRWOLYp NURN\ WDNpKRWR DOJRULWPX UHDOL]RYD" SRPRFRX

molekúl DNA a operácií nad nimi.

1. .DåGê X]RO v grafu G VWRWRåQtPH V QiKRGQH ]YROHQêP UH"D]FRP O(v)=L(v)R(v� G�åN\ ���
NWRUê VD VNODGi ] GYRFK ]D VHERX QDVOHGXM~FLFK UH"D]FRY L(v), R(v� G�åN\ ���

Oligonukleotid kódujúci vrchol v je potom ↑  O(v�� .DåG~ RULHQWRYDQ~ KUDQX ] YUFKROX p do
vrcholu q zakódujeme úsekom DNA ↑R(p)L(q�� 2ULHQWRYDQp KUDQ\ ] SRþLDWRþQpKR
vrcholu vINI kódujme oligonukleotidmi O(vIN I)L(q� G�åN\ ��� 3RGREQH NyGXMHPH KUDQ\ GR
koncového vrcholu vEND oligonukleotidmi R(p)O(vEND). Za sebou nasledujúce hrany
tvoriace cestu v grafe G spájame pomocou komplementárnych kódov ↓O(v) vrcholov, cez
ktoré cesta prechádza. Napríklad ak v grafe G existujú hrany z vrcholu p do vrcholu q a z
vrcholu q do vrcholu r, potom reprezentácia cesty p →q →r vznikne zviazaním kódov
↑R(p)L(q) a ↑R(q)L(r) hrán p →q a q →r s komplementárnymi kódmi, ↓O(p)=↓L(p)↓R(p),
↓O(q)=↓L(q)↓R(q) a ↓O(r)=↓L(r)↓R(r) vrcholov p, q a r:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L p R p R p L q L q R q R q L r L r R r↓ ↓ + ↑ ↑ + ↓ ↓ + ↑ ↑ + ↓ ↓ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )L p R p O q L r R r↓ ↓7

2. 3RXåLWtP '1$�OLJi]\ PRåQR SRVSiMD" ]D VHERX QDVOHGXM~FH KUDQ\ D Y\JHQHURYD" Y

roztoku molekuly DNA, ktoré kódujú cesty v grafe G� $N GiPH GR UR]WRNX GRVWDWRþQp

PQRåVWYR PROHN~O� NWRUp NyGXM~ KUDQ\ D PROHN~O� NWRUp NRPSOHPHQWiUQH NyGXM~ YUFKRO\

grafu G (L. Adleman pridal do roztoku 50 SPRO ] NDåGpKR W\SX PROHN~O '1$�� H[LVWXMH

PRåQRV"� åH PHG]L Y\JHQHURYDQêPL FHVWDPL EXGH DM hamiltonovská cesta.
 
3. Molekuly kódujúce cesty v grafe G, ktoré boli vygenerované v predošlom kroku,

]QiVREtPH WHFKQLNRX 3&5 SRXåLWtP LQLFLiWRURY ↑O(vIN I) a ↓O(vEND�� 9H�Nê SRþHW NySLt
Y]QLNQH OHQ ] PROHN~O� NWRUp NyGXM~ FHVW\ ]DþtQDM~FH Y vIN I D NRQþLDFH Y vEND.

 
4. 3URGXNW\ NURNX �� ]RUDGtPH SRG�D YH�NRVWL PHWyGRX JpORYHM elektroforézy (molekulového

sita). Molekuly DNA nanesieme na štartovacie miesto aragózneho gélu, na ktorý pôsobí
HOHNWULFNp SROH� 9SO\YRP SR�D V~ PROHNXO\ '1$ SUL"DKRYDQp VPHURP N þHOX� 'OKãLH

PROHNXO\ SXWXM~ JpORP SRPDOãLH DNR NUDWãLH D SR XUþLWRP þDVH VD PROHNXO\ GLVWULEXXM~ Y

prostredí v jasne GHWHNRYDWH�QêFK SiVRFK� 3iVPD MHGQR]QDþQH RGSRYHGDM~ G�åNDP

molekúl. Napríklad pre Adlemanov graf na obr. 11.6 bolo treba GHWHNRYD" SiVPR PROHN~O
G�åN\ ��� Ei]RYêFK SiURY NyGXM~FLFK FHVW\ Y JUDIH G G�åN\ �� 0ROHNXO\ ] SUtVOXãQpKR

SiVPD H[WUDKXMHPH D FHOê SRVWXS QLHNR�NRNUiW RSDNXMHPH� DE\ VPH GRVLDKOL þR
QDMSUHVQHMãLX VHOHNFLX PROHN~O SRåDGRYDQHM G�åN\�
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5. ,WHUDWtYQH DSOLNXMHPH SURFHV DILQLWQpKR SUHþLV"RYDQLD �affinity purification). Najprv
zahriatím roztoku rozpojíme dvojzávity kódujúce cesty v grafe G na jednovláknové
PROHNXO\ '1$� 3RWRP SUH NDåGê YUFKRO v grafu G opakujeme tento postup: pre vrchol v
grafu G vygenerujeme kópie jeho komplementárnej reprezentácie ↓O(v) a pripojíme ich
QD PDJQHWLFNp þDVWLFH �SUHVQHMãLH� ↓O(v� R]QDþNXMHPH PROHNXODPL biotínu; biotínové
PROHNXO\ VD ]DV YLDåX QD PDJQHWLFNp þDVWLFH V avidínom). Molekuly vyselektované v
predošlom kroku necháme UHDVRFLRYD" VR VHNYHQFLDPL QD PDJQHWLFNêFK þDVWLFLDFK� 1D

PDJQHWLFNp þDVWLFH VD QDYLDåX OHQ PROHNXO\ NyGXM~FH FHVW\ SUHFKiG]DM~FH FH] YUFKRO v.
Ostatné molekuly z roztoku odplavíme.

 
6. 3UtWRPQRV" PROHNXO\ NyGXM~FHM hamiltonovskú cestu v grafe G overíme znásobením

SURGXNWRY GRWHUDMãtFK NURNRY SRPRFRX SURFHG~U\ 3&5 D QiVOHGQêP SRXåLWtP WHFKQLN\

gélovej elektroforézy.

9 þRP VSRþtYD KODYQê SUtQRV P\ãOLHQN\ /� $GOHPDQD Y\XåL" PROHNXO\ '1$ DNR YêSRþWRYp
PpGLXP >�@" 7HRUHWLFN\ P{åX PROHNXOiUQH SRþtWDþH SUHNRQD" H[LVWXM~FH VXSHUSRþtWDþH�

2SHUiFLH� NWRUp MH PRåQp Y\NRQD" QDG PROHNXODPL '1$ SRPRFRX PHWyG PROHNXOiUQHM

ELROyJLH� VD P{åX Y\XåL" SUL PDVtYQRP SDUDOHOQRP SUHK�DGiYDQt REURYVNêFK SULHVWRURY

ULHãHQt� 2GKDGXMH VD� åH PROHNXOiUQH SRþtWDþH E\ SUHNRQDOL H[LVWXM~FH SRþtWDþH QLHOHQ

VYRMRX UêFKORV"RX� DOH DM HNRQRPLNRX XFKRYiYDQLD LQIRUPiFLH D PDORX HQHUJHWLFNRX

spotrebou. $GOHPDQRY PRGHO MH VFKRSQê Y\NRQD" DVL ���×1018 operácií za sekundu. To je asi
1200000-krát viac ako najrýchleší VXSHUSRþtWDþ� 'QHãQp VXSHUSRþtWDþH VSRWUHEXM~ MHGHQ

joule na vykonanie 109
RSHUiFLt� (QHUJHWLFNi VSRWUHED PROHNXOiUQHKR SRþtWDþD MH DVL �×1019

RSHUiFLt QD MHGHQ MRXOH� =QDPHQi WR� åH PROHNXOiUQ\ SRþtWDþ E\ PRKRO E\" DVL ��
10-krát

efektívnejší ako moderné VXSHUSRþtWDþH� 3ULWRP PROHNXOiUQH SRþtWDþH SRWUHEXM~ QD

uchovanie jedného bitu informácie asi jeden kubický QDQRPHWHU� ]DWLD� þR H[LVWXM~FH

SDPl"RYp PpGLi XFKRYiYDM~ LQIRUPiFLX V KXVWRWRX DVL � ELW QD ��
12 kubických nanometrov.

Popri vlne nadšenia, ktorú Adlemanov pokus vyvolal, sa ozvali aj kritické hlasy
VSRFK\E�XM~FH MHKR RSWLPLVWLFNp Yt]LH pU\ PROHNXOiUQ\FK YêSRþWRYêFK V\VWpPRY� 9 þRP MH

SUREOpP" 3UDNWLFNi UHDOL]iFLD RSHUiFLt QDG '1$ QDUiåD QD PQRKp ~VNDOLD� NWRUp V~

profesionálnym genetikom úplne zrejmé, no pre informatikov ostávajú skryté. Konkrétny
problém, ktorý L. $GOHPDQ ULHãLO� MH WRWLå QDR]DM MHGQRGXFKê D þORYHN MH VFKRSQê QiMV" MHKR
ULHãHQLH SR FKYtOL XYDåRYDQLD� $GOHPDQRYL VWDþLOR ]DNyGRYD" � YUFKRORY RULHQWRYDQpKR JUDIX
G náhodne vygenerovanými ROLJRQXNOHRWLGPL G�åN\ ��� ,QWXLWtYQH MH ]UHMPp� åH WDNpWR

zakódovanie problému bude v poriadku okrem situácií, ktoré sú málo pravdepodobné. Ak by
VPH YãDN PDOL QiMV" KDPLOWRQRYVN~ FHVWX Y SRGVWDWQH YlþãRP JUDIH� EXGHPH SRWUHERYD"
GOKãLH NyG\ SUH YUFKRO\� D WêP Y]UDVWLH SUDYGHSRGREQRV" FKêE SUYpKR D GUXKpKR GUXKX �WHGD

zistenia falošných hamiltonovských ciest alebo nezistenia existujúcich hamiltonovských
ciest). Dlhšie kódy pre vrcholy prinášajú riziko nedokonalých alebo zle usmernených spájaní
NRPSOHPHQWiUQ\FK ~VHNRY '1$� 0{åH VD GRNRQFD VWD"� åH YOiNQR '1$ VD RKQH D Y\WYRUt

QD XUþLWRP ~VHNX dvojzávit samo so sebou. Takáto situácia nastane, ak molekula DNA
REVDKXMH GYH GRVWDWRþQH GOKp podpostupnosti báz U a V WDNp� åH ↑U = ↓V. Takýmto
sekvenciám sa hovorí palindrómy. Deformované vlákno DNA pripomína sponku do vlasov
(hairpin match).

Problém vhodných kódov pre model L. Adlemana analyzovali R. Deaton a
VSROXSUDFRYQtFL Y >�@� +ODYQRX P\ãOLHQNRX LFK SUtVWXSX MH SRXåL" WDNp NyG\ O(v)=L(v)R(v) pre
vrcholy v∈ V(G) grafu G� DE\ VD PROHNXO\ ] PQRåLQ\

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }L v v V G L v v V G R v v V G R v v V G↑ ∈ ∪ ↓ ∈ ∪ ↑ ∈ ∪ ↓ ∈ ,

kde V(G� MH PQRåLQD YUFKRORY JUDIX G, odlišovali v najmenej t bázach. Parameter t závisí od
G�åN\ oligonukleotidov N D RG SRGPLHQRN� ]D NWRUêFK VD YêSRþHW UHDOL]XMH�
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Iný prístup k vhodnému kódovaniu informácie, ktorý by obišiel problém palindrómov a
]DEH]SHþLO GRVWDWRþQ~ U{]QRV" NyGXM~FLFK VHNYHQFLt� PRåQR QiMV" Y >�@� 3RVWXSQRVWL Ei] Y

kódujúcich molekulách DNA zodpovedajú modifikovaným DeBruijnovým sekvenciám.

11.5 R. #��	���"�$������� ����	���� 	����%�������&���'�����
�������

Americký matematik R. J. Lipton z Princetonskej univerzity rozšíril prácu L. Adlemana a
SRVWDYLO MX QD SHYQHMãt IRUPiOQ\ ]iNODG >���@� 6~VWUHGLO VD QD ULHãHQLH �DOãLHKR NP-úplného
SUREOpPX � XUþHQLD VSOQLWH�QRVWL ORJLFNHM IRUPXO\ �)RUPXOD Satisfaction Problem). Formálne
PRåQR WHQWR SUREOpP Y\MDGUL" WDNWR� PiPH GDQ~ �SRWHQFLiOQH �XERYR�Q~� ORJLFN~ IRUPXOX

F(x1,...,xn� G�åN\ s� 5R]KRGQLWH� þL H[LVWXM~ WDNp pravdivostné hodnoty boolovských
premenných x1,...,xn� åH IRUPXOD F(x1,...,xn) je pravdivá. Takémuto problému sa hovorí aj
(n,s��SUREOpP VSOQLWH�QRVWL ORJLFNHM IRUPXO\�

R. /LSWRQ VD UR]KRGRO Y\EXGRYD" YãHREHFQHMãLX VWUDWpJLX YêSRþWRY QD Ei]H '1$� SUHWRåH

FtWLO� åH SRVWXS /� Adlemana je “šitý na mieru” problému hamiltonovskej cesty a nie je priamo
SRXåLWH�Qê SUH ULHãHQLH DNHMNR�YHN 13�~SOQHM ~ORK\� 6DPR]UHMPH� MHGQRX ] PRåQRVWt E\ EROR
daný 13�~SOQê SUREOpP WUDQVIRUPRYD" QD NRQYHQþQRP SRþtWDþL �Y SRO\QRPLiOQRP þDVH� QD

problém existencie KDPLOWRQRYVNHM FHVW\ Y RULHQWRYDQRP JUDIH D WHQWR Y\ULHãL" QD Ei]H '1$�

7DNêWR SUtVWXS E\ YãDN QHERO HOHJDQWQê D QHSRVXQXO E\ YêVNXP Y REODVWL YêSRþWRY QD Ei]H
DNA na systematickejšiu platformu. Jedným z prínosov R. /LSWRQD EROR� åH XNi]DO DNR
SRVWXSRYD" SUL LPSOHPHQWiFLt KLHUDUFKLFN\ RUJDQL]RYDQpKR '1$ SRþtWDþD� NWRUê YROi

SRGSURJUDP\ UHDOL]RYDQp '1$ SRþtWDþPL QD QLåãHM ~URYQL�

)RUPiOQH PRåQR VN~PDYNX V PROHNXODPL '1$ SRYDåRYD" ]D NRQHþQ~ PXOWLPQRåLQX

RULHQWRYDQêFK UH"D]FRY QDG DEHFHGRX ^A,C,G,T}. 0XOWLPQRåLQD �multiset) je súbor prvkov,
NGH VSROX V SUYNRP SDWULDFLP GR PQRåLQ\ XGUåXMHPH DM LQIRUPiFLX R SRþWH NySLt GDQpKR
SUYNX Y PQRåLQH� $N VD REUiWLPH QD PXOWLPQRåLQX D SRXåLMHPH ] QHM SUH QHMDN~ RSHUiFLX

prvok x� SRWRP SRþHWQRV" SUYNX x ]QtåLPH R MHGQRWNX� .ODVLFNp PQRåLQ\ V~ WHGD

PXOWLPQRåLQ\� NWRUêFK SUYN\ V~ N GLVSR]tFLL Y QHREPHG]HQH YH�NRP SRþWH NySLt�
/LSWRQRY SRþtWDþ QD Ei]H '1$ SUDFXMH VR VN~PDYNDPL REVDKXM~FLPL '1$� QDG NWRUêPL

V~ SRYROHQp XUþLWp RSHUiFLH� 9êSRþHW VD LQLFLDOL]XMH YåG\ V MHGQRX VN~PDYNRX� QDY\ãH WRX
LVWRX SUH YãHWN\ YêSRþW\� 2EVDK SRþLDWRþQHM VN~PDYN\ ]RGSRYHGi JUDIX G na obr. 11.7.

Obrázok 11.7. Orientovaný graf, ktorého cesty z uzla a1 do uzla an +1 XUþXMH REVDK SRþLDWRþQHM

skúmavky. Sekvencie aj predstavujú RGGHORYDþH XPLHVWQHQp PHG]L sekvencie 0
ix , 1

ix  kódujúce

hodnoty jednotlivých bitov Q�ELWRYpKR ELQiUQHKR þtVOD b1b2...bn.

0ROHNXO\ '1$ QDFKiG]DM~FH VD Y SRþLDWRþQHM VN~PDYNH ]RGSRYHGDM~ FHVWiP Y JUDIH G s
SRþLDWRþQêP X]ORP a1 a koncovým uzlom an+1� 3RþLDWRþQp PROHNXO\ VD JHQHUXM~ WHFKQLNRX

SRXåLWRX /� $GOHPDQRP QD K�DGDQLH hamiltonovských ciest v orientovanom grafe. Tentoraz
YãDN QHJHQHUXMHPH FHVW\ ]DþtQDM~FH Y X]OH a1� NRQþLDFH Y X]OH an+1 a prechádzajúce
NDåGêP YUFKRORP SUiYH UD]� DOH SRåDGXMHPH OHQ FHVW\ Y JUDIH G z a1 do an+1� .DåGi WDNiWR

cesta γ reprezentuje n�ELWRYp ELQiUQH þtVOR b1b2...bn, kde hodnota bitu bi ∈ {0,1} je bi = 0, ak
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cesta γ prechádza cez uzol 0
ix , a bi = 1, ak γ prechádza cez 1

ix . Molekuly DNA
reprezentujúce uzly ai VO~åLD DNR RGGH�RYDþH MHGQRWOLYêFK ELWRY ELQiUQHKR þtVOD�

Nad skúmavkami sú povolené tieto operácie:

1. Extrahuj - zo skúmavky t extrahuj všetky molekuly DNA, ktoré obsahujú danú
SRGSRVWXSQRV" Ei]�

2. =LV"XM � ]LVWL� þL VD Y VN~PDYNH t nachádza nejaká molekula DNA alebo nie.
3. Znásob � ]QiVRE SRþHW NySLt PROHN~O '1$ QDFKiG]DM~FLFK VD Y VN~PDYNH t.

6 WDNêPLWR RSHUiFLDPL QDG VN~PDYNDPL REVDKXM~FLPL PROHNXO\ '1$ VPH VD Xå VWUHWOL SUL
opise pokusu L. Adlemana: operácia extrahuj vybrala iba tie molekuly DNA, ktoré
prechádzali daným uzlom grafu, operáciou znásob, realizovanou technikou PCR, sme získali
PQRKR NySLt PROHN~O NyGXM~FLFK FHVW\ ]R ]DþLDWRþQpKR GR NRQFRYpKR YUFKROX JUDIX�

operácia ]LV"XM GDOD NRQHþQ~ RGSRYH� QD RWi]NX H[LVWHQFLH hamiltonovskej cesty v danom
orientovanom grafe.

2]QDþPH V\PERORP E(t,i,b) všetky molekuly v skúmavke t NyGXM~FH þtVOD� NWRUêFK i-ty bit
má hodnotu b∈ ^���`� 7DNpWR PROHNXO\ PRåQR ]tVND" RSHUiFLRX extrahuj nad t� SULþRP

N�~þRYi SRGSRVWXSQRV" EXGH SRVWXSQRV" Ei] Y PROHNXOH '1$ NyGXM~FHM YUFKRO
0
ix , ak

= 0ib � DOHER SRVWXSQRV" Ei] Y '1$ NyGH SUH
1
ix , ak = 1ib .

'RNiåPH VL QDMSUY MHGQRGXFKãLH WYUGHQLH R ULHãHQt SUREOpPX XUþHQLD VSOQLWH�QRVWL IRUP~O

v konjuktívnom normálnom tvare. Logická formula je v konjuktívnom normálnom tvare, ak je
WYRUHQi NRQHþQêP SRþWRP NODX]~O VSRMHQêFK ORJLFNêP V~þLQRP �NRQMXNFLRX�� SULþRP NDåGi
NODX]XOD SUHGVWDYXMH ORJLFNê V~þHW NRQHþQpKR SRþWX literálov.

Veta 1: Nech F je logická formula n premenných, ktorá je v konjuktívnom normálnom tvare.
1HFK SRþHW NODX]~O IRUPXO\ F je c. Potom problém VSOQLWH�QRVWL IRUPXO\ F MH YêSRþWRP QD
Ei]H '1$ ULHãLWH�Qê ]D PD[LPiOQH O(c) krokov extrahuj �WHGD SRþHW NURNRY H[WUDKXM MH
OLQHiUQRX IXQNFLRX SRþWX NODX]~O c) a jeden krok ]LV"XM.

Dôkaz. Nech C1,...,Cc sú klauzuly formule F. 6NRQãWUXXMHPH WDN~ SRVWXSQRV" VN~PDYLHN
t0,...,tc, åH Y VN~PDYNH tk sa nachádzajú molekuly DNA kódujúce n�ELWRYp þtVOD x, pre ktoré
C1 = C2 = ...Ck = 1.

9 SRþLDWRþQHM VN~PDYNH t0 VD QDFKiG]DM~ PROHNXO\ UHSUH]HQWXM~FH NDåGp n�ELWRYp þtVOR�

.RQãWUXNFLX XUREtPH LQGXNFLRX� 3UHGSRNODGDMPH� åH VN~PDYNX tk VPH Xå VNRQãWUXRYDOL�

XNiåHPH VL NRQãWUXNFLX VN~PDYN\ tk+1. Nech klauzula Ck+1 má tvar l1∨  l2∨ ...∨  lm� NGH NDåGp li
MH EX� literál, alebo jeho NRPSOHPHQW� 3UH NDåGp li vytvor skúmavku Si obsahujúcu molekuly
z E(tk,j,1), ak li =xj , alebo E(tk,j,0), ak =i jl x . Skúmavku tk+1 získame zliatím obsahov

skúmaviek S1,..., Sm.
Posledný krok algoritmu predstavuje operácia ]LV"XM na skúmavke tc. 

Veta 2: .DåGê �n,s��SUREOpP VSOQLWH�QRVWL ORJLFNHM IRUPXO\ MH YêSRþWRP QD Ei]H '1$

ULHãLWH�Qê ]D PD[LPiOQH O(s) krokov extrahuj a jeden krok ]LV"XM.

Dôkaz. Pre boolovskú formulu f s n premennými a skúmavku t obsahujúcu molekuly
kódujúce n�ELWRYp þtVOD GHILQXMPH �PXOWL�PQRåLQX TT(f,t )={x∈ t  | f(x� �`� 1DãLP FLH�RP MH

VNRQãWUXRYD" TT(F,t0), kde t0 MH SRþLDWRþQi VN~PDYND REVDKXM~FD NySLH YãHWNêFK n-bitových
þtVHO� 8NiåHPH VL� DNR ³Y\SRþtWD"´ TT� 0{åX QDVWD" ãW\UL PRåQRVWL�

1. = if x . V tomto prípade ( )= 1iTT( x ,t ) E t,i , .
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2. = if x . Potom ( )= 0iTT( x ,t ) E t,i , .

 
3. f = F1 ∨  F2. Najprv vytvor t1 =TT(F1,t) a t2 = t - TT(F1,t) = t - t1. V skúmavke t2 sa

nachádzajú molekuly kódujúce n�ELWRYp þtVOD� NWRUp QHVS��DM~ IRUPXOX F1� �DOHM VNRQãWUXXM

t3 =TT(F2,t2) a t4 = t2 - t3 . Výsledok dostaneme zliatím skúmaviek t1 a t3 (t1 ∪  t3�� SULþRP VD

molekuly nevyhovujúcu formule F1 ∨  F2 nachádzajú v skúmavke t4.
 
4. f = F1 ∧  F2. Utvor t1 =TT(F1,t) a t2 = t - t1. Potom skonštruuj t3 =TT(F2,t1)  a t4 = t1 - t3.

Výsledok je v skúmavke t3 a nevyhovujúce vstupy sú v t2 ∪  t4.

1LH MH "DåNp YLGLH"� åH SRþHW NURNRY SRWUHEQêFK QD ]RGSRYHGDQLH RWi]N\ VSOQLWH�QRVWL

�XERYR�QHM ERRORYVNHM IRUPXO\ MH OLQHiUQRX IXQNFLRX MHM YH�NRVWL�

Dôkaz by sa ešte zjednodušil, ak by sme povolili aj operáciu znásob. Prípady 1. a 2. by
RVWDOL QH]PHQHQp� DOH Y SUtSDGH �� E\ VWDþLOR Y\NRQD" ORJLFNp alebo TT(F1,t) ∪  TT(F2,t),
NH�åH PiPH PRåQRV" Y\UREL" VL NySLH VN~PDYN\ t. Prípad 4. by sme vyriešili ako
TT(F1,TT(F2,t)). 

8å VPH VSRPtQDOL� åH 5� Lipton navrhol aj mechanizmus volania podprogramov na báze
'1$ ] KLHUDUFKLFN\ Y\ããtFK YêSRþWRY QD Ei]H '1$� 1DþUWQLPH ]iNODGQ~ LGHX WRKRWR
mechanizmu.

3UHGSRNODGDMPH� åH PiPH ]D ~ORKX SUHK�DGD" H[SRQHQFLiOQH YH�Nê SUHK�DGiYDFt SULHVWRU

�QDSUtNODG PQRåLQX YãHWNêFK m�ELWRYêFK þtVHO SUH GRVWDWRþQH YH�Np m� D PiPH QiMV" SUYRN x
VS��DM~FL GDQê SUHGLNiW P. 3UHK�DGiYDFt DOJRULWPXV ]DORåHQê QD KUXEHM VLOH E\ PRKRO PD"

tvar:
SUH NDåGp = 1 2 2mx , .,...,

  ak ( )P x  potom

YUi" x

3UHGSRNODGDMPH WLHå� åH YêSRþHW SUHGLNiWX P QLH MH ³GUDKê´ D MH Y\NRQDWH�Qê Y

SRO\QRPLiOQRP þDVH� 0{åH QiP QHMDNR SRP{F" IDNW� åH YêSRþWRP QD Ei]H '1$ VPH
VFKRSQt Y\ULHãL" SUREOpP VSOQLWH�QRVWL ORJLFNHM IRUPXOH Y OLQHiUQRP þDVH" $N E\ VPH SUH

NDåGp x generovali len prvých m − n bitov (m > n) a skonštruovali formulu F, ktorá je
pravdivá vtedy a len vtedy, ak nejaké x Pi ]DþLDWRþQêFK m − n bitov zhodných s danou
(m − n)-WLFRX D V~þDVQH Y\KRYXMH SUHGLNiWX P� VWDþLOR E\ KUXERX VLORX SUHK�DGiYD" OHQ

SRWHQFLiOQH RPQRKR PHQãt SULHVWRU YH�NRVWL �
m − n. Zvyšných n ELWRY NDåGpKR SUYNX x by sme

GRNi]DOL RWHVWRYD" Y OLQHiUQRP þDVH Y SURFHVH WHVWRYDQLD VSOQLWH�QRVWL IRUPXOH F. Ak berieme
do úvahy SRO\QRPLiOQX þDVRY~ ]ORåLWRV" YêSRþWX SUHGLNiWX P, SUHK�DGiYDFt SURFHV E\ VPH
EROL VFKRSQt XNRQþL" ]D O(nc2m-n

 ) krokov.

���(�)��*	�������
�������� '�!����������������	���� 
 	��


�DOãtP NURNRP Y V\VWHPDWLFNRP ãW~GLX YêSRþWRY QD Ei]H '1$ EROR XUþHQLH W\SX ~ORK� NWRUp

V~ VFKRSQp ULHãL"� 2Wi]ND ]QHOD� 6~ SRþtWDþH QD Ei]H '1$ Y SULQFtSH URYQDNR VFKRSQp DNR

najmodernejšie VXSHUSRþtWDþH� DOHER H[LVWXM~ ~ORK\� NWRUp MH WHRUHWLFN\ PRåQp Y\ULHãL" QD

V~þDVQêFK SRþtWDþRFK� QR YêSRþHW QD Ei]H '1$ E\ QLNG\ N YêVOHGNX QHGRVSHO"

3R]QDPHQiYDPH� åH SUL RWi]NDFK WRKRWR W\SX QiV YLDF DNR NRQNUpWQH SDPl"RYp D þDVRYp

]ORåLWRVWL DOJRULWPRY QD MHGQRWOLYêFK YêSRþWRYêFK PpGLiFK ]DXMtPD� þL DUFKLWHNW~UD toho-
NWRUpKR YêSRþWRYpKR V\VWpPX v princípe XPRå�XMH GDQê W\S ~ORK\ ULHãL" DOHER QLH�
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9 WHMWR NDSLWROH VL XNiåHPH� åH v princípe QHH[LVWXMH åLDGQ\ SUREOpP ULHãLWH�Qê QD

NRQYHQþQêFK SRþtWDþRFK� NWRUê E\ QHERO ULHãLWH�Qê DM YêSRþWDPL QD Ei]H '1$� = K�DGLVND

WHRUHWLFNHM LQIRUPDWLN\ PRåQR W~WR VNXWRþQRV" IRUPXORYD" DM WDNWR >�@�

Veta 3: 9êSRþW\ QD Ei]H '1$ V~ VFKRSQp VLPXORYD" DNêNR�YHN QHGHWHUPLQLVWLFNê Turingov
stroj.

Dôkaz. ([LVWXMH QLHNR�NR YHU]Lt G{ND]X YHW\ �� 0\ VL XNiåHPH G{ND]� NWRUê SUH]HQWRYDOL
W.D. Smith a A. Schweitzer z výskumného ústavu firmy NEC v Princetone, USA, na prvom
RILFLiOQRP SUDFRYQRP VWUHWQXWt SUDFRYQtNRY ]DREHUDM~FLFK VD YêSRþWDPL QD Ei]H '1$ >�@�

'{ND] VSRþtYD Y SULDPHM NRQãWUXNFLL 7XULQJRYKR VWURMD V Y\XåLWtP PROHN~O '1$ DNR
SDPl"RYpKR PpGLD D HQ]\PDWLFNêFK RSHUiFLt XPRå�XM~FLFK WUDQVIRUPiFLH PHG]L

jednotlivými konfiguráciami Turingovho stroja. Turingov stroj bude reprezentovaný kruhovou
molekulou DNA, kde sa úseky jednovláknovej DNA striedajú s úsekmi GYRM]iYLWX� 9lþãLQD
WDNHMWR ³SiVNRYHM´ PROHNXO\ '1$ MH UR]GHOHQi QD NUiWNH ~VHN\ �G�åN\ QDSU� �� Ei]�� NWRUp
reprezentujú jednotlivé symboly vyskytujúce sa na páske simulovaného Turingovho stroja.
3RFKRSLWH�QH� Y SUD[L EXGH G�åND UH"D]FRY UHSUH]HQWXM~FLFK SiVNRYp V\PERO\ ]iYLVLH" RG LFK

SRþWX D YR�ED VDPRWQêFK VHNYHQFLt PXVt REtV" SUREOpP\ VSRPtQDQp Y NDSLWROH �����

6HNYHQFLH NyGXM~FH SiVNRYp V\PERO\ V~ RGGHOHQp ³þLDUNDPL´ • , ktoré sú kódované
ãSHFLiOQRX SRVWXSQRV"RX Ei] G�åN\ ���

3iVND QLH MH QHNRQHþQi� DOH Pi NRQHþQ~ G�åNX D MH NUXKRYi� 0RGHO Turingovho stroja na
Ei]H '1$ YãDN VNRQãWUXXMHPH WDN� DE\ VL PRKRO Y\UREL" YLDF SiVNRYpKR SULHVWRUX� DN WR

EXGH SRWUHEQp� 1D SR]tFLL SURWL�DKOHM N SRþLDWRþQpPX SROtþNX SiVN\ MH XPLHVWQHQi ãSHFLiOQD

SRVWXSQRV" Ei]� NWRUi VLJQDOL]XMH ³NRQFH´ SiVN\� 7RXWR VHNYHQFLRX MH ]iURYH� SHYQH

pripojená na špecifické miesto v skúmavke kruhová molekula DNA biotín-avidínovou
WHFKQLNRX� NWRU~ SRXåLO /� $GOHPDQ Y NURNX �� DOJRULWPX K�DGDQLD hamiltonovskej cesty v
orientovanom grafe (kapitola 11.4).

Sekvenciami na kruhovej molekule DNA kódujeme aj polohu hlavy Turingovho stroja.
Konkrétne, podpostupnosti báz na DNA reprezentujú stav H hlavy a symbol L nachádzajúci
VD EH]SURVWUHGQH QD�DYR RG þtWDFHM KODY\ VWURMD� =D sekvenciou H nasleduje špeciálna
SRVWXSQRV" ! UR]SR]QiYDQi UHãWULNþQêP HQ]êPRP� NWRUê UR]VWULKQH NUXKRY~ PROHNXOX '1$

práve za sekvenciou kódujúcou stav hlavy Turingovho stroja.

Krok 1. 3RXåL UHãWULNþQê HQ]êP QD UR]VWULKQXWLH '1$ QDSUDYR RG ãSHFLiOQHM SRVWXSQRVWL Ei]
R]QDþHQHM V\PERORP !� 7HQWR NURN WUDQVIRUPXMH NUXKRY~ '1$ QD OLQHiUQX PROHNXOX V

"lepkavými" koncami. Vypláchnutím skúmavky odstránime enzým a molekula DNA ostane
pripevnená k stene biotín-avidínovou väzbou. Zahriatím roztoku roztrhneme väzby v
GYRM]iYLWRFK D XWYRUtPH L]RORYDQp YOiNQR '1$� =Y\ãN\ '1$ RSl" RGVWUiQLPH MHGQRGXFKêP

vypláchnutím skúmavky.
5HãWULNþQê HQ]êP EcoR II je jedným z vhodných kandidátov pre realizáciu tohto kroku.

EcoR II strihá molekulu na konci špecifickej postupnosti ↑>=↑GGWCC (resp. ↓>), kde
W∈ {A,T  }. Teda rozstrihnutím dvojzávitu =S>Q, (S,Q∈ {A,T,G,C }+) vzniknú dve jednovláknové
molekuly ↑  S > a  ↓  > Q� ýDV SRWUHEQê QD UHDOL]iFLX NURNX MH DVL ������ PLQ~W�

Krok 2. Do pracovnej skúmavky pridáme zmes jednovláknových molekúl DNA, ktoré kódujú
SUHFKRG\ PHG]L NRQILJXUiFLDPL QDFKiG]DM~FH VD Y SUHFKRGRYHM WDEX�NH Turingovho stroja.
0ROHNXO\ NyGXM~FH SUDYLGOR � DN MH þtWDFLD KODYD Y VWDYH H D þtWD SiVNRYê V\PERO L, potom
]PH� VWDY KODY\ QD H∗  a prepíš symbol L symbolom L∗  - majú tvar ↓• L•H>•L∗ •H∗ >• . Ak by
VPH FKFHOL SRVXQ~" KODYX R MHGQR SROtþNR GR�DYD� PDOL E\ NyGXM~FH PROHNXO\ WYDU

↓• L•H >•H∗
 >•L∗ • .
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Molekuly kódujúce prechody medzi konfiguráciami 7XULQJRYKR VWURMD VD YLDåX QD RED

rozstrihnuté konce “páskovej DNA” sekvenciami ↓• L•H > a ↓• . Takýmto spôsobom bude
SiVNRYi '1$ RSl" NUXKRYi� 1D W~WR RSHUiFLX EXGHPH SRWUHERYD" enzým ligázu a molekuly
adenozíntrifosfátu (ATP), ktoré v bunkách fungujú ako donor energie.

0ROHNXOD '1$ YH�NRVWL fágu ODPEGD ������ Ei]RYêFK SiURY� P{åH E\" ligázou uvedená
do kruhového tvaru za 20 minút. Viazanie molekúl kódujúcich prechodové pravidlá na
SiVNRYp PROHNXO\ '1$ �NWRUêFK P{åH E\" Y MHGQHM VN~PDYNH QLHNR�NR� QDMPl DN

implementujeme nedeterministický 7XULQJRY VWURM� E\ SRG�D RGKDGRY DXWRURY G{ND]X QHPDOR

WUYD" GOKãLH DNR KRGLQX�

Krok 3. Pomocou enzýmu '1$�SRO\PHUi]\ GRSOQtPH FKêEDM~FH þOiQN\ QD SiVNRYHM
PROHNXOH '1$� WDNåH GRVWDQHPH ~SOQê NUXKRYê dvojzávit DNA. E. Coli DNA-polymerázy I, II
a III SUDFXM~ UêFKORV"DPL DVL ��� ��� D ��� Ei] ]D VHNXQGX� Taq-polymeráza EHåQH

SRXåtYDQi Y WHFKQLNH 3&5 MH UêFKOHMãLD� DOH ]D FHQX YlþãHM FK\ERYRVWL SUL V\QWHWL]RYDQt

komplementárnych úsekov DNA.

Krok 4. =YêãHQtP WHSORW\ Y UHDNþQHM ]PHVL GHQDWXUXMHPH SiVNRY~ '1$ D ] NUXKRYpKR
GYRM]iYLWX RSl" GRVWDQHPH MHGQRYOiNQRY~ NUXKRY~ PROHNXOX '1$�

Krok 5. Do pracovnej skúmavky pridáme molekuly DNA kódujúce povolené transformácie
medzi konfiguráciami Turingovho stroja ako v kroku 2. Tentoraz však nebudú
“WUDQVIRUPDþQp´ PROHNXO\ NRQþL" • þLDUNRX� DOH EXG~ PD" VNUiWHQê WYDU ↓• L•H >•L∗ ,
↓• L•H >•H∗ >. Po vzniknutí príslušných väzieb bude pásková DNA stále jednovláknová
NUXKRYi '1$� DOH QD SR]tFLL þtWDFHM KODY\ EXGH PD" ~VHN WYRUHQê dvojzávitom.

Krok 6. Pomocou UHVWULNþQpKR HQ]êPX� NWRUê VWULKi PROHNXOX '1$ SR UR]SR]QDQt ãSHFLILFNHM

SRVWXSQRVWL Ei]� NWRUi VD QDFKiG]D MHGLQH Y UH"D]FL NyGXM~FRP ³þLDUNX´ • , odstrihni úsek
'1$ NyGXM~FL S{YRGQê VWDY þtWDFHM KODY\ H D S{YRGQH þtWDQê V\PERO L. "Lepkavé" konce na
UR]VWULKQXWêFK NRQFRFK SiVNRYHM '1$ MH PRåQp RSl" VSRML" GR NUXKRYHM PROHNXO\ SRXåLWtP

enzýmu ligázy.
3R]QDPHQiYDPH� åH Y NURNX � EROR QDãtP FLH�RP GRVWD" MHGQRYOiNQRY~ YHU]LX

UR]VWULKQXWHM SiVNRYHM '1$� 3UHWR VPH EH]SURVWUHGQH SR SRXåLWt UHãWULNþQpKR HQ]êPX

rozstrihnutú molekulu zahriali a vlákno nepripojené k stene pracovnej skúmavky odplavili z
UR]WRNX SUHþ�

Krok 7. 3RXåLWtP '1$�SRO\PHUi]\ PRåQR SiVNRY~ '1$ GRV\QWHWL]RYD" QD NRPSOHWQê

kruhový dvojzávit.

3UH Qi]RUQRV" VL WHUD] VWUXþQH ]KUQLHPH ��NURNRY~ SURFHG~UX UHDOL]XM~FX MHGHQ SUHFKRG

Turingovho stroja:

Krok 0. 9ORå GR VN~PDYN\ SiVNRY~ '1$ =���α• L•H >•β ..., kde { } +α β ∈, A,C,T ,G .

Krok 1. 5R]VWULKQL SiVNRY~ '1$ QD ãSHFLILFNRP PLHVWH !� ]RKUHM VN~PDYNX D RGSODY YR�Qp

YOiNQD '1$� 9]QLNQ~ GYD YR�Qp �OHSNDYp� NRQFH ↑ ...α• L•H >  a ↑•β ... jednovláknovej DNA.

Krok 2. 3ULGDM PROHNXO\ NyGXM~FH NRQILJXUDþQp WUDQVIRUPiFLH Turingovho stroja.
∗ ∗ ∗ ∗↑ α • • > + ↓ • • > • • > •+ ↑ • β →↑ α • • >↓ • • > • ↑ β7 7... L H L H L H ... ... L H L H ...
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Krok 3. 3RXåL DNA-polymerázu na dosyntetizovanie dvojzávitu páskovej DNA
∗ ∗α • • > • • > • β7 ... L H L H ...

Krok 4. Zohrej páskovú DNA a v skúmavke nechaj iba izolované vlákno
∗ ∗↑ α • • > • • > • β... L H L H ...

Krok 5. Do pracovnej skúmavky pridaj skrátené “WUDQVIRUPDþQp´ PROHNXO\ '1$
∗ ∗ ∗ ∗ ∗↑ α • • > • • > • β + ↓ • • > • →↑ α • • > • ↑ • > • β7... L H L H ... L H L ... L H L H ...

Krok 6. Rozstrihni páskovú DNA v dvojzávitovom úseku na špecifickom mieste uprostred
VHNYHQFLH NyGXM~FHM ³þLDUNX´ •  a ligázou spoj lepkavé konce do kruhovej DNA

∗ ∗↑ α • ↑ • > • β7... L H ...

Krok 7. DNA polymerázou dosyntetizuj páskovú DNA na dvojzávit ∗ ∗α • • > • β7 ... L H ...

7HUD] VL XYH�PH SURFHG~UX SUH SUtSDG� DN Turingov stroj nielen prepisuje páskový stroj a
PHQt YQ~WRUQê VWDY þtWDFHM KODY\� DOH SR Y\NRQDQt WêFKWR ~NRQRY DM SRV~YD þtWDFLX KODYX R

MHGQR SROtþNR GR�DYD�

Krok 0. Pásková DNA: α • • > • β7 ... L H ... , kde { } +α β ∈, A,C,T ,G .

Krok 1. Po rozstrihnutí páskovej DNA na špecifickom mieste > a zohriatí skúmavky odplav
YR�Qp YOiNQD '1$� 9]QLNQ~ WDN GYD �OHSNDYp� NRQFH ↑ ...α• L•H >  a ↑•β ... jednovláknovej
DNA.

Krok 2. 3ULGDQtP PROHN~O NyGXM~FLFK NRQILJXUDþQp WUDQVIRUPiFLH Turingovho stroja vznikne
molekula DNA

∗ ∗ ∗ ∗↑ α • • > + ↓ • • > • > • • + ↑ • β →↑ α • • >↓ • > • • ↑ β7 7... L H L H H L ... ... L H H L ...

Krok 3. Pomocou DNA-polymerázy dosyntetizujeme dvojzávit páskovej DNA
∗ ∗α • • > • > • • β7 ... L H H L ...

Krok 4. =DKULDWtP VN~PDYN\ D QiVOHGQêP RGSODYHQtP YR�QêFK PROHN~O RVWDQH Y VN~PDYNH

vlákno
∗ ∗↑ α • • > • > • • β... L H H L ...

Krok 5. Pridaj skrátené “WUDQVIRUPDþQp´ PROHNXO\ '1$
∗ ∗ ∗ ∗ ∗↑ α • • > • > • • β + ↓ • • > • >→↑ α • • > • >↑ • • β7... L H H L ... L H H ... L H H L ...

Krok 6. Rozstrihni páskovú DNA v dvojzávitovom úseku na špecifickom mieste uprostred
VHNYHQFLH NyGXM~FHM ³þLDUNX´ • . Potom spoj pomocou ligázy lepkavé konce do kruhovej DNA

∗ ∗↑ α • >↑ • • β7... H L ...

Krok 7. Polymerázou dosyntetizuj páskovú DNA na dvojzávit
∗ ∗α • > • • β7 ... H L ...
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3R]QDPHQiYDPH� åH GRVLD� VPH SRStVDOL OHQ MHGQRVPHUQê Turingov stroj, ktorý posúva
KODYX OHQ GR�DYD� 3UHGSRNODGiPH� åH þLWDWH� VL Xå WHUD] GRNiåH SUHGVWDYL" PHFKDQL]PXV

SRVXQX KODY\ GRSUDYD� 6WDþt UR]OtãL" ãSHFLiOQH VWDY\� NWRUp SR SUHStVDQt SiVNRYpKR V\PEROX
D ]PHQH YQ~WRUQpKR VWDYX KODY\ ���NURNRYRX SURFHG~URX XYHGHQRX Y\ããLH� GHNODUXM~� åH

FKFHP SRVXQ KODY\ R MHGQR SROtþNR GRSUDYD� ,PSOHPHQWiFLD VDPRWQpKR SRVXYX KODY\

GRSUDYD MH YH�PL SRGREQi LPSOHPHQWiFLL SRVXYX KODY\ GR�DYD�

$XWRUL NRQãWUXNþQpKR G{ND]X� NWRUê VPH VL SUiYH XYLHGOL� :� 6PLWK D A. Schweitzer,
XSR]RU�XM~ QD SUDNWLFNp REPHG]HQLD� NWRUp MH SRWUHEQp VSRPHQ~" SUL NDåGHM WHRUHWLFNHM SUiFL

R SRþtWDþRFK QD Ei]H '1$� 1DSUtNODG Y V~þDVQRVWL MH PRåQp Y\UREL" XPHOp YOiNQD '1$

G�åN\ OHQ DVL ��� Ei]RYêFK SiURY V FK\ERYRV"RX DVL ��� &HQD YêURE\ oligonukleidov je asi
�� ]D Ei]X� 7UHED SR]QDPHQD"� åH PHWyG\ V\QWp]\ YOiNLHQ '1$ V~ Y FHQWUH SR]RUQRVWL

YêVNXPX PROHNXOiUQHM ELROyJLH D MH PRåQp RþDNiYD" SRGVWDWQp ]OHSãHQLH G�åN\� NYDOLW\ D

cenových relácií syntetizovaných molekúl DNA. Napríklad M. Kálmán navrhuje nasledujúci
postup syntézy DNA [8]:

1. NRQYHQþQêP SRVWXSRP V\QWHWL]XM NUDWãLH ~VHN\ '1$
2. syntetizované úseky spoj ligázou do dlhej jednovláknovej molekuly DNA
3. jednovláknovú molekulu enzymaticky dosyntetizuj na dvojzávit DNA
4. dvojzávit DNA znásob in vivo v baktériách postupom uvedeným v kapitole 11.1.

.iOPDQRYPX NROHNWtYX VD WDNWR SRGDULOR XPHOR Y\WYRUL" PROHNXOX '1$ GOK~ ����

Ei]RYêFK SiURY V FK\ERYRV"RX DVL ���� QD Ei]RYê SiU�

���+�)��*	�������
�����������vivo

V tejto kapitole si uvedieme dva príklady rýchlo sa rozvíjajúcej symbiózy dvoch vedných
GLVFLSOtQ � LQIRUPDWLN\ D PROHNXOiUQHM ELROyJLH� 3{MGH R QRYp� SRWHQFLiOQH VWLPXOXM~FH SRK�DG\

LQIRUPDWLNRY �PDM~FLFK WHQGHQFLX LQWHUSUHWRYD" G\QDPLFNp VFHQiUH DNR YêSRþWRYp SURFHV\�
na niektoré javy skúmané molekulárnou biológiou.

11.7.1  Editovanie RNA

Parazitný prvok Trypanosoma brucei spôsobujúci africkú spavú nemoc je bunka dlhá asi 4
µm. Jej vonkajšia stena je pokrytá glykoproteínmi, ktoré náhodne menia svoju štruktúru raz
]D QLHNR�NR GQt� 7R GiYD EXQNH T. brucei XUþLWê QiVNRN SUHG LPXQLWQêP V\VWpPRP

KRVWLWH�VNHM EXQN\� $NR NDåGi EXQND� Pi DM T. brucei v jadre chromozómovú DNA. Navyše
však obsahuje aj mitochondrie s extrachromozomálnou DNA. V mitochondrii sa nachádzajú
³YH�Np´ �DVL �� ��� Ei]RYêFK SiURY� D ³PDOp´ ��������� Ei]RYêFK SiURY� F\NOLFNp PROHNXO\
'1$� 0DOp NUXK\ V~ Y]iMRPQH SUHYLD]DQp GR UH"D]H� '1$ YR YH�NêFK NUXKRFK NyGXMH

najmenej 13 génov, ale niektoré gény zjavne chýbajú, a DNA v malých kruhoch priamo
QHNyGXMH åLDGQ\ JpQ� =iKDGQ~ IXQNFLX WDNêFKWR extrachromozomálnych útvarov objasnil R.
Benne v roku 1986 [9].

0QRKR JpQRY YR YH�NêFK NUXKRFK '1$ MH ]DNyGRYDQêFK Y ãSHFLiOQHM IRUPH� 3UL
transkripcii génov sa zdanlivo nekódujúce úseky DNA obvyklým spôsobom skopírujú na
molekuly messenger-RNA (mRNA). Potom nasleduje proces editovania mRNA. Špeciálne
"editovacie" proteínové komplexy nachádzajúce sa v T. brucei s pomocou špeciálnych
“editovacích” molekúl RNA (eRNA� UHDOL]XM~ SURFHV� Y NWRURP VD QLHNWRUp Ei]\ ] UH"D]FD
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P51$ Y\KRGLD D QDRSDN� XUþLWp Ei]\ VD YORåLD QD ãSHFLILFNp PLHVWD Y mRNA. Takto
“upravené” molekuly P51$ VD SRWRP SRXåLM~ DNR ³SURJUDP´ SUL NRQãWUXNFLL ELHONRYtQ�

Molekuly H51$ REVDKXM~ SRVWXSQRV" Ei] ãSHFLILNXM~FX NRQWH[W Y mRNA, v ktorom by malo
G{MV" N HGLWRYDQLX� DNR DM SRVWXSQRV" Ei] GHILQXM~FX UR]VDK YORåHQLD �SUtSDGQH ]PD]DQLD�
báz na príslušnom HGLWRYDFRP PLHVWH� 2EVDKXM~ WLHå þDVWL� NWRUp PDM~ WYDU FKYRVWD

škorpióna a sú naplnené bázami, ktoré sa budú na HGLWRYDFLH PLHVWR YNODGD"� 8Ni]DOR VD� åH

eRNA sú kódované v malých kruhových DNA a v postupnostiach báz medzi gény kódujúcimi
þDV"DPL YH�NêFK NUXKRYêFK '1$�

= LQIRUPDWLFNpKR K�DGLVND VPH SUiYH RStVDOL SURFHV� Y NWRURP GRFKiG]D N editovacím
operáciám na molekulách P51$� SULþRP editovacie operácie implementované molekulami
eRNA sú kontextovo špecifické. Teoretický LQIRUPDWLN Y WDNHMWR VLWXiFLL YLGt PRåQRV"

DEVWUDNWQêFK YêSRþWRY SRURYQDWH�QêFK V YêSRþWDPL XQLYHU]iOQHKR Turingovho stroja.
6NXWRþQH� SURFHV\ Y EXQNH T. brucei sa nápadne podobajú na molekulárnu implementáciu
Turingovho stroja v dôkaze vety 3 z predošlej kapitoly.

11.7.2  Intróny a transpozóny

Transpozóny sú SRGSRVWXSQRVWL '1$� NWRUp VD P{åX SUHPLHVW�RYD" ] MHGQHM SR]tFLH QD

druhú. Replikujúce sa WUDQVSR]yQ\ �VNUiWHQH LP EXGHPH KRYRUL" UHSOLNyQ\� GRNiåX YLDF� V~

schopné samostatne sa UHSOLNRYD"� SULþRP LFK NySLH VD P{åX LPSODQWRYD" QD LQêFK PLHVWDFK

v genóme bunky. Intróny sú sekvencie DNA v oblastiach kódujúcich gény na DNA, ktoré hoci
sú prepísané na P51$� VD QH]~þDVW�XM~ QD WYRUEH ELHONRYtQ� SUHWRåH V~ Y\O~þHQp ] mRNA
ešte pred samotnou syntézou bielkoviny. Sekvenciám, ktoré na mRNA ostávajú a teda
SULDPR NyGXM~ SRVWXSQRV" DPLQRN\VHOtQ Y V\QWHWL]RYDQRP proteíne, sa hovorí exóny.
2GKDGXMH VD� åH DVL ��� �XGVNpKR JHQyPX QHPi ]DWLD� åLDGQX QiP ]QiPX IXQNFLX�
1LHNHG\ VD WiWR þDV" R]QDþXMH DM DNR QHSRWUHEQi� RGSDGRYi '1$ �junk DNA).

=Gi VD� åH replikóny ovládajú JHQyP\ Y\ããtFK åLYRþtFKRY� 7DNPHU ��� �XGVNpKR

genómu je obsadených dvoma dominantnými replikónmi Alu a LINE1. Milión kópií replikónu
Alu Y �XGVNRP JHQyPH SOQt MHGLQ~ ~ORKX� XVPHU�RYDQLH V\QWp]\ proteínov potrebných na
jeho vlastné kopírovanie. Pritom napríklad genóm baktérie E. Coli QHREVDKXMH VNRUR åLDGQ\

nepotrebný “odpad”. DNA E. Coli je podrobne preštudovaná a obsahuje len málo intrónov a
jediné UHSOLNyQ\� NWRUp P{åX E\" Y E. Coli prítomné, sú fágy. Fágy sú pre baktériu E. Coli
VPUWH�Qp D Y ]GUDYêFK EXQNiFK VD QHY\VN\WXM~�

1DPLHVWH MH RWi]ND� 3UHþR MH ] K�DGLVND HYRO~FLH YêKRGQp PD" Y genóme "nepotrebné"
þDVWL D transpozóny? 7UDQVSR]yQ\ P{åX XUêFK�RYD" PXWDþQê SURFHV� *pQ\ QDFKiG]DM~FH VD
v transpozónoch sa spolu s WUDQVSR]yQPL P{åX SRK\ERYD" SR JHQyPH D NRStURYD"� 1DMPl

kombinácia transpozónov a LQWUyQRY MH G{OHåLWi SUH JHQHURYDQLH PXWiFLt� 3UtWRPQRV" OHQ

ERGRYêFK PXWiFLt E\ PQRKRNUiW QHVWDþLOD QD UêFKOH JHQHURYDQLH YDULiFLt JpQRY Y REURYVNRP
SULHVWRUH PRåQêFK NRQILJXUiFLt� 3RGREQH DNR Y SURFHVH NUtåHQLD SUL VH[XiOQHM UHSURGXNFLL

P{åH SUHKDG]RYDQLH D NRStURYDQLH EORNRY '1$ NyGXM~FLFK XåLWRþQp JpQ\ YLHV"

SULDPRþLDUHMãLH D UêFKOHMãLH N Y\YLQXWLX QRYpKR XåLWRþQpKR JpQX DNR Y SUtSDGH QiKRGQêFK

ERGRYêFK PXWiFLt� 7R DOH QH]QDPHQi� åH transpozóny a intróny sú nevinné vhodné nástroje
HYRO~FLH� 7HQWR PHFKDQL]PXV P{åH E\" DM QHEH]SHþQê� 1DSUtNODG UDNRYLQRYp EXQN\

FLFDYFRY REVDKXM~ ]QiVREHQp JpQ\ D �XGVNp OHXNRF\W\ V~ QiFK\OQHMãLH QD UDNRYLQX DNR LQp

�XGVNp EXQN\� -H ]DXMtPDYp� åH SUiYH OHXNRF\W\ VD Y\]QDþXM~ preusporiadavaním svojho
genetického materiálu.

5HSOLNyQ\ P{åX SUHGVWDYRYD" KUR]EX SUH Y\ããLH åLYRþtFK\� 3R]RURYDOR VD� åH
najúspešnejšie replikóny (ako napríklad LINE1) majú utlmujúce mechanizmy, ktoré im bránia
UHSOLNRYD" VD SUtOLã UêFKOR� 7UDQVSR]yQ� NWRUê E\ VD NRStURYDO SUtOLã UêFKOR� E\ WRWLå RYOiGRO
celý genóm a biologický druh by vyhynul.
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Matematici W. Smith a A. 6FKZHLW]HU� NWRUêFK Xå SR]QiPH DNR DXWRURY G{ND]X WYUGHQLD R
XQLYHU]iOQHM YêSRþWRYHM VFKRSQRVWL SRþtWDþRY QD Ei]H '1$� SULFKiG]DM~ V QDVOHGRYQêP

]DXMtPDYêP �DM NH� GRV" ãSHNXODWtYQ\P� Y\VYHWOHQtP SUREOpPX intrónov a replikónov.
9\ããLH åLYRWQp IRUP\ PXVHOL PD" QHMDN~ IRUPX LPXQLWQpKR V\VWpPX� DE\ VD XEUiQLOL

MHGQRGXFKãtP SDUD]LWRP� $N VD QD SUREOpP SR]HUiPH ] K�DGLVND LQIRUPDWLN\� LPXQLWQê

V\VWpP SUHGVWDYRYDO SUHKDG]RYDQLH JpQRY D LQp YêSRþWRYp VFKRSQRVWL� NWRUp EROL

Y\VSHOHMãLH� DNR YêSRþWRYp SURFHV\ Y SDUD]LWRFK� 9 WDNRPWR SUtSDGH VD QHGDOR Y\KQ~"

Y\YLQXWLX YêSRþWRYHM Turingovej univerzality v bunkách. Avšak 7XULQJRYD XQLYHU]iOQRV"

XURELOD åLYRW RPQRKR QHEH]SHþQHMãt�

3RGREQH DNR MH PRåQp PDORX PRGLILNiFLRX SRþtWDþRYpKR SURJUDPX ]tVND" SURJUDP� NWRUê

Y\NRQiYD RPQRKR ]ORåLWHMãt YêSRþHW D MH "DåãLH SUHGLNRYDWH�Qê DNR S{YRGQê SURJUDP�

PRåQR GUREQRX ]PHQRX ãWUXNW~U\ UHSOLNyQRY Y\YROD" "DåNR SUHGLNRYDWH�Qp QiVOHGN\� :�

Smith a A. 6FKZHLW]HU VD QD]GiYDM~� åH ERM PHG]L KRV"XM~FLPL D SDUD]LWQêPL RUJDQL]PDPL VD

Gi LQWHUSUHWRYD" DNR ERM YêSRþWRYêFK SURFHVRY R QDGYOiGX� -H ]DXMtPDYp� åH PHFKDQL]P\

presúvania génov (pomocou UHSOLNyQRY� SRXåtYDQp VWDYRYFDPL QD ERM SURWL LQIHNFLiP VD

pozorovali v eukaryotických parazitoch (bunkách s jadrami) pri syntéze obalových
glykoproteínov, ktoré sa neustále menia. Turingova XQLYHU]DOLWD ]QDPHQi� åH YR

YãHREHFQRVWL QHPRåQR UR]KRGQ~"� þL QHMDNi þDV" JHQyPX MH QHEH]SHþQi DOHER QLH�

5HSOLNyQ\ SRQHFKDQp VDP\ QD VHED PDM~ WHQGHQFLX ]QLþL" Y\ããLH åLYRWQp IRUP\� .H�åH

Y\ããLH åLYRþtFK\ H[LVWXM~� PRKOR E\ WR ]QDPHQD"� åH H[LVWXMH QHMDNi IRUPD ³replikónovej
polície”. Ak by sa nejaký UHSOLNyQ ]DþDO SUtOLã SUHVDG]RYD" ]DEHUDQtP QH~PHUQH YH�NHM þDVWL
JHQyPX� PRKRO E\ VD Y\YLQ~" ³VPUWLDFL JpQ´� NWRUê E\ NyGRYDO HQ]êP\ VFKRSQp UR]SR]QD"
UHSOLNyQ� Y\VWULKQ~" KR ] JHQyPX D QiVOHGQH KR ]QLþL"� 1LNWR YãDN QHYLH SRYHGD"� þR E\ VD

dialo, keby sa takýmto spôsobom podarilo daný UHSOLNyQ ]UHGXNRYD" QD ~QRVQ~ PLHUX�

6PUWLDFL JpQ VFKRSQê QLþL" þDVWL '1$ E\ WRWLå RVWDO QD�DOHM Y genóme, a tak by predstavoval
SUH EXQN\ SRWHQFLiOQX KUR]EX� 6LWXiFLD MH SRGREQi ]iYRGRP Y ]EURMHQt Y �XGVNHM

VSRORþQRVWL�

9 V~þDVQRVWL QLH MH ]QiP\ åLDGQ\ VPUWLDFL JpQ SUH UHSOLNyQ\� $NêVL QHSULDP\ XND]RYDWH�

PRåQHM H[LVWHQFLH UHSOLNyQRYHM SROtFLH MH IDNW� åH åDE\ D KP\] QHPDM~ Y genóme replikóny
Alu (v genóme sa však nachádza gén 7SL YH�PL SRGREQê replikónu Alu), ktorých varianty sú
zahrnuté v JHQyPH FLFDYFRY� = HYROXþQpKR K�DGLVND SUHGVWDYXMH GRED H[LVWHQFLH replikónov
v JHQyPH XUþLWêFK åLYRþtFKRY SRPHUQH NUiWN\ ~VHN D UHSOLNyQ\ VD ]GDM~ E\" YH�PL GUDYp SUL

LFK REVDG]RYDQt� 3UL YH�NRP UDVWH NRQFHQWUiFLH UHSOLNyQRY E\ YãDN Y\ããLH IRUP\ åLYRWD

SUHVWDOL H[LVWRYD"� D WHGD ]UHMPH PXVt H[LVWRYD" PHFKDQL]PXV UHJXOiFLH LFK QiUDVWX� $M

SR]RURYDQLH ODERUDWyUQ\FK NPH�RY YtQQ\FK PXãLHN Drosophila XNi]DOR� åH P-replikón sa v
ich genóme objavil len pred 50 rokmi a odvtedy sa jeho koncentrácia mnohonásobne zvýšila.

Informatický boj v JHQyPH åLYRþtFKRY YãDN SRNUDþXMH� 5HSOLNyQ\ V~ VFKRSQp PDVNRYD"
VYRMX IRUPX� WDNåH SULSRPtQDM~ G{OHåLWp JpQ\� $NR VPH Xå VSRPtQDOL� replikón Alu YH�PL

pripomína gén 7SL� 7HQWR IDNW VD ]Y\þDMQH LQWHUSUHWXMH DNR SRGSRUD K\SRWp]\ R Y]QLNX Alu z
7SL� 0{åH YãDN tV" DM R VS{VRE RFKUDQ\ replikónu Alu pred potenciálnymi smrtiacimi génmi
D PRåQR SUiYH Y�DND WRPX MH Alu ešte stále prítomný v našom genóme.

W. Smith a A. 6FKZHLW]HU LãOL YR VYRMLFK ~YDKiFK HãWH �DOHM D Y\VORYLOL K\SRWp]X� åH

³RGSDGRYi´ '1$ MH ] YH�NHM þDVWL WYRUHQi ]E\WNDPL EêYDOêFK replikónov. To by vysvetlilo,
SUHþR MH ]QDþQi þDV" RGSDGRYHM '1$ repetitívna. Napríklad 25% genómu mušky Drosophila
tvoria repetície molekuly ↑  ATAAACT� 1DMSUY VD P\VOHOR� åH WLHWR repetitívne sekvencie
P{åX SOQL" QHMDN~ ãWUXNWXUiOQX IXQNFLX� ,FK ~ORKD YãDN QHP{åH E\" G{OHåLWi� OHER DM YH�PL
príbuzné druhy majú v odpadovej DNA úplne odlišné repetitívne sekvencie.
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11.8 Nová vedná disciplína

&LH�RP WHMWR NDSLWRO\ EROR QDþUWQ~" ]iNODGQp LGH\ D SUDFRYQp SRVWXS\ SUXGNR VD UR]YtMDM~FHM

YHGQHM GLVFLSOtQ\ � YêSRþWRY QD Ei]H '1$� = LQIRUPDWLFNpKR K�DGLVND P{åX SRþtWDþH QD Ei]H

'1$ SRGVWDWQH SRVXQ~" KUDQLFH SUDNWLFNHM ULHãLWH�QRVWL PQRKêFK kombinatorických
problémov, v ktorých priestor potenciálnych riešení rastie exponenciálne s rozsahom
SUREOpPX� 1D GUXKHM VWUDQH P{åH VS{VRE QD]HUDQLD informatikov na problémy skúmané
PROHNXOiUQRX JHQHWLNRX SULQLHV" QRYp ]DXMtPDYp K\SRWp]\ D ULHãHQLD�

3UiFH YHQRYDQp YêSRþWRP QD Ei]H '1$ VOHGXM~ GYD KODYQp WUHQG\�

1. skúmanie vhodných techník kódovania dát sekvenciami DNA, spracovania dát
PDQLSXOiFLRX V '1$ D LQWHUSUHWiFLH YêVOHGNRY YêSRþWRY

2. XUþHQLH YêSRþWRYHM VLO\ U{]Q\FK PRGLILNiFLt YêSRþWRY QD Ei]H '1$�

=R ]DXMtPDYêFK DSOLNiFLt YêSRþWRY QD Ei]H '1$ VSRPHQLHPH SRNXV '� Boneha, Ch.
Dunwortha a R. /LSWRQD QDYUKQ~" V\VWpP QD GHãLIURYDQLH ãWDQGDUGX ãLIURYDQLD GiW �Data
Encryption 6WDQGDUG � '(6� >��@� 7HQWR SUREOpP ãWXGRYDO DM ³RWHF´ SRþtWDþRY QD Ei]H '1$ /�
$GOHPDQ >��@� 9êSRþW\ QD Ei]H '1$ VD UHDOL]XM~ ]YlþãD in vitro, teda v skúmavkách mimo
åLYêFK RUJDQL]PRY� $OWHUQDWtYQH MH PRåQp VNRQãWUXRYD" SRþtWDþH QD Ei]H '1$ in vivo. Ako
YKRGQp PpGLXP EROL Y >��@ SRXåLWp EDNWpULH� 9 EDNWpULiFK E. coli PRåQR ]QiVREL" åHODQp

úseky DNA technikou molekulárneho NORQRYDQLD Y\XåtYDM~FRX plazmidy ako QRVLþH

FXG]RURGHM '1$ �YL� NDSLWROX �������

=DXMtPDYê SUtVWXS N XUþRYDQLX YêSRþWRYHM VLO\ U{]Q\FK YDULDQW SRþtWDþRY QD Ei]H '1$ VD
objavil v [13]. R. Freund, L. Kari a G. 3DXQ IRUPDOL]XM~ WHQWR SRþtWDþ DNR IRUPiOQ\ V\VWpP V
NRQHþQêP SRþWRP prepisovacích pravidiel špeciálneho typu. Ich dôkaz turingovskej
HNYLYDOHQFLH YêSRþWRY QD Ei]H '1$ VSRþtYD Y XNi]DQt� åH NDåGi JUDPDWLND W\SX � Y

Chomského hierarchii (na rozpoznanie jazykov generovaných týmto typom gramatík je
SRWUHEQp SRXåL" 7XULQJRY VWURM� VD Gi SUHYLHV" QD IRUPiOQ\ prepisovací systém
]RGSRYHGDM~FL XUþLWpPX YêSRþWRYpPX V\VWpPX QD Ei]H '1$� $OWHUQDWtYQD LPSOHPHQWiFLD

univerzálneho nedeterministického 7XULQJRYKR VWURMD ]DORåHQi QD LQWHUDNFLL PDOêFK PROHN~O
DNA bola publikovaná v [14].

5R]VDK WHMWR NDSLWRO\ QHXPRåQLO VSRPHQ~" PQRKR PLHQ D SUiF� NWRUp WYRULD G{OHåLWp

Pt�QLN\ QD FHVWH VN~PDQLD YêSRþWRY QD Ei]H '1$� ýLWDWH�D� NWRUpKR WiWR SUREOHPDWLND KOEãLH

zaujala, odkazujeme na publikácie [15]-[22].
1D ]iYHU WUHED SR]QDPHQD"� åH ULHãHQLH UHDOLVWLFNêFK ~ORK YH�NpKR UR]VDKX YêSRþWDPL QD

Ei]H '1$ QD�DOHM ]RVWiYD KXGERX EXG~FQRVWL� -H YãDN PRåQp� åH WHFKQLND YêSRþWRY QD

báze DNA nájde uplatnenie v medicíne pri konštrukcii mikroskopických organických
YêSRþWRYêFK SURVWULHGNRY� NWRUp EXGH PRåQp LPSODQWRYD" GR åLM~FHKR RUJDQL]PX [22].
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glider (klzák) 135
globálne minimum, veta 14, 18, 48
globálny extrém 48, 107, 109
Glover 24
glykoproteín 200, 202
Gold 148
Gosper 136
gradientová metóda 102, 161
graf acyklický orientovaný 158
JUDIRYi SRVWXSQRV" ��

gramatické kódovanie 163-166
graph bipartitioning (rozklad vrcholovej

PQRåLQ\ JUDIX QD GYH SRGPQRåLQ\) 156,
174

Grayov kód 9-11, 16, 17
Grunau 165-166
grupa symetrická 92
guanín 183

hamiltonovská cesta 93, 191-194
Hammingova bariéra (útes) 48-51, 104
+DPPLQJRYD Y]GLDOHQRV" �� ��� ���
Hebbovo pravidlo 21, 176
Herdy 100
hill climbing (horolezecký algoritmus) 19,

102
hill climbing with learning (horolezecký

DOJRULWPXV V XþHQtP� �����

Hillis 141
Hinton 170
Hofstadter 147
Holland 35, 47, 135, 141
+RSILHOGRYD QHXUyQRYi VLH" ���� �������
Hopfieldov-Tankov algoritmus 172
+RSILHOGRYD�7DQNRYD VLH" ���
horizontálny prenos genetickej informácie

148, 185
horolezecký algoritmus (hill climbing) 19,

102
KRUROH]HFNê DOJRULWPXV V XþHQtP �hill

climbing with learning) 20-23
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hra /LIH �åLYRW� ���� �������
hrana 158
hustota rozdelenia náhodnej premennej,

funkcia 100, 105-107, 110
hypercykly 144
hyperkocka 6-8, 12

Chalmers 166
chaos 137-138
cháron 187
chémia algoritmická, umelá 146-147
chémia kombinatorická 143
Chomského hierarchia 203
chromozóm "messy" 51-55
chromozóm 3, 32, 35-57, 108-109, 111,

113-115, 128, 141, 148, 164-165, 184-
185, 187, 200

in vitro 203
in vivo 187, 200, 203
iniciátor (primer) 188, 189, 192
intrón 201
inverzný operátor 49
Isingov model spinového skla 169
iterácie 160-161

MHGQRERGRYp NUtåHQLH �����
junk DNA (odpadová DNA) 201-202

Kálmán 200
Kari 203
karteziánsky produkt 6, 92
Kaufmann 144, 146, 148
Kelemen 121
Kirkpatrick 77
Kitano 165
NODVLILNDþQê SUREOpP ���
klasifikátor 155-156
klastrovanie (zhluková analýza) 155, 177
klonovanie molekulové 186, 188, 203
klzák (glider) 135
KNN klasifikátor 155
kód Grayov 9-11, 16, 17
kodón 184
kódovanie celulárne 165-166
kódovanie gramatické 163-166
NRHILFLHQW XþHQLD �� ����� ���� ����
koeficient váhový 159
koevolúcia 140-143
Kohonenov algoritmus 176

.RKRQHQRYD QHXUyQRYi VLH" ���� ���� ����

178
Kochov ostrov 127
kolónie mravcov 133
kombinatorická chémia 143
NRPELQDWRULFNp RSWLPDOL]DþQp SUREOpP\ ���

99, 118, 156, 169-178, 203
komplementárne bázy 184-185, 190
komplexné javy 137-140
kompresia Readovho kódu 66-67
NRQYHUJHQþQê WHRUpP ��� ���
kooperácia 140-143
NRUH� VWURPX �����
NRUH�RYê VWURP� PXWiFLD ��� ��

kovariancia 107-114
NRYDULDQþQi PDWLFD ���

Koza 58, 64, 66, 118, 165
kozmid 187-188
NUiWNRGREi SDPl" ��

N�GH� ���
NULWpULXP DVSLUDþQp ��
NUtåHQLH �crossover) 33, 38, 54, 65, 108-110
NUtåHQLH �crossover) algoritmus 38
NUtåHQLH GYRMERGRYp ��
NUtåHQLH MHGQRERGRYp �����
NUtåHQLH OLQHiUQRX NRPELQiFLRX ���
NUtåHQLH m-chromozómu (m-crossover)

algoritmus 54
NUtåHQLH SHUPXWiFLH ��
NUtåHQLH SULHPHURP �������
NUtåHQLH Readovho kódu, algoritmus 65
NUtåHQLH XQLIRUPQp �������
Kroneckerovo delta 82, 98
kvázináhodný výber 33-38

Laguna 24
lamarkovská evolúcia 144
lambda 137-138
Langton 121, 135, 137
Layzer 142
lepkavé konce (sticky ends) 185-186, 197-

199
Levenbergova-Marquardtova metóda 161
Levy 122
OLHþLYi ���
/LIH �åLYRW�� KUD ���� �������
ligáza 186, 187, 192, 198-200
Lin 173
Lindenmayerove systémy 126-127
Lindgren 142
OLQHiUQD NRPELQiFLD� NUtåHQLH ���
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linker 186
Lipton 190, 194, 196, 203
LISP 59
literál 195
logistická distribúcia 105
logistická Verhulstova-Pearlova rovnica 130
Lotkova-Volterrova rovnica 128
L-systémy 126-127

magnetizácia 175
0DQKDWWDQ Y]GLDOHQRV" ������ ���

markovovské procesy 117
matica NRYDULDQþQi ���

memetika 144
messenger RNA 184, 200
messy chromozóm 51-55
meta-evolúcia 108
metóda Boxova-Mullerova 105
metóda gradientová 102, 161
PHWyGD NRQHþQêFK SUYNRY �FEM) 118
metóda Levenbergova-Marquardtova 161
metóda Monte Carlo 78
metóda spätného šírenia - backpropagation

161, 164
Metropolis 78
Metropolisov algoritmus 79
Metropolisov algoritmus s elitizmom 87
Miller 144
PLQLPDOL]iFLD� ~þHORYi IXQNFLD ���

mitochondrie 147, 200
PQRKRþOHQQi HYROXþQi VWUDWpJLD ���

PQRKRþOHQQi HYROXþQi VWUDWpJLD�

algoritmus 114
PQRåLQD WHVWRYDFLD �������

PQRåLQD WUpQLQJRYi �������

PROHNXOiUQ\ SRþtWDþ ���

Monte Carlo metóda 78
morfogenéza 128
Morris 128
mravce 133
PXOWLPQRåLQD �multiset) 194
muška Drosophila 202
mutácia 15, 33, 80, 83, 100
PXWiFLD ELQiUQHKR UH"D]FD� DOJRULWPXV ��

PXWiFLD NRUH�RYpKR VWURPX ��� ��

mutácia m-chromozómu, algoritmus 53
mutácia permutácie, algoritmus 93
mutácia reálneho vektora, algoritmus

Perturbation 103
mutácia zobrazenia, algoritmus 96
mutácie gaussovské 100-101, 168

mutácie smerované 148

náhodná premenná, generátor 106
Navierove a Stokesove rovnice 139
navigácia robotov 58, 139-140, 146, 165,

167, 178
neurón 155
neurón, skrytý (hidden) 158
neurón, vstupný (input) 158
neurón, výstupný (output) 158
QHXUyQRYi VLH" Hopfieldova 156, 168-175
QHXUyQRYi VLH" Kohonenova 156, 169, 175-

178
neurónové siete 118, 125-126, 147, 155-

182
neurónové siete rekurentné 160
neurónové siete s dopredným šírením

(feed-forward neural networks) 156-168
nika 144, 149
normalizovaná fitness 35-36
NP (Nondeterministic 3RO\QRPLDO� REWLDåQH

(úplné) problémy 92, 118, 189-190
133� SUREOpP UR]NODGX þtVOD �Number

Partitioning Problem) 95
nukleotid 183

obchodný cestujúci, problém 92, 118, 170-
172, 175-178

obraz, spracovanie (image processing) 169,
179

odchýlka štandardná 100, 105-106
odpadová DNA (junk DNA) 201-202
oligonukleotidy 185, 189, 192, 193
Olsson 141
ontogenéza 147
operátor inverzie 49-50
RSWLPDOL]DþQê SUREOpP �
RUWRJRQiOQRV" ���
oscilácie 128, 136

palindróm 193-194
palindromatická nukleotidová sekvencia

185
SDPl" GOKRGREi ��
SDPl" NUiWNRGREi ��
SDUDOHOQp VLPXORYDQp åtKDQLH �Parallel

Simulated Annealing) 88-90
paralelný genetický algoritmus 55-56
Parallel Simulated Annealing (paralelné

VLPXORYDQp åtKDQLH� �����

parameter usporiadania 22, 44
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párenie, problém najcennejšieho (weighted
matching problem) 156, 173-174

Pargellis 143
parita 72-73
parse tree (syntaktický strom) 58
parsing (analýza) kódu 61
SDUWLþQi IXQNFLD ��

Paun 203
Pawley 172
Pearl 130
penalizácia 27, 171-175
permutácia 92, 169
permutácia, algoritmus mutácie 93
SHUPXWiFLD� NUtåHQLH ��

perturbation (porucha) 78, 103
pixel 159
plazmid 184, 188-203
plus stratégia 102, 108
SRþtWDþ PROHNXOiUQ\ ���

SRþtWDþ Turingov 136, 189-190, 197-203
SRþtWDþ virtuálny 143
SRþtWDþRYê YtUXV ���� ���

pohlavná reprodukcia 40
polymeráza 183-184, 188-189, 198-199
SRO\PHUi]QD UH"D]RYi UHDNFLD �Polymerase

Chain Reaction - PCR) 188-189
polymerizácia 183
porucha (perturbation) 78, 103
SRVWXSQRV" JUDIRYi ��

potenciál neurónu 159
povrch fitness (fitness' surface/landscape)

31-32
prahový faktor 159
SUDYGHSRGREQRV"� Boltzmannovské

rozdelenie 77, 80, 87
pravdepodobnostný vektor 20-23, 43-44
pravidlo 1/5 102, 107
prebiotická polievka 144-146
prediktor 155-156
prechodová (DNWLYDþQi� IXQNFLD �������

prerušovaná rovnováha (punctuated
equilibrium) 148

SUHXþHQLH ���

SULHPHURP NUtåHQLH �������

priestor euklidovský 173
primer (iniciátor) 188, 189, 192
prirodzený výber 2
prisoner’s GLOHPPD �SUREOpP Yl]�RY� ����

141
SUREOpP NODVLILNDþQê ���

problém obchodného cestujúceho
(Traveling Salesperson Problem) 92,
118, 170-172, 175-178

SUREOpP UR]NODGX þtVOD �NPP, Number
Partitioning Problem) 95

problém najcennejšieho párenia (weighted
matching problem) 156, 173-174

problém rozmiestenia dám na šachovnici
98-99

SUREOpP Yl]�RY �prisoner’s dilemma) 140-
141

problémy kombinatorické 92-99, 118, 166-
178, 203

problémy NP (QRQSRO\QRPLDO\� REWLDåQH�

úplné 92, 118, 189-190
procesy Markovovské 117
produkt karteziánsky 6, 92
programovacie jazyky 59, 105
SURJUDPRYDQLH HYROXþQp �evolutionary

programming) 28-30, 117, 168
programovanie genetické (genetic

programming) 58-76, 165
proteíny 128, 184, 200-202
prvok Trypanosoma brucei 200
punctuated equilibrium (prerušovaná

rovnováha) 148
Purkyneho vlákna 128

Ray 143
Readov kód, algoritmus analýzy 61
Readov kód, algoritmus generácie 63
5HDGRY NyG� DOJRULWPXV NUtåHQLD ��
Readov kód, algoritmus mutácie 65
Readov kód, dekompresia 66-67
Readov kód, kompresia 66-67
Readov lineárny kód 59-71, 76
reálna reprezentácia premenných 100
reálny vektor, algoritmus mutácie

Perturbation 103
redukcia vstupných dát 155
Reed 130
regresia symbolická 58, 67-76
regresná analýza 155, 157
Rechenberg 100
rekurentné neurónové siete 160
UHOD[DþQê term 171-172
renormalizovaná fitness 35-36
replikón 185-186, 201-202
reprezentácia premenných reálna 100
reprezentácia, binárna reálnej premennej 9,

16
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reprodukcia, algoritmus 40
reprodukcia, pohlavná 40
UHSURGXNþQê SURFHV �� ��

Resnick 126
UHVWULNþQp endonukleázy 185
Reynolds 133
riadenie 165, 167, 179
ribonukleová kyselina (RNA) 144, 184, 200-

201
ribóza 184
ribozóm 184
RNA, ribonukleová kyselina 144, 184, 200-

201
robot 58, 121, 123, 139-140, 146, 165, 167,

178
Rosenbrockova funkcia 114
rovnica logistická Verhulstova-Pearlova 130
rovnica Lotkova-Volterrova 128
rovnice diferenciálne 129-130
rovnice Navierove a Stokesove 139
rovnováha, prerušovaná (punctuated

equilibrium) 148
UR]NODG þtVOD� SUREOpP �NPP, Number

Partitioning Problem) 95
UR]NODG YUFKRORYHM PQRåLQ\ JUDIX QD GYH

SRGPQRåLQ\ (graph bipartitioning) 156,
174

Rudolph 113
ruleta, algoritmus 37
Rumelhart 161
UêFKORV" XþHQLD ��� ���� ���� ���

saltationism (skokový vývoj) 143, 148
samo-adaptácia 108
samo-organizácia 148
SamoOrganizujúca sa Mapa, Kohonenova

(SOM) 156, 169, 175-178
sebareplikácia, autoreplikácia 122, 143
Sejnowski 170
selekcia 35-37, 108-109, 118
schéma 45-48
schéma, veta (schema theorem) 47
Schuster 144
Schwefel 100, 148
Schweitzer 197, 200, 202
VLH" autokatalytická 145-146
VLH" Hopfieldova-Tankova 171
VLH"� topológia 163-166, 176
VLH"� YiK\ �������� ���

siete neurónové 118, 125-126, 147, 155-
182

siete neurónové rekurentné 160
sigmoidálna funkcia 155, 159-161, 171
SimLife 126
Sims 128
VLPXORYDQp åtKDQLH �Simulated Annealing)

77-91, 168, 173-174
VLPXORYDQp åtKDQLH SDUDOHOQp �Parallel

Simulated Annealing) 88-90
VLPXORYDQp åtKDQLH V elitizmom, algoritmus

87
VLPXORYDQp åtKDQLH� DOJRULWPXV ��

sklo spinové, Isingov model 169
skrytý (hidden) neurón 158
sled idúci cez všetky vrcholy stromu

(spanning walk) 61
slepý (blind) algoritmus 14
smerované mutácie 148
Smith 197, 200, 202
spanning walk (sled idúci cez všetky vrcholy

stromu) 61
spätného šírenie - backpropagation 161,

164
spinové sklo, Isingov model 169
VSOQLWH�QRV" ORJLFNHM IRUPXO\ �)RUPXOD

Satisfaction Problem) 194-196
spracovanie obrazu (image processing)

169, 179
stavebné kamene (building blocks) 47
sticky ends (lepkavé konce) 185-186, 197-

199
stochastické algoritmy 100
VWUDWpJLD þLDUND ���

VWUDWpJLD HYROXþQi �evolutionary strategy)
100

stratégia plus 102, 108
VWUDWpJLD PQRKRþOHQQi ���

stredná hodnota 81, 100
stroj Cauchyho 170
VWURP NRUH�RYê ��� ��

strom syntaktický (parse tree) 58
VXSHUSRþtWDþ ���� ���

surface/landscape of fitness' (povrch
fitness) 31-32

swarm (roj) 133, 139
symbióza 147
symbolická regresia 58, 67-76
syntaktický strom (parse tree) 58

šachovnica, problém rozmiestnenia dám
98-99

špecifické teplo 81, 85-86, 88
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štandardná odchýlka 100, 105-106
štatistická fyzika 81

tabu list (zakázaný zoznam) 25
tabu VHDUFK �]DNi]DQp K�DGDQLH� ������ ��

Taq polymeráza 188-189, 198
templát 52, 54
teorém NRQYHUJHQþQê ��� ���
teória genetického algoritmu 45
tepelná kapacita 83
teplota 77-90, 170, 174
WHUP UHOD[DþQê ���
WHVWRYDFLD PQRåLQD �������
Tierra 143
tit-for-tat stratégia 140
topológia siete 163-166, 176
toroid 55, 124, 136
transferová RNA 184
WUDQVIRUPiFLD VSRMLWpKR RSWLPDOL]DþQpKR

problému na binárny 9
transpozón 185, 201
trapézový algoritmus 105
Traveling Salesperson Problem (problém

obchodného cestujúceho) 92, 118, 170-
172, 175-178

trendy evolúcie 149
WUpQLQJRYi PQRåLQD �������
triedenie bublinkové (bubble sort) 142
TSP problém 92, 118, 170-172, 175-178
7XULQJRY SRþtWDþ ���� �������� �������
turnaj 28, 118
tymín 183
typogenetika 147

~þHORYi IXQNFLD ���
~þHORYp IXQNFLH deceptívne 51, 83
XþHQLH QHXUyQRYHM VLHWH ���
XþHQLH� NRHILFLHQW ��
XþHQLH V XþLWH�RP ���
XþHQLH� UêFKORV" ��� ���� ���� ���
Ulam 134
umelá, algoritmická chémia 146-147
XPHOê åLYRW �Artificial Life) 121-154
XQLIRUPQp NUtåHQLH �������

univerzálny aproximátor 155
uracil 184
útes Hammingov 48, 104

váha spojenia neurónov 159-162, 167
váhový koeficient 159
YDOHQFLD �VWXSH�� YUFKROX ��

valencia grafu 174
Vecchi 77
vektor (v genetike) 186-188
vektor pravdepodobnostný 20-23, 43-44
Verhulstova-Pearlova rovnica 130
veta o globálnom minime 14, 18, 48, (107,

109)
veta o schéme (schema theorem) 47
virtuálna realita 121, 125
YLUWXiOQ\ SRþtWDþ ���
virtuálny svet 143
YtUXV� SRþtWDþRYê ���� ���
von Neumann 134-135
vrcholy binárne 68
vrcholy funkcionálne 68
vrcholy koncové, listy (terminal) 68
vrcholy ternárne 68
vrcholy unárne 68
vrstva neurónov 158
vstupný neurón (input) 158
výmena (exchange) 56
výstupný (output) neurón 158
Y]GLDOHQRV" Hammingova 7, 48, 164
Y]GLDOHQRV" Manhattan 97-99, 177
Y]QLN åLYRWD �������

Watson 183
Watson-Crickov komplement 190
weighted matching problem (problém

najcennejšieho párenia) 156, 173-174
Whitley 165
Widrow-Hoffovo “delta” pravidlo 166
Wilson 172
Wolframove triedy 137
worm 125

]DNi]DQp K�DGDQLH �WDEX search) 24-28, 98
zakázaný zoznam (tabu list) 25
závitnica dvojitá 184-186, 188, 189
zhluková analýza (clustering) 155, 177
zobrazenie, algoritmus mutácie 96
zrkadlenie hranice 103

åLYRW �Life), hra 124, 135-136
åLYRW XPHOê �Artificial Life) 121-154
åLYRW� GHILQtFLD �������

åLYRW� Y]QLN �������


