Od rovnomerného vzorkovania k Importance Samplingu v rovnici odrazu

Pri rieseni rovnice odrazu v pocitacovej grafike sa snazime odhadnif odrazeni radianciu L, pomocou integrilu cez
hemisféru smerov :

Lo(x,w,) = / Li(x,w;) fr (X, wyi,w,) cos8; dw; = 1.
Q

V metode Monte Carlo odhadujeme tento integral pomocou sumy:

iiv: Li(x,wj) fr(x,w;,w,) cos 0;
N p(wy)

j=1
Ak zvolime rovnomerné vzorkovanie (p(w) = konstanta), kazdému smeru ddvame rovnakd vahu. Avsak vieme, Ze pris-
pevok integrandu je vyrazne ovplyvneny kosinusovym ttlmom (cos ;) a vlastnostami povrchu, t.j. dvojsmernou distribu¢nou
funkciou odrazu f,(x,w;,w,). Importance sampling ndm umoziuje vyberat vzorky Castejsie z oblasti, kde je hodnota
integrandu vysokd, ¢im dramaticky znizujeme Sum (rozptyl) pri rovnakom poéte licov.
1 Rovnomerné vzorkovanie na hemisfére

Majme dani jednotkovi sféru (r = 1), vyjadrenti pomocou uhlov 8 a ¢:

x =sinfcosyp
y =sinfsing

z = cosf

a konstantni (rovnomernt) funkciu hustoty p(w) = C.

1.1 Krok 1: Urcéenie normalizacnej konstanty

Hustota pravdepodobnosti p(w) = C musi byt normalizovand, teda jej integrdl cez celtt hemisféru musi byt rovny 1:

/p(w)dw=1:> Cdw=1.
Q Q

Vypocitame integral pre hemisféru:

27 2
/dw —/ / sinf df do = / [— cos 6]

Ow\:l

/ﬂmw:%

Z toho vyplyva:

1
C=—.
s
Pre nasu funkciu hustoty potom dostaneme:
1
plw) = P

1.2 Krok 2: Transformacia funkcie hustoty smeru na funkciu hustoty uhlov a vypocet CDF

Nasu funkciu hustoty p(w) transformujeme na hustotu p(6, ¢) pomocou Jacobidnu:

sin 0

p(0,¢) = p(w)|J| = p(w) sind =

—-
Nasledne urc¢ime margindlnu hustotu pre € a podmienent hustotu pre ¢:

Marginalnu hustotu pre zvoleny uhol § vyjadrime pomocou nasledujiceho vypoctu:

27 T sing
p(0) = / p(0, ) dp = / 7d<,0 =siné.
0 0



Podmienent hustotu pre druhy uhol ¢ urcéime zasa takto:

Cploe) L1

ple|0) = p(d)  sinf 27’

Z tychto dvoch funkcii teraz odvodime kumulativne distribuéné funkcie (CDF):

Kumulativna distribu¢na funkcia P(6) pre funkciu hustoty p(6) je:
0 0
PO = / p(t)dt = / sintdt = [~ cost]§ =1 — cosé.
0 0

Podobne, kumulativna distribuéna funkcia P(¢ | ) pre funkciu hustoty p(p | 0):

@ ® 1 0
Pol0)= [ a0t [ o= 2
0 o <7

2r
1.3 Krok 3: Inverzna transformacia a prechod ku kartezidnskym stradniciam
Polozime CDF rovné ndhodnym ¢islam &1, &, t.j. P(0) =& a P(p | 0) = &, kde &1,&2 € U(0,1) a vyjadrime uhly 6 a ¢:
1. P(@)=1—cosf =& = cosf=1—-& = 6 =arccos(l —¢&;)
2. P(§D|9):%:§2 = @:27T£2

Dosadenim do parametrického vyjadrenia sféry a pouzitim identity sin(arccosa) = /1 — a? dostaneme kartezidnske
stradnice ndhodného smeru w:

=1/1—(1—£)2 cos(2més) = y/1 — €2 cos(2m&s)

y=+1—(1—£&)%sin(2n&) = /1 — €2 sin(27&s)

z=6&
Pozndmka: KedZe & ~ U(0,1), aj vgraz 1 — & md rovnaké rozdelenie, preto sa v implementdcidch casto zjednodusuje priamo
na &1.
2 Importance Sampling: Kosinusovo vazené vzorkovanie

Pre diftizne (Lambertovské) povrchy je vyhodné vzorkovat smer na jednotkovej sfére podla hustoty, ktord zodpoveda kosinusu
uhla dopadu. Cheeme teda, aby p(w) o< cos 6.

2.1 Krok 1: Urcéenie normalizacnej konstanty

Hustota pravdepodobnosti p(w) = C cos 6 musi byt normalizovand, teda jej integrdl cez celti hemisféru musi byt rovny 1:

/p(w)dwzl = /Ccos@dwzl.
Q Q

Rozpiseme tento integral na zlozky a s vyuzitim Jacobianu dostaneme:

27 5
/Ccos@dw:/ / Ccosfsinfdfdp = 1.
Q o Jo

Pouzitim jednoduchej substittcie sin @ = ¢ dostaneme:

27 1 27 t2 1 C 1
/ /Ctdtd<p:c/ S| odp=Z 2r=Cn=1= C=-.
0 0 0 2, 2 m

Teda nasa normalizovana hustota je:
cosf

p(w) = :

™

2.2 Krok 2: Transformacia funkcie hustoty smeru na funkciu hustoty uhlov a vypocet CDF

Nasu funkciu hustoty p(w) transformujeme na hustotu p(6, ¢) pomocou Jacobidnu:

p(0, %) = p()|] = plw)sing = <22 - sine.
i



Marginalnu hustotu pre zvoleny uhol # vyjadrime pomocou nasledujiceho vypoctu:

27 27 . .
p(@):/ p(@,gp)dw:/ Cosgsmadgo:Cosasmg~27r:2cos€sin€.
0 0 ™

™

Podmienent hustotu pre druhy uhol ¢ urcime zasa takto:

p(0,p) cosfsinfL 1

ple | 0) = p(d)  2cosfsinf 271

Z tychto dvoch funkcii teraz odvodime kumulativne distribu¢né funkcie (CDF):

Kumulativna distribuéna funkcia P(f) pre funkciu hustoty p(f) je:
0 0 sin 0 22 sin 6
P(O):/ p(t)dt:/ QSintcostdt:2/ a:d;c:Q{} = sin? 4.
0 0 0 2 1o

Podobne, kumulativna distribuéna funkcia P(y | §) pre funkciu hustoty p(¢ | 0):

® ¢ 1 0
Pelo)= [ pitloyar= [" o ar=F
0 0 4T

21’
2.3 Krok 3: Inverzna transformacia a prechod ku kartezianskym suradniciam
Polozime CDF rovné ndhodnym ¢islam &1, &2, t.j. P(0) =& a P(p | 0) = &, kde &1,& € U(0,1) a vyjadrime uhly 6 a ¢:
1. P(0) =sin?0 =¢ = sinf =& = 0 =arcsin(v&)

Dosadenim do parametrického vyjadrenia sféry a pouzitim identity cosa = v/1 — sin? a dostaneme kartezianske siiradnice
nahodného smeru w:
x = /& cos(2mEa)
y = V&1 sin(2més)
zZ =1/ 1-— 51

3 Prakticka implementacia: Vypocet smeru laca

Smer li¢a w; = (x,y, z) v lokdlnych stiradniciach povrchu vypocitame tak, ze najskor vygenerujeme ndhodné hodnoty &; a
&2 z rovnomerného rozdelenia U(0, 1) a potom ich dosadime do nasledujticej ststavy rovnic:

x = /& cos(2mEy)
y = /€ sin(2méy)
z=/1-&

KIicovy postreh pre odhad integralu: Vsimnite si, ¢o sa stane v Monte Carlo estimatore. Ak vzorkujeme podla p(w) =
%, tak v sume pre odhad ochadzajicej radiancie pomocou rovnice odrazu dostaneme:

ol Li(Xv Wj)fr(xv Wi, wO) cos ej
2. o)

N

Li(xa Wj)fr(x, Wy, wo) cos
Z cos @
Jj=1 7‘

N
= % ZLl(X, (A)J)fr(xa wj7w0)'

Kosinusovy clen sa vykratil! To znamenad, ze v odhade integralu uz nemusime pocitat ¢len cos 6, ¢im sa nas vypocet trochu
zjednodusil.



