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Uvod

Hlavnym cielom prace je rozsirit ucivo na tému Stycné a dotykové roviny
geometrickych telies [4]. Mnohé témy z geometrie su spracované podrobne, ale doraz sa
kladie viac na teoreticku Cast’ ako na vizualizaciu pojmov a obrazky. V praci je snaha
vytvorit' vizualizaciu definicii, viet a prikladov. Obrazky st tvorené v matematickom
softvéri GeoGebra, ktory umoziuje konstrukcie telies v priestore a vysledny 2D priemet
telesa doplnit’ 0 nazorny — priestorovy obrazok pomocou jeho anaglyfu.

Praca ma Styri kapitoly. V prvej kapitole st uvedené zakladné informacie o tvorbe
obrazkov v matematickom softvéri GeoGebra, v praci st tri rozne typy obrazkov vytvorené
Vv tomto softvéri. Prvy typ obrazkov su klasické priemety geometrickych telies aich
dotykovych a styénych rovin. NajdolezitejsSim typom obrazkov su anaglyfické obrazky
vytvorené v GeoGebre nastrojom ,,Projekcia pre okuliare”. Vysledkom je obrazok, ktory
pri pouziti Specialnych okuliarov ponuka priestorova informaciu objektu a je pomdckou
najma pre Citatel'ov, ktori maji problémy s priestorovou predstavivost'ou a z klasického 2D
priemetu si nevedia vymodelovat' objekt v priestore. Treti typ obrazkov vytvoreny v
GeoGebre je zamerany na konstrukciu dotykovych rovin jednotlivych telies v pravouhlej
axonometrii.

Témou druhej kapitoly si zdkladné geometrické telesd, ich vytvorenie, suvisiace
pojmy, vlastnosti, vySetrenie vzajomnej polohy telesa s priamkou a rovinou. Kazda situacia
je reprezentovana klasickym priemetom a anaglyfickym obrazkom.

Algoritmy styénych a dotykovych rovin tvoria tretiu kapitolu. Jednotlivé pripady su
spracované ako konStrukéné ulohy t.j. obsahuju rozbor, konStrukciu, diskusiu a zaver.
Pri¢om v diskusii su graficky ilustrované vSetky mozné situacie deviatich algoritmov.

Stvrta kapitola prace chce poukadzat na aplikiciu navrhnutého algoritmu
V zobrazovacej metode — pravouhlej axonometrii a to pre kazdé spracované teleso — hranol,
valec, ihlan, kuzel' agulu. Navrhnuté ulohy obsahuji zadanie, vykreslenie telesa
v pravouhlej axonometrii a pouzitie zodpovedajuceho algoritmu ku konstrukcii sty¢nej
resp. dotykovej roviny v danej zobrazovacej metode. Tieto ulohy poukazuju na to, ze ak
pozname algoritmus konstrukcie sty¢nej resp. dotykovej roviny z tretej Kkapitoly, tak
konstrukcia v pravouhlej axonometrii vyuziva vlastnosti a kroky tohto algoritmu.

Snahou prace je podporit’ priestorovi predstavivost’, pri dodrzovani teoretickych

vychodisk, prave tvorbou anaglyfickych obrazkov v softvéri GeoGebra.



1. Praca v GeoGebre

GeoGebra je pocitacovy program, ktory umoziuje pouzivatelovi riesit’ priklady
a reprezentovat’ rdzne pripady a sposoby rieSenia matematickych prikladov. Tento softvér
je zamerany na geometriu, ktora je prepojend s analyzou a algebrou, umoznuje konstruovat’
rozne grafy, telesa, tabul'ky a iné. Geogebra je volne dostupny softvér, ktory vytvoril
Markus Hohenwarter vroku 2001 apouziva sa v mnohych Skolaich av roéznych
vzdelavacich programoch.

Praca v Geogebre vyZaduje preciznost a doslednost’. Softvér obsahuje viacero
nastaveni, pomocou ktorych vieme vybrat’ pracu v rovine alebo v priestore, pricom softvér
zaznamenava postup konstrukcie a kreslenie sa uskutociiuje prostrednictvom rdznych
nastrojov a réznych d’alSich funkcii.

Grafické ilustracie v praci st vytvorené v GeoGebre. Kazdy obrdzok ma dva

segmenty, klasicky a anaglyficky obrazok. (Obr. 1)

Obr. 1: Klasicky a anaglyficky obrazok

Segment vlavo je zostrojeny v GeoGebre tak, ako sa nachadza v uéebniciach v kapitole
stereometria. Obrazok je vytvoreny konstrukciou telesa (obr. 2) pomocou vstupnych

udajov — mnohouholnik, kruZnica, priamka a d’alSich nastrojov, ktoré GeoGebra ponuka.
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Obr. 2: Konstrukcia telesa v GeoGebre



Pre lepsiu vizualizaciu scény je v segmente vpravo (obr. 1.), pouzity nastroj ,,Projekcia pre
okuliare* = anaglyf. (Obr. 3)

29 o
Stbor Upravy Vzhfad Nastavenia Nastroje Okno Napoveda Prihlasenie. ..
1 = K9 te ol Allaa .
ElA D D eld @ <N e
» Algebraické okno | v Geometricky vzhl'ad 3D X! |~ Postup konstrukcie X
Bod 2 ' Cv - - - - v |[[&w & o
® A=(1.27,- & Nazov Popis | Hodnota |Popis
® A'=(-207,- 1Bod A A=(1
® A =(131,0 [Projekcia pre okulare
® B=(1.35,-2 ‘ = A 2Bod B B=(13
® B, =(-0.14,

3N-uholrMnohouholP, = 12.09
P,

®C =(327,1
® D'=(-0.14,"

3Use... Usetka f=265

® D,=(0523 [A.B]z
® E'=(-25,0. 3Use.. Usetka g =265
® E =(212,1 oy B.Clz

F =(0.55, -2 3Bod C MnohouholC = (2.5
® F =(-053,: B, 5]
® G=(0.55 % 3Bod D MnohouholD = (0.6
® G, =(1.17,2 B, 5]
® H=(23,3 3Bod E MnohouholE = (-1
® H =(378,1, ® | @ 73/73 0 || =

Vstup:

Obr. 3: Tvorba anaglyfu

Vysledkom je anaglyficky obrazok, ktory po prezerani zodpovedajicimi okuliarmi

(obr. 4), pontikne priestorovu informaciu o vzajomnej polohe objektov v priestore.

Obr. 4: Okuliare pre anaglyfickeé obrazky

Nastroje GeoGebry na kreslenie su pouzité aj na konstrukcie objektov v pravouhlej

axonometrii. Na obr. 5 je zachyteny postup konstrukcie jednej z Gloh.

Obr. 5: Konstrukcia ulohy v pravouhlej axonometrii



Vytvoreny obrdazok v programe GeoGebra sa moZe exportovat v réznych

formatoch, ako obrazok (obr. 6), resp. animovany GIF ¢i webova stranka.
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Obr. 6: Exportovanie obrazku z programu GeoGebra

V d’alSom texte su obrazky telies zmenSené. Pre zvySenie predstavivosti je vhodné citat’

text na monitore pocitata a pouzit zvidcSenie obrazkov. Pouzitim zodpovedajicich

okuliarov, anaglyficky obrazok pontkne ¢ierno — biely priestorovy obraz.



2. Zakladné geometrické telesa a ich vlastnosti

2.1. Hranolova plocha, hranolovy priestor, hranol.

Definicia 2.1.1:

Nech je dany mnohouholnik P, v rovine a a priamka [ réznobezna s touto rovinou.
Hranolova plocha je mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretinaja
mnohouholnik B, a patria do osnovy priamKky L.

Hranolovy priestor je mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretinaju
mnohouholnik B, jeho vnutro a patria do osnovy priamky [.

Oznacenie: hranolova plocha H,,(P, © a,l),obr.7: Hs(Ps € a,l)

hranolovy priestor H,(P, € a,l)

Obr. 7: Hs(Ps < a,l)

Stvisiace pojmy:

Urc¢ujici mnohouholnik plochy — mnohouholnik B, v rovine a; osnovova priamka —
priamka [ akazda priamka rovnobezna s priamkou [; Osnovova rovina — rovina
rovnobezna s priamkou [; tvoriace priamky plochy — osnovové priamky patriace ploche;
hrana plochy — tvoriaca priamka prechadzajtica vrcholom uréujuceho mnohouholnika;
stena plochy — mnozina bodov tvoriacich priamok, ktoré pretinaju jednu stranu ur¢ujuceho
mnohouholnika; styéna rovina plochy — osnovova rovina, ktora ma s plochou spolo¢nt

prave jednu hranu alebo stenu.

Ked hovorime o hranolovej ploche a hranolovom priestore, riadime sa vlastnostami
ur¢ujuceho mnohouholnika B,. Uvazujeme len konvexny mnohouholnik P, a prislusnt

konvexnu hranolovu plochu, ktord rozdel'uje priestor na oblast’ konvexnu a nekonvexnu.



Suvisiace pojmy:
Vnutorné body hranolovej plochy — body priestoru patriace konvexnej oblasti vytvorenej
hranolovou plochou; vnutro hranolovej plochy — mnozina vSetkych vnutornych bodov
hranolovej plochy; vonkajSie body hranolovej plochy — body priestoru patriace
nekonvexnej oblasti urc¢enej hranolovou plochou.
Veta 2.1.1:
Osnovova rovina 8 a hranolova plocha H,(P, < a,l) maja nasledovné polohy:

a) ziaden spolo¢ny bod (obr. 8a);

b) spolo¢nu jednu hranu plochy (obr. 8b);

c) spolo¢nt stenu plochy (obr. 8c);

d) spolo¢né dve rozne tvoriace priamky plochy (obr. 8d).
Dokaz:
Vz4jomni polohu hranolovej plochy H,(P, © a,l) a osnovovej roviny f mézeme urcit
na zaklade polohy prieseCnice rovin S N a =r a urujiceho mnohouholnika B,
na obr. 8a — 8d je hranolova plocha Hg(Ps © a,l).V pripade, Ze:
a) prieseCnica rovin f N a = r a uréujici mnohouholnik B, nemaju Ziadny spolo¢ny bod

(obr. 8a), potom ani osnovova rovina 8 a hranolova plocha nemaji Ziaden spolo¢ny

bod.

b) priesecnica rovin f N a = r a urCujuci mnohouholnik P, maji spolo¢ny prave jeden
bod, ktory je vrcholom urcujuceho mnohouholnika B, (obr. 8b, bod C), potom aj

osnovova rovina B a hranolova plocha H, maju spolo¢nt jednu hranu plochy

incidujucu vrcholom.



C) prieseénica rovin S N a = r a uréujuci mnohouholnik P, maji spolo¢nu prave jednu
stranu mnohouholnika, potom osnovova rovina f a hranolova plocha H, maju

spolo¢nu stenu plochy. (Obr. 8c)

Obr.8c:7 N Pg = CD

d) prieseénica rovin S N a = r a urCujici mnohouholnik B, maji spolo¢né prave dva

rozne body (obr. 8d, body X, Y), ktoré nepatria tej istej hrane mnohouholnika P,. Vtedy

osnovova rovina 8 a hranolova plocha H,, maji spoloéné dve rdzne tvoriace priamky

plochy.

Obr.8d:r N Py = XY



V pripade b) a ¢) je osnovova rovina 8 styénou rovinou hranolovej plochy H,,(P, c a,l).
Veta 2.1.2:

Priamka m a hranolova plocha H,,(P, © «,l) maji nasledovné polohy:

1.

Ak priamka m je osnovova priamka, tak je bud”:
a) tvoriaca priamka plochy (obr. 9a) alebo

b) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod (obr. 9b).

. Ak priamka m nie je osnovova priamka tak:

€) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod (obr. 9¢);
d) obsahuje bod hrany (obr. 9d);
e) obsahuje usecku v stene (obr. 9e);

f) pretina plochu v dvoch r6znych bodoch (obr. 9f).

Dokaz:

1.

Priamka m je osnovova:

a) teda priamka m patri hranolovej ploche, je jej tvoriacou priamkou. (Obr. 9a)

Obr.9aamnNHs =m

b) a prechadza vonkaj$sim bodom hranolovej plochy. Vtedy je priamka m rovnobezna

s tvoriacimi priamkami plochy a nema s plochou Ziaden spoloény bod. (Obr. 9b)

m m

Obr.9b:mnNHs=0
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2. Ur¢ime osnovovua rovinu S incidentnti s priamkou m. Priamka m nie je osnovova.
Polohu priamky a hranolovej plochy H, uréime na zaklade vzajomnej polohy
osnovovej roviny £ a hranolovej plochy (veta 2.1). Vieme, Ze mézu nastat’ nasledovné
pripady:

C) osnovova rovina [ a hranolova plocha nemaji Ziaden spolo¢ny bod, teda ani

priamka m a hranolova plocha nemaji_ziaden spolo¢ny bod. (Obr. 9c¢)

Obr.9c:mnHs =0

d) osnovova rovina § a hranolova plocha maju spolo¢nu prave jednu hranu plochy,

vtedy priamka m obsahuje bod hrany hranolovej plochy H,,. (Obr. 9d bod M)

Obr.9d: m n Hs = {M}

e) osnovova rovina f a hranolova plocha maju spolo¢nu stenu plochy, vtedy priamka

m obsahuje tise¢ku v stene hranolovej plochy H,,. (Obr. 9e isetka MN)

Obr. 9%e: m N Hg = MN
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f) osnovova rovina 8 a hranolova plocha maju spolo¢né dve rézne tvoriace priamky,

vtedy priamka m pretina plochu v dvoch réznych bodoch. (Obr. 9f body M, N)

Obr. 9f: m n Hg = {M, N}

Definicia 2.1.2:
Hranol je prienik hranolového priestoru H(P, € «,l) a priestorovej vrstvy urcenej
dvomi rovnobeznymi rovinami a,a” # a, ktoré nie st 0snovové roviny hranolového

priestoru. (Obr. 10)

Obr. 10: H5(ABCD, A’B'C'D")

Suvisiace pojmy:

Podstavy hranola — mnohouholniky H N a, H N @', (zhodné mnohouholniky); vrcholy
hranola — vrcholy podstav; bo¢né hrany — Casti hran prislusnej hranolovej plochy patriace
hranolu; podstavné hrany — hrany podstav; bo¢né steny — Casti stien prisluSnej hranolove;j
plochy patriace hranolu (rovnobezniky); steny hranola — podstavy a bo¢né steny; vyska

hranola — vzdialenost’ rovin podstav.

12



V pedagogickej praxi sa stretavame s hranolmi (obr. 11a — 11f):

a) kolmy hranol — bo¢né steny st kolmé na rovinu podstav

Obr. 11a: Kolmy 4-boky hranol

b) Sikmy hranol — hranol, ktory nie je kolmy

Obr. 11b: Sikmy 4-boky hranol

c) pravidelny hranol — kolmy hranol, ktorého uréujici mnohouholnik je pravidelny

mnohouholnik

Obr. 11c: Pravidelny 5-boky hranol

13



d) rovmnobeZnosten — Sikmy hranol, ktorého podstava je rovnobeznik

Obr. 11d: Rovnobeznosten

e) kvader — kolmy hranol, ktorého podstava je pravouholnik (obdiznik, tvorec)

Obr. 11e: Kvader

f) kocka — pravidelny hranol, ktorého kazda stena je §tvorec

Obr. 11f: Kocka

14



2.2. KruZnicova valcova plocha, kruznicovy valcovy
priestor, valec.

Definicia 2.2.1:

Nech je dana kruznica k v rovine a a priamka [ r6znobezna s touto rovinou.

KruZnicova valcova plocha je mnozina bodov vsetkych priamok, ktoré pretinaja
kruznicu k a patria do osnovy priamky [.

KruzZnicoy valcovy priestor je mnozina bodov vsSetkych priamok, ktoré pretinaji
kruZnicu k a jej vnutro a patria do osnovy priamky [.

Oznacenie: kruznicova valcova plocha V(k C a,l),obr. 12; V(k c al)

kruhovy valcovy priestor V(k c «,l)

Obr.12:V(k c a,l)
Stvisiace pojmy:
Urcujiaca kruznica plochy — kruZnica k vrovine «; osnovova priamka — priamka [
akazda priamka rovnobezna s priamkou [; osnovova rovina — rovina rovnobezna
s priamkou [; tvoriace priamky plochy — osnovové priamky patriace ploche; dotykova
rovina plochy — osnovova rovina, ktora ma s plochou spolo¢nt prave jednu tvoriacu
priamku.
Poznamka:
V texte budeme hovorit’ len o valcovej ploche, valcovom priestore, pretoze urcujici utvar
je kruznica resp. kruh.
Stvisiace pojmy:
Vnutorné body valcovej plochy — body priestoru patriace vnatornej oblasti vytvorenej
valcovou plochou; vnitro valcovej plochy — mnozina vsetkych vnuatornych bodov
valcovej plochy; vonkajsie body valcovej plochy — body priestoru patriace vonkajsej

oblasti ur¢enej valcovou plochou.
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Veta 2.2.1:
Osnovova rovina § a valcova plocha V(k < a,l) maji nasledovné polohy:
a) ziaden spolo¢ny bod (obr. 13a);
b) spolo¢nt prave jednu tvoriacu priamku plochy (obr. 13b);
C) dve rdzne tvoriace priamky (obr. 13c).
Dokaz:
Vzajomntl polohu valcovej plochy V(k < a,l) a osnovovej roviny f mozeme uréit’ na
zaklade polohy prieseCnice rovin f N a = r a urujuicej kruznice k. V pripade, ze:
a) prieseénica rovin S N a@ =71 a urujuca Kruznica k nemaji ziadny spolo¢ny bod,

potom ani osnovova rovina 8 a valcova plocha nemaju ziaden spoloény bod. (Obr. 13a)

Obr.13a:rnk=0

b) priesenica rovin SN @ =r a urCujuca kruznica k maji spolo¢ny prave jeden
bod (obr.13b bod X), potom aj osnovova rovina 8 a valcova plocha V majt spoloéna

prave jednu tvoriacu priamku plochy.

Obr.13b:rnk =X
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C) prieseénica rovin f N a =r a urCujica kruznica k maju spolocné prave dva rozne
body (obr. 13c body X, Y). Vtedy osnovova rovina 8 a valcova plocha maju spolo¢né

prave dve tvoriace priamky plochy.

Obr.13c:rnk ={X,Y}

V pripade b) je osnovova rovina 8 dotykovou rovinou valcovej plochy V(k c a,1).
Veta 2.2.2:
Priamka m a valcova plocha V(k < a,l) majt nasledovné polohy:
1. Ak priamka m je osnovova priamka, tak je bud’:

a) tvoriaca priamka plochy (obr. 14a) alebo

b) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod (obr. 14b).
2. Ak priamka m nie je osnovova priamka tak:

¢) nema s plochou ziaden spoloény bod (obr. 14c);

d) obsahuje bod tvoriacej priamky plochy (obr. 14d) alebo

e) pretina plochu v dvoch réznych bodoch (obr. 14e).
Dokaz

1. Priamka m je osnovova:

a) teda priamka m patri valcovej ploche, je jej tvoriacou priamkou. (Obr. 14a)

Obr.ldamnV =m
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b) a prechadza vonkaj$im bodom valcovej plochy. Vtedy je priamka m rovnobezna

S tvoriacimi priamkami plochy a nema s plochou ziaden spoloény bod. (Obr. 14b)

Obr.14b: mnV =20

2. Ur¢ime osnovova rovinu S incidentna s priamkou m. Priamka m nie je osnovova.
Polohu priamky a valcovej plochy V uréime na zéklade vzijomnej polohy osnovovej
roviny § a valcovej plochy (veta 2.1). Vieme, ze mézu nastat’ pripady:

C) osnovovarovina f a valcova plocha nemaju ziaden spoloény bod, teda ani priamka

m nema s valcovou plochou Ziaden spoloény bod. (Obr. 14c)

Obr.14c:mnNV =0

d) osnovova rovina 8 a valcova plocha maju spolo¢nu prave jednu tvoriacu priamku

plochy, vtedy priamka m obsahuje bod tvoriacej priamky valcovej plochy.
(Obr. 14d bod M)

Obr. 14d: m NV = {M}
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e) osnovova rovina 8 a valcova plocha maju spolo¢né dve rdzne tvoriace priamky,

vtedy priamka m pretina plochu ¥ v dvoch réznych bodoch (Obr. 14e body M, N).

Obr. 14e:mnV = {M,N}

Definicia 2.2.2:
Valec je prienik valcového priestoru V(k < a,l) a priestorovej vrstvy uréenej dvomi

rovnobeznymi rovinami «,a” # a, ktoré nie st osnovové roviny valcového priestoru.

Obr. 15: Valec

Suvisiace pojmy:
Podstavy valca — kruhy V na,V N a’ (zhodné); strana valca — usecka hranice, ktorej
krajné body su na réznych podstavach; stred podstavy — stred kruhu; vyska valca —

vzdialenost’ rovin podstav.
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V pedagogickej praxi sa stretavame s telesami, ktoré su valcami (obr. 16a — 16c¢):

a) kolmy (rota¢ny) valec — spojnica stredov podstav je kolma na rovinu podstavy

Obr. 16a: Kolmy valec

b) Sikmy valec — valec, ktory nie je kolmy

Obr. 16b: Sikmy valec

C) rovnostranny valec — vySka kolmého valca je zhodna s priemerom podstavy

Obr. 16¢: Rovnostranny valec
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2.3. Ihlanova plocha, ihlanovy priestor, ihlan.

Definicia 2.3.1:
Nech je dany mnohouholnik P, v rovine a a bod V neleziaci v tejto rovine.
Uplna ihlanova plocha je mnoZina bodov vietkych priamok, ktore pretinaju
mnohouholnik P, a prechadzaju bodom V.
Uplny ihlanovy priestor je mnozina bodov vsetkych priamok, ktoré pretinaju
mnohouholnik P, a jeho vnutro a prechadzaji bodom V.
Jednoducha ihlanova plocha je mnozina bodov vsetkych polpriamok so zaciatkom
v bode V, ktore pretinaju mnohouholnik B,.
Jednoduchy ihlanovy priestor je mnozina bodov vSetkych polpriamok so zaciatkom
v bode V, ktoré pretinajia mnohouholnik B, a jeho vnutro.
Oznacenie: ihlanova plocha I(B, € a,V ), o0br. 17:1s(Ps € a,V)

ihlanovy priestor I(P, < a,V)

Obr. 17:1s(Ps c a,V)
Stvisiace pojmy:
Uréujici mnohouholnik plochy — mnohouholnik P, v rovine a; vrchol plochy — bod V;
vrcholova priamka — priamka incidujica vrcholom plochy; vrcholova rovina — rovina
incidujuca vrcholom plochy; tvoriace priamky plochy — vrcholové priamky patriace
ploche; hrana plochy — tvoriaca priamka prechadzajuca vrcholom urcujiiceho
mnohouholnika PB,; stena plochy — mnozina bodov tvoriacich priamok, ktoré
pretinaju jednu stranu urcujiceho mnohouholnika; styéna rovina plochy — vrcholova
rovina obsahujica prave jednu hranu alebo stenu plochy.
Poznamka:

V d’alSom texte budeme uvazovat’ a vykresl'ovat’ iba jednoduchu ihlanovt plochu.
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Pri ihlanovej ploche a ihlanovom priestore riadime sa vlastnostami uréujiceho
mnohouholnika P,. Uvazujeme len konvexny mnohouholnik a aj konvexnu ihlanovi
plochu, ktora rozdel'uje priestor na oblast’ konvexnu a nekonvexna.
Stvisiace pojmy:
Vnutorné body ihlanovej plochy — body priestoru patriace konvexnej oblasti vytvorenej
ihlanovou plochou; vnitro ihlanovej plochy — mnozina vsetkych vnutornych bodov
ihlanovej plochy; vonkajsie body ihlanovej plochy — body priestoru patriace nekonvexnej
oblasti urc¢enej ithlanovou plochou.
Veta 2.3.1:
Vrcholova rovina 8 a ihlanova plocha I(P, © a,V) maju nasledovné polohy:

a) spolo¢ny iba vrchol plochy (obr. 18a);

b) spolo¢nt prave jednu hranu plochy (obr. 18b);

C) spolo¢nu stenu plochy (obr. 18c);

d) dve rozne tvoriace priamky (obr. 18d).
Dokaz:
Vzajomni polohu ihlanovej plochy I(P, c a,V) avrcholovej roviny § uréime na zéklade
polohy priese¢nice rovin f N @ = r a uréujiceho mnohouholnika P,. V pripade, ze:

a) prieseénica rovin f N a =r a urCujici mnohouholnik B, nemaji ziadny spolo¢ny

bod, potom vrcholova rovina £ a ihlanova plocha maju spoloény iba vrchol plochy.
(Obr. 18a);

Obr.18a:rNnP; =0

b) priese¢nica rovin f N a = r a urCujuci mnohouholnik P, Maji spolo¢ny prave jeden
bod, ktory je vrcholom uréujiceho mnohouholnika B, (na obr. 18b bod E), potom gaj

vrcholova rovina 8 a ihlanové plocha I maji spoloénii prave jednu hranu plochy

uréenu vrcholom V a vrcholom ur¢ujiiceho mnohouholnika.
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Obr. 18b: N P, = {E}

C) priesecnica rovin f N a = r a uréujuci mnohouholnik P, maji spolo¢nu prave jednu
stranu mnohouholnika, potom vrcholova rovina g a ihlanova plocha I majt

spoloénii prave jednu stenu. (Obr. 18c strana AE)

Ny

e ==z

Obr. 18¢c: r N P; = AE

d) prieseénica rovin f N a@ = r a urCujici mnohouholnik B, maji spolo¢né prave dva
rozne body (bud’ body nesusednych stran alebo nesusedné vrcholy). Vtedy vrcholova

rovina B a ihlanova plocha I maju spolo¢né prave dve tvoriace priamky plochy.
(Obr. 18d body M, N)

Obr. 18d: r N Ps = {M, N}
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Veta 2.3.2:

Priamka m a ihlanova plocha I(P, © a,V ) maju nasledovné polohy:

1.

Ak priamka m je vrcholova priamka, tak je bud’:

a) tvoriaca priamka plochy (obr. 19a) alebo

b) ma s plochou spolo¢ny iba vrchol plochy (obr. 19b).
Ak priamka m nie je vrcholova priamka, tak:

¢) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod (obr. 19¢);

d) obsahuje bod hrany (obr. 19d);

¢) obsahuje usecku v stene (obr. 19¢) alebo

f) pretina plochu v dvoch roéznych bodoch (obr. 19f).

Dokaz:

1.

Priamka m je vrcholova:

a) teda priamka m patri ihlanovej ploche, je jej tvoriacou priamkou. (Obr. 19a)

Obr.19a: I nm = {m}

b) a prechiadza vonkaj$im bodom ihlanovej plochy. Vtedy ma priamka m s plochou I
spolo¢ny iba vrchol plochy. (Obr. 19b)

Obr.19b: INnm =0
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2. Ur¢ime vrcholova rovinu S incidentna s priamkou m. Polohu priamky a ihlanovej
plochy T ur¢ime na zaklade vzajomnej polohy vrcholovej roviny B a ihlanovej plochy
(veta 3.1). Vieme, Zze mozu nastat’ pripady:

c) vrcholova rovina £ a ihlanova plocha maju spolo¢ny iba vrchol plochy, teda

priamka m nema s ihlanovou plochou I Ziaden spoloé¢ny bod. (Obr. 19¢)

Obr.19c:INnm =29

d) vrcholova rovina B a ihlanova plocha maju spolo¢nt prave jednu hranu plochy,

vtedy priamka m obsahuje bod hrany ihlanovej plochy I. (Obr. 19d bod M)

Obr. 19d: I N m = {M}

e) vrcholova rovina 8 a ihlanova plocha maju spoloénu stenu plochy, vtedy priamka

m obsahuje use¢ku v stene ihlanovej plochy T. (Obr. 19¢ usecka MN)

Obr. 19e: TNnm = MN
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f) vrcholova rovina £ a ihlanova plocha majua spolo¢né dve rdzne tvoriace priamky,

vtedy priamka m pretina plochu I v dvoch réznych bodoch. (Obr. 19f body M, N)

Obr. 19f: I nm = {M, N}

Definicia 2.3.2:
Ihlan je prienik jednoduchého ihlanového priestoru I(P, < a,V) a polpriestoru aV.

Obr. 20: Ihlan

Stvisiace pojmy:

Podstava ihlana — mnohouholnik I N a; vrcholy ihlana — vrcholy podstav a vrchol V;
boc¢né hrany — Casti hran prislusnej ihlanovej plochy patriace ihlanu; podstavné hrany —
hrany podstavy; bo¢né steny — Casti stien prislus$nej ihlanovej plochy patriace ihlanu
(trojuholniky); steny ihlana — podstava a bo¢né steny; vySka ihlana — vzdialenost

vrchola VV od roviny podstavy.
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V pedagogickej praxi sa stretivame s telesami, ktoré su ihlanmi (obr 21a — 21e):

a) kolmy ihlan — spojnica stredu podstavy S a vrchola V je kolma na rovinu podstavy

Obr. 21a: Kolmy ihlan

b) Sikmy ihlan — ihlan, ktory nie je kolmy

Obr. 21b: Sikmy ihlan

c) pravidelny ihlan — kolmy ihlan, ur¢ujici mnohouholnik B, je pravidelny

mnohouholnik

Obr. 21c: Pravidelny 6-boky ihlan
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d) stvorsten — vsetky steny su trojuholniky

Obr. 21d: Stvorsten

e) pravidelny Stvorsten — vSetky steny su rovnostranné trojuholniky

Obr. 21e: Pravidelny Stvorsten
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2.4 Kruznicova kuzelova plocha, kruhovy kuzel’ovy
priestor, kuZzel’.

Definicia 2.4.1:
Nech je dana kruznica k v rovine @ a bod V, ktory nelezi v tejto rovine.
Uplna kruZnicova kuZelova plocha je mnozina bodov vsetkych priamok, ktoré
prechadzaju bodom V a pretinaju kruznicu k.
Uplny kruhovy kuZePovy priestor je mnoZina bodov vietkych priamok, ktoré
prechadzaju bodom V a pretinaju kruznicu k a jej vnutro.
Jednoducha KkruZnicova kuZelova plocha je mnozina bodov vSetkych polpriamok
so zaciatkom v bode V, ktoré pretinaji kruznicu k.
Jednoduchy kruhovy kuZelovy priestor je mnozina bodov vSetkych polpriamok
so zac¢iatkom v bode V, ktoré pretinaji kruznicu k a jej vnutro.
Oznacenie: kruznicova kuzelova plocha K(k < a,V ), obr.22: K(k c a,V)

kruhovy kuzelovy priestor K(k € a,V)

Obr.22:K(k ¢ a,V)

Stvisiace pojmy:

Uréujuca kruznica plochy — kruznica k v rovine «; vrchol — bod V; vrcholova priamka
— priamka prechadzajica bodom V; vrcholova revina — rovina prechadzajuca bodom V;
tvoriace priamky plochy — vrcholové priamky patriace ploche; dotykova rovina plochy
— vrcholova rovina, ktora ma s plochou spolo¢nu prave jednu tvoriacu priamku plochy.
Poznamka:

V dalSom texte budeme vykresl'ovat iba jednoduchu kruznicovu kuZzelovu plochu

a hovorit’ len o kuzel'ovej ploche resp. kuzel'ovom priestore.
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Suvisiace pojmy:
Vnutorné body kuzelovej plochy — body priestoru patriace vnutornej oblasti vytvorenej
kuzelovou plochou; vnitro kuzelovej plochy — mnozina vSetkych vnatornych bodov
kuzelovej plochy; vonkajsie body kuzelovej plochy — body priestoru patriace vonkajse;j
oblasti urcenej kuzel'ovou plochou.
Veta 2.4.1:
Vrcholova rovina B a kuzelova plocha K(k © a,V ) maju nasledovné polohy:
a) spolo¢ny iba vrchol plochy (obr. 23a);
b) spolo¢nt prave jednu tvoriacu priamku plochy (obr. 23b) alebo
¢) dve rozne tvoriace priamky (obr. 23c).
Dékaz:
Vzajomni polohu kuzelovej plochy K(k < a,V ) a vrcholovej roviny f mozeme urcit na
zéklade polohy priese¢nice rovin f N @ = r aurcujucej kruznice k. V pripade, zZe:
a) prieseCnica rovin B N a =1 a uréujica kruznica k nemaji Ziadny spolo¢ny bod,
potom vrcholova rovina f a kuzelova plocha maju spoloény iba vrchol plochy.
(Obr. 23a)

Obr.23a:rnk=0
b) prieseénica rovin f N a = r a urCujuca kruznica k maji spoloény prave jeden bod,
potom aj vrcholova rovina 8 a kuzel'ové plocha K maji spolo&nt prave jednu tvoriacu
priamku plochy. (Obr. 23b bod M)

Obr. 23b: r N k = {M}
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C) prieseCnicarovin f N @ = r a urCujuca kruznica k majia spolo¢né dva rézne body.

Vtedy vrcholova rovina B a kuzelova plocha K maju spolo¢né dve tvoriace priamky
plochy. (Obr. 23c body M, N)

Obr. 23c:r Nk = {M,N}

V pripade b) je rovina 8 dotykovou rovinou kuzelovej plochy K(k < a,V).
Veta 2.4.2:
Priamka m a kuzel'ové plocha K(k © a,V ) maju nasledovné polohy:
1. Ak priamka m je vrcholova priamka, tak je bud”

a) tvoriaca priamka plochy (obr. 24a) alebo

b) ma s plochou spolo¢ny iba vrchol plochy (obr. 24b).
2. Ak priamka m nie je vrcholova priamka tak:

¢) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod (obr. 24c),

d) obsahuje bod tvoriacej priamky plochy (obr. 24d) alebo

e) pretina plochu v dvoch roznych bodoch (obr. 24e).
Dokaz:
1. Priamka m je vrcholova:

a) teda priamka m patri kuzel'ovej ploche, je jej tvoriacou priamkou. (Obr. 24a)

Obr. 24a: K nm = {m}

b) a prechddza vonkaj$im bodom kuzelovej plochy. Vtedy ma priamka m s plochou K
spolo¢ny iba vrchol plochy. (Obr. 24b)
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Obr.24b: Knm =29

2. Ur¢ime vrcholovu rovinu B incidentna s priamkou m. Priamka m nie je vrcholova.
Polohu priamky a kuzel'ovej plochy K uréime na zéklade vzajomnej polohy vrcholovej
roviny £ a kuzel'ovej plochy (veta 4.1). Vieme, Ze mozu nastat’ pripady:
¢) vrcholova rovina 8 a kuzel'ova plocha maju spolo¢ny iba vrchol plochy, potom

priamka m nema4 s kuzel'ovou plochou K Ziaden spoloény bod. (Obr. 24c)

Obr.24c:Knm=20

d) wvrcholova rovina 8 a kuzel'ova plocha maju spolo¢nti prave jednu tvoriacu priamku

plochy, vtedy priamka m obsahuje bod tvoriacej priamky kuzel'ovej plochy K.
(Obr. 24d bod M)

Obr. 24d: K nm = {M}
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e) vrcholova rovina 8 a kuzel'ova plocha maju spoloéné dve rozne tvoriace priamky,

vtedy priamka m pretina plochu K v dvoch rdznych bodoch.
(Obr. 24e body M, N)

Obr. 24e: Kn'm = {M,N}

Definicia 2.4.2:

KuzeP je prienik kuzel'ového priestoru K(k < a,V ) a polpriestoru aV.

Obr. 25: Kuzel

Stvisiace pojmy:
Podstava kuzela — kruh K N a; hrana kuzZela — hranica podstavy kuzel'a; strana kuzZel’a
— use¢ka VM, M — bod hrany kuzela; stred podstavy — stred kruhu; vyska kuzela —
vzdialenost’ vrchola VV od roviny podstavy.
V pedagogickej praxi sa stretavame s telesami — kuzel’'mi (obr: 26a — 26¢):

a) kolmy (rota¢ny) kuzel’ — spojnica stredu podstavy a vrcholu V je kolma na rovinu

podstavy

Obr. 26a: Kolmy kuzel
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b) Sikmy kuzZel — kuzel, ktory nie je kolmy

Obr. 26b: Sikmy kuzel

c¢) rovnostranny kuzel’ — dizka strany kolmého kuZel'a je zhodna s priemerom

podstavy

Obr. 26¢: Rovnostranny kuzel
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2.5 Gulova plocha, gula.

Definicia 2.5.1:

Nech S je bod priestoru a r je kladné ¢islo.

Gul’ova plocha je mnozina bodov priestoru, ktorych vzdialenost’ v od bodu S sa rovna
danému ¢islu r.

GuPa je mnozina bodov priestoru, ktorych vzdialenost v od bodu S spia nerovnost
0<v<r.

Oznacenie: gul'a G(S, 1), obr. 27: G(S,1)

Obr. 27: G(S, 1)

Stvisiace pojmy:

Stred — bod S; polomer — &islo r, dizka tise¢ky SA, A je bod gulovej plochy; priemer —
Cislo d = 2r; priemerova priamka/rovina — priamka/rovina prechadzajuca stredom
gulovej plochy; hlavna kruznica — kruznica leZziaca v priemerovej rovine; vedlajSie
kruzZnice — ostatné kruznice na gulovej ploche; dotykova rovina plochy — rovina, ktora
ma S gul'ovou plochou spolo¢ny prave jeden bod; dotykovy bod — spolo¢ny bod gul'ove;j
plochy a dotykovej roviny.

Gula je konvexny geometricky utvar a prislusna gulova plocha rozdeluje priestor na
oblast’ konvexnu a nekonvexnil.

Stvisiace pojmy:

Vnutorné body M gul’ovej plochy — body pre ktoré plati |MS| < r, patriace konvexnej
oblasti vytvorenej gulovou plochou; vmutro gulovej plochy — mnozina vSetkych
vnutornych bodov gul'ovej plochy; vonkajsie body gul’ovej plochy — body, pre ktoré plati

|[MS| > r, patriace priestoru nekonvexnej oblasti uréenej gulovou plochou.
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Veta 2.5.1:
Rovina f a gul'ova plocha G (S, 7) maji jednu z nasledovnych poldh:
a) ziaden spolo¢ny bod (obr. 28a),
b) spolo¢ny jeden bod plochy (obr. 28b) alebo
¢) spolo¢nt kruznicu plochy (obr. 28c).
Dokaz:
Vz4jomni polohu gul'ovej plochy G(S,7) a roviny f mozeme uréit’ na zaklade vzdialenosti
stredu gul'ovej plochy a roviny S, zostrojime pédtu P kolmice zo stredu S na rovinu g,
|SB| = |SP|. Nastane jeden z pripadov:
a) vzdialenost’ stredu gulovej plochy a roviny S je vicsia nez dizka polomeru,
|SB| = |SP| > r. Pre vSetky ostatné body X # P roviny S plati: |SX| > [SP| > .

Teda rovina 8 a gul'ova plocha nemaja ziaden spolo¢ny bod. (Obr. 28a)

Obr.28a: N G=0

b) vzdialenost stredu gulovej plochy a roviny B sa rovna dizke polomeru,
|SB| = |SP| = r. Pre vSetky ostatné body X # P roviny S plati: |SX| > |[SP|=r.
Teda rovina 8 a gulova plocha maju spoloény jeden bod plochy. (Obr. 28b bod P).

Obr. 28b: B n G = {P}
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€) vzdialenost’ stredu gulovej plochy a roviny [ je menSia nez polomer,

|SB| = |SP| <r. Plati: SP <r. Body X # P, pre ktoré plati vztah |SX| =1

tvoria kruznicu, teda rovina f a gulova plocha majui spoloénu kruznicu. (Obr. 28c
kruznica k)

Obr.28c: N G=k

V pripade b) rovina S je dotykovou rovinou gul'ovej plochy v bode P.
Veta 2.5.2:
Priamka m a gulova plocha G(S, r) maju nasledovné polohy:

a) ziaden spolo¢ny bod (obr. 29a),

b) spolo¢ny prave jeden bod (obr. 29b) alebo

) sploéné dva rézne body (obr. 29c).
Dokaz
Zostrojime priemerovu rovinu g incidentn s priamkou m. Polohu priamky a gulovej
plochy G uré¢ime na zaklade vzajomnej polohy priamky m a kruznice k, f N G = k. Mozu
nastat’ nasledovné pripady:

a) Priamka m a kruznica k nemaju ziaden spolo¢ny bod, potom priamka m nema

s gulovou plochou ziaden spolo¢ny bod. (Obr. 29a)

Obr.29a:GNm =0
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b) Priamka m a kruznica k maji spolo¢ny prave jeden bod, potom aj priamka m

a gul'ova plocha maju spolo¢ny prave jeden bod. (Obr. 29b bod M)

Obr. 29b: G N m = {M}

c) Priamka m a kruznica k maji spolo¢né dva rézne body, potom aj priamka m

a gul'ova plocha maju spolo¢né dva rézne body. (Obr. 29¢ body M, N)

Obr. 29¢c: G nm = {M, N}
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3. Algoritmy konStrukcie sty¢nych a dotykovych rovin

V druhej kapitole sme sa zaoberali zakladnymi geometrickymi telesami a ich polohami
vzhladom na priamku a rovinu. V tejto kapitole zostavime algoritmy na konStrukciu
sty¢nych/dotykovych rovin, ktoré inciduji danym bodom alebo s rovnobezné s danou

priamkou k telesam uvedenym v druhej kapitole.

3.1 Algoritmus konstrukcie sty¢nych rovin hranola

1. Sty¢éné roviny incidujuce danym bodom

Nech H(P, < a,l) je hranol a bod M je l'ubovolne zvoleny bod. Zostrojte sty¢nli rovinu
hranola, ktora inciduje bodom M. (Obr. 30a)

Rozbor:

Predpokladajme, Ze sty¢na rovina t; S pozadovanymi vlastnostami existuje (Obr. 30a).
Vieme, ze sty¢na rovina je osnovova, teda obsahuje osnovovu priamku m, ktora prechadza
bodom M. Priesecnica rovin 7; N a je sty¢nou priamkou t; urcujiceho mnohouholnika P, a

prechadza bodom X, ktory je prieseénikom osnovovej priamky m S rovinou a.

Obr. 30a: Sty¢né roviny hranola bodom

Algoritmus konstrukcie:

Prvym krokom konstrukcie je zostrojenie priamky m, ktora je osnovovou priamkou telesa
a prechadza bodom M. Prienik priamky m a roviny a uréujiceho mnohouholnika je bod X.
Z bodu X zostrojime sty¢nu priamku t; uréujuceho mnohouholnika B,. Sty¢na rovina t; je

uréena sty¢nou priamkou t; a 0Snovovou priamkou m, ktora prechadza bodom M.
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Zapis algoritmu:

1. mmlIlLMem
2. X=mna
3. t; — sty¢na priamka mnohouholnika P, prechddzajica bodom X
4. 1, =tm
Dokaz:
Rovina 7; = t;m prechadza bodom M (je bodom M ur&end) a mé s hranolom H spolo¢nu
styénua priamku t;, teda spiia poziadavky tlohy.
Diskusia:
V diskusii budeme uvazovat’ hranolovu plochu, ktora patri danému hranolu H(P, < «,1).
Sty¢na rovina t; existuje prave vtedy, ked existuje sty¢nd priamka t; urcujiceho
mnohouholnika P, prechddzajuca bodom X. Pri rieSeni ulohy mo6zu nastat’ tieto polohy
bodu X a urcujiiceho mnohouholnika B,:
a) bod X je vonkajsim bodom mnohouholnika P, - bod M je vonkaj$im bodom
hranola (hranolovej plochy), iloha ma prave dve rieSenia (Obr. 30a);
b) bod X je bodom strany mnohouholnika P,, ale nie je jeho vrcholom (Obr. 30b) —
vtedy bod M je bodom steny hranola (hranolovej plochy), tloha ma prave

jedno rieSenie, rovina 7; obsahuje stenu hranola;

Obr. 30b: Sty¢na rovina obsahujuca stenu hranola

€) bod X je vrcholom mnohouholnika P, - bod M lezi na hrane hranola (hranolovej
plochy), uloha ma nekone¢ne mnoho rieseni (Obr. 30c), vSetky sty¢né roviny

spiiajiice dané poziadavky obsahuju tu ista hranu;
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Obr. 30c: Sty¢na rovina obsahujtica hranu hranola

d) bod X je vnitornym bodom mnohouholnika P, - bod M je vnGtornym bodom

hranola (hranolovej plochy), uloha nema rieSenie. (Obr. 30d)

Obr. 30d: Sty¢na rovina hranola danym bodom neexistuje

Zaver:
Vonkaj$im bodom hranola, ktory nepatri vnitornej oblasti prislusnej hranolovej plochy,

existuju dve sty¢né roviny prechadzajice danym bodom.

2. Styéné roviny rovnobezné s danou priamkou

Nech H(P, c a,l) je hranol a priamka m je l'ubovolne zvolena priamka. Zostrojte
sty¢nu rovinu hranola, ktora je rovnobezna s priamkou m. (Obr. 31a)

Rozbor:

Ak existuje styéna rovina t; (obr. 31a), ktora spiiia pozadované vlastnosti, tak je osnovova
a je rovnobezna s priamkou m. Roviny, ktoré su rovnobezné s danymi priamkami m, [,
tvoria osnovu rovin. Ich priese¢nice s rovinou a urcujiceho mnohouholnika P, patria do
osnovy priamok roviny a. Sty¢na priamka urcujuceho mnohouholnika P, patriaca do tejto
osnovy priamok roviny a, ur€uje sty¢nu rovinu t;, ktora patri do osnovy rovin

rovnobeznych s priamkami m, [.
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Obr. 31a: Styéné roviny hranola rovnobezné s priamkou m

Algoritmus konStrukcie:

Zostrojime osnovova priamku [, ktora je roéznobezna s priamkou m. Priamky [',m
vytvoria rovinu f. Priese¢nicou roviny a urcujucecho mnohouholnika B, a roviny S je
priamka r. Zostrojime styénu priamku t; urujuceho mnohouholnika P,, ktora je
rovnobezna s priamkou r. Sty¢na rovina T; je urena styCnou priamkou t; a tvoriacou
priamkou ",

Zapis algoritmu:

1. U1 L'nm=M

2. f=1Im
3. fna=r
4. t; —sty¢na priamka mnohouholnika B, t; Il r

Kazda rovina t; = t;l"”" je rovnobezna s rovinou B, (t; | ) a ma s hranolom H spolo¢ni

—>

prave jednu priamku (I || [). Rovina t; = t;I" je rovnobezna s priamkou m (m c B) a je
sty¢nou rovinou hranola, teda spiiia poziadavky tlohy.

Diskusia:

Kedze existuji prave dve sty¢né priamky urcujuceho mnohouholnika P, rovnobezné s
priamkou roviny «, tloha ma prave dve rieSenia. RieSenim tlohy st roviny, ktoré moézu
obsahovat”:

a) dve nesusedné hrany hranola (Obr. 31a);
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b) dve nesusedné steny hranola (Obr. 31b);

Obr. 31b: Sty¢né roviny hranola obsahujuce steny hranola

¢) jednu stenu a jednu hranu hranola (Obr. 31c);

Obr. 31c: Sty¢né roviny hranola obsahujuce stenu a hranu hranola

d) v pripade, ked’ je priamka m rovnobeZna s rovinou a, potom stycné priamky

ur¢ujiiceho mnohouholnika st rovnobezné s priamkou m (Obr. 31d).

Obr. 31d: Sty¢né roviny hranola rovnobezné s priamkou m,m N a = @

Zaver:

Existuju prave dve sty¢né roviny hranola rovnobezné s danou priamkou.
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3.2 Algoritmus konStrukcie dotykovych rovin valca

1. Dotykové roviny incidujuce danym bodom

Nech V(k c a,l) je valec abod M je T'ubovol'ne zvoleny bod. Zostrojte dotykovu rovinu
valca, ktora inciduje bodom M. (Obr. 32a)

Rozbor:

Nech existuje dotykova rovina t; (obr. 32a), ktora spiiia pozadované vlastnosti, potom v
tejto rovine lezi osnovova priamka m daného valca, ktorad prechddza bodom M. Priesecnica
rovin 7; Na je dotyénicou t; urCujiicej kruznice k z bodu X, ktory je prieseénikom

priamky m a roviny a.

Obr. 32a: Dotykové roviny valca bodom

Algoritmus konStrukcie:

Najskor zostrojime priamku m, ktora je osnovovou priamkou telesa a prechadza bodom M.
Prienik priamky m a roviny a urcujtcej kruznice je bod X. Z bodu X zostrojime doty¢nicu
t; urCujucej kruznice k. Dotykova rovina t; je urena doty¢nicou t; a 0snovovou priamkou
m, ktora prechadza bodom M.

Algoritmus konStrukcie:

1. mmlI,MeEm

2. X=mna

3. t; —doty¢nica kruznice k prechadzajuca bodom X
4. 1 =tm

Dokaz:

Rovina 1; = t;m prechadza bodom M (je bodom M uréend) a ma s valcom V spolo¢na

prave jednu priamku (dotyénicu t;), teda spiiia poziadavky tlohy.
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Diskusia:

V diskusii budeme uvazovat’ valcovi plochu, ktora patri danému valcu V(k < «,l).
Dotykova rovina t; existuje prave vtedy, ked’ existuje dotyCnica t; urcujucej kruznice k
prechadzajica bodom X. Pri rieSeni tlohy mozu nastat’ tieto polohy bodu X a urcujlcej
kruznice k:
a) bod X je vonkaj$im bodom kruznice k - bod M je vonkajsim bodom valca (valcovej
plochy), illoha ma prave dve rieSenia (obr. 32a);
b) bod X je bodom kruznice k — bod M je bodom valca (valcovej plochy), tiloha ma

prave jedno rieSenie, rovina t; obsahuje priamku m (obr. 32b);

"
"

i

Obr. 32b: Dotykova rovina obsahujtca tvoriacu priamku valca

¢) bod X je vnutornym bodom kruznice k - bod M je vnitornym bodom valca

(valcovej plochy), tiloha nema riesenie (obr. 32c).

)

/

Obr. 32c: Dotykova rovina valca danym bodom neexistuje

Zaver:

Vonkaj§im bodom valca, ktory nepatri vnutornej oblasti prislusnej valcovej plochy,

existuju dve dotykové roviny valca prechadzajiice danym bodom.
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2. Dotykové roviny rovnobeZzné s danou priamkou

Nech V(k < a,l) je valec a priamka m je l'ubovolne zvolena priamka. Zostrojte
dotykovu rovinu valca, ktora je rovnobezna s priamkou m. (Obr. 33)

Rozbor:

Nech existuje dotykova rovina t; (obr. 33), ktora je osnovova a rovnobezna s priamkou m.
Roviny, ktoré st rovnobezné s danymi priamkami m,[, tvoria osnovu rovin. Ich
priesenice s rovinou a« urCujucej kruznice k patria do osnovy priamok roviny a.
Doty¢nica urcujucej kruznice k patriaca do tejto osnovy priamok roviny a, urcuje

dotykovu rovina t;, ktora patri do osnovy rovin rovnobeznych s priamkami m, [.

Obr. 33: Dotykové roviny valca rovnobezné s priamkou

Algoritmus konsStrukcie:

Zostrojime osnovovh priamku [, ktord je r6znobezna s priamkou m. Priamky I, m
vytvoria rovinu f. Prieseénicou roviny a urcujucej kruznice k a roviny S je priamka r.
Zostojime dotyc¢nicu t; uréujicej kruznice k, ktoré je rovnobezna s priamkou r. Dotykova
rovina t; je ur¢ena doty¢nicou t; a tvoriacou priamkou 1"

Zapis algoritmu:

L. U NL'nm=M

2. B=1m

3. fna=r

4. t; —dotyénica kruznice k, t; || r
5 7, =1, "l

Dokaz:

—>

Rovina 7; = t;l"" je rovnobezna s rovinou B, (t; I ) a ma s valcom V spolo¢ni prave

—>

jednu priamku (I |l I). Rovina 1; = t;l" je rovnobezna s priamkou m (m c ) a je

dotykovou rovinou valca, teda spiia poziadavky tlohy.
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Diskusia:

Kedze existuju prave dve dotykové priamky urcujicej kruznice k rovnobezné s priamkou
roviny a, iloha ma prave dve rieSenia (obr. 33).

V pripade, ked’ je priamka m rovnobezna s rovinou a (obr. 34), doty¢nice uréujicej

kruznice su rovnobezné s priamkou m.

Obr. 34: Dotykové roviny valca rovnobezné s priamkoum, mNa = @

Zaver:

Existuji prave dve dotykové roviny valca rovnobezné s danou priamkou.
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3.3 Algoritmus konStrukcie sty¢nych rovin ihlana

1. Sty¢né roviny incidujuce danvm bodom

Nech I(P, c a,V) je ihlan a bod M je 'ubovolne zvoleny bod. Zostrojte styénu rovinu
ihlana, ktora inciduje bodom M. (Obr. 35a)

Rozbor:

Predpokladajme, ze Sty¢na rovina t; s pozadovanymi vlastnostami existuje (obr. 35a).
Vieme, Ze sty¢nd rovina je vrcholova, teda obsahuje vrcholovlii priamku m, ktord
prechadza bodom M. PrieseCnica rovin 7; Na je sty¢nou priamkou t; urcujiceho
mnohouholnika B, a prechadza bodom X, ktory je priese¢nikom vrcholovej priamky m a

roviny a.

Obr. 35a: Sty¢né roviny ihlana bodom

Algoritmus konStrukcie:

Prvym krokom konstrukcie je zostrojenie priamky m, ktora je vrcholovou priamkou telesa
a prechadza bodom M, tj. m = VM. Prienik priamky m a roviny a urcujuceho
mnohouholnika je bod X. Z bodu X zostrojime sty¢nt priamku t; urcujuceho
mnohouholnika P,. Sty¢na rovina t; je urcena stycnou priamkou ¢t; a vrcholovou priamkou
m, ktora prechadza bodom M.

Zapis algoritmu:

1. m:VM

2. X=mna

3. t; —sty¢nd priamka mnohouholnika P, prechddzajica bodom X
4

—>

T, = tim
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Dokaz:
Rovina t; = t;m prechadza bodom M (je bodom M uréend) a mé s ihlanom I spolo¢nu
prave jednu styéna priamku, teda spiiia poziadavky tlohy.
Diskusia:
V diskusii budeme uvazovat uplnu ihlanova plochu, ktord patri danému ihlanu.
Sty¢na rovina t; existuje prave vtedy, ked existuje sty¢nd priamka t; urcujiceho
mnohouholnika P, prechadzajica bodom X. Pri rieSeni Glohy mézu nastat’ tieto polohy
bodu X a urcujiiceho mnohouholnika P, :
a) bod X je vonkaj$sim bodom mnohouholnika P, - bod M je vonkajsim bodom ihlana
(ihlanovej plochy), iloha ma prave dve riesenia (obr. 35a);
b) bod X je bodom strany mnohouholnika B,, ale nie je jeho vrcholom — vtedy bod M
je bodom steny ihlana (ihlanovej plochy), tloha ma prave jedno rieSenie, rovina t;

obsahuje stenu ihlana (obr. 35b);

Obr. 35b: Sty¢na rovina prechadzajiica danym bodom a obsahujuca stenu ihlana

¢) bod X je vrcholom mnohouholnika B, - bod M lezi na hrane ihlana (ihlanovej
plochy), uloha mé nekoneéne mnoho rieseni, vietky styéné roviny spifiajuce dané

poziadavky obsahuju ta ista hranu ihlana (obr. 35¢);

Obr. 35¢: Sty¢né roviny prechadzajiuce danym bodom a obsahujuce hranu ihlana
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d) bod X je vnitornym bodom mnohouholnika B, - bod M je vnutornym bodom ihlana

(ihlanovej plochy), loha nema riesenie (Obr. 35d).

Obr. 35d: Sty¢na rovina ihlana danym bodom neexistuje

e) v pripade, ked bod X je nevlastnym bodom priamky m a roviny «, priamka m je
rovnobezna s rovinou «, bod M je vonkajsim bodom ihlana (ihlanovej plochy),

uloha méa dve riesenia. (Obr. 35¢).

Obr. 35e: Sty¢né roviny ihlana danym bodom
Zaver:
Vonkaj§im bodom ihlana, ktory nepatri vnltornej oblasti prislusnej ihlanovej plochy,

existuju dve sty¢né roviny prechadzajice danym bodom.
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2. Sty¢né roviny rovnobezné s danou priamkou

Nech I(B, c «,V) je ihlan a priamka m je l'ubovol'ne zvolena priamka. Zostrojte sty¢nu
rovinu ihlana, ktora je rovnobezna s priamkou m. (Obr. 36a)

Rozbor:

Ak existuje styéna rovina T; (obr. 36a), ktora spifa pozadované vlastnosti, tak je
vrcholova, teda v nej lezi vrcholova priamka m', ktord je rovnobezna s priamkou m.
PrieseCnica roviny t; N @ je sty¢nou priamkou t; urCujiceho mnohouholnika B, a

prechadza bodom X, ktory je priese¢nikom priamky m' a roviny a.

Obr. 36a: Sty¢né roviny ihlana rovnobezné s priamkou

Algoritmus konStrukcie:

Zostrojime vrcholovi priamku m’, ktora je rovnobezna s priamkou m. Prienik priamky m’
a roviny a uréujuceho mnohouholnika je bod X. Z bodu X zostrojime sty¢nti priamku t;
urujuceho mnohouholnika B,. Sty¢nd rovina t; je urcend sty¢nou priamkou t; a
vrcholovou priamkou m'.

Zapis algoritmu:

1. m"m|m,Vem
2. mna=X

3. t;— sty¢na priamka mnohouholnika P, z bodu X

—>

4. 1; =t;m’'

Dokaz:

Rovina t; = (tl—m’) je vrcholovou rovinou ihlana I a ma s nim spolo¢nt prave jednu sty¢nu
priamku. Rovina t; = (tl_m’) je rovnobezna s priamkou m (m || m') a je sty¢nou rovinou
ihlana, teda spiiia poziadavky tlohy.

Diskusia:

V diskusii budeme uvazovat’ uplnt ihlanovli plochu, ktord patri danému ihlanu.
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Sty¢nd rovina t; existuje prave vtedy, ked existuje sty¢na priamka ¢; urcujiceho
mnohouholnika P, prechadzajuca bodom X. Pri rieSeni tlohy mo6zu nastat’ tieto polohy
bodu X a ur¢ujiiceho mnohouholnika B,:
a) bod X je vonkaj$im bodom mnohouholnika B, - priamka m' obsahuje len vonkajsie
body ihlana, uloha ma prave dve riesenia (obr. 36a);
b) bod X je bodom mnohouholnika B, ale nie je jeho vrcholom — priamka m' je
tvoriacou priamkou ihlana (ihlanovej plochy), uloha ma prave jedno rieSenie,

rovina t; obsahuje stenu ihlana (obr. 36b);

Obr. 36b: Sty¢na rovina rovnobezna s danou priamkou obsahujtca stenu ihlana

¢) bod X je vrcholom mnohouholnika B, - priamka m' je hranou ihlana (ihlanovej
plochy), tloha ma nekoneéne mnoho rieseni, vietky styéné rovivy spiiajuce

dané poziadavky obsahuju priamku m' (obr. 36c);

Obr. 36¢: Sty¢né roviny rovnobezné s danou priamkou obsahujice hranu ihlana

d) bod X je vnatornym bodom mnohouholnika B, - na priamke m' leZia vnutorné aj

vonkajsie body ihlana, uloha nema rieSenie (obr. 36d);
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Obr. 36d: Sty¢na rovina ihlana rovnobezna s danou priamkou neexistuje
e) v pripade, ked je priamka m'rovnobezna s rovinou @, styéné priamky uréujuceho

mnohouholnika st rovnobezné s priamkou m' (obr. 36e).

Obr. 36e: Sty¢né roviny ihlana rovnobezné s priamkoum, mnNna = @

Zaver:
Ak vrcholova priamka m’ || m obsahuje len vonkajsie body ihlana, okrem bodu V, tak

existuju dve sty¢né roviny rovnobezné s danou priamkou.
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3.4 Algoritmus konstrukcie dotykovych rovin kuzela

1. Dotykové roviny incidujiuce danym bodom

Nech K(k c a,V) je kuzel' a bod M je Tubovolne zvoleny bod. Zostrojte dotykovi
rovinu kuzel’a, ktora inciduje bodom M. (Obr. 37a)

Rozbor:

Nech existuje dotykova rovina t; (obr. 37a), ktora spiiia pozadované vlastnosti, potom v
tejto rovine lezi vrcholovd priamka m daného kuzela, ktord prechddza bodom M.
Priesec¢nica rovin t; N a je doty¢nicou t; urcujicej kruznice k a prechadza bodom X, ktory

je prieseénikom priamky m a roviny a.

Obr. 37a: Dotykové roviny kuzel'a bodom

Algoritmus konStrukcie:

Najskor zostrojime priamku m, ktora je vrcholovou priamkou telesa a prechadza bodom
M. Prienik priamky m a roviny a urcujticej kruznice je bod X. Z bodu X zostrojime
doty¢nicu t; urCujucej kruznice k. Dotykova rovina ; je uréena doty¢nicou t; a priamkou
m, ktora prechadza bodom M.

Zapis algoritmu:

1. m:W
2. X=mn«a

3. t; — doty¢nica kruznice k prechéddzajica bodom X

4. 1, =1tm

Dokaz:

Rovina t; = t;m prechadza bodom M (je bodom M ur&end) a mé s kuzefom K spoloénii
prave jednu priamku (dotyénicu t;), je dotykovou rovinou kuzela, teda spifia poziadavky

ulohy.
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Diskusia:
V diskusii budeme uvazovat uplnu kuzelovi plochu, ktord patri danému kuzelu.
Dotykova rovina 7; existuje prave vtedy, ked’ existuje dotyCnica t; urcujucej kruznice k
prechadzajuca bodom X. Pri rieseni tlohy mo6zu nastat’ tieto polohy bodu X a uréujicej
kruznice k:

a) bod X je vonkaj$im bodom kruznice k — vtedy aj bod M je vonkaj$im bodom

kuzel'a (kuzel'ovej plochy), tloha ma prave dve riesenia (obr. 37a);
b) bod X je bodom kruznice k — vtedy bod M je bodom kuzelovej plochy, tloha

ma prave jedno rieSenie, rovina t; obsahuje priamku m (obr. 37b);

Obr. 37b: Dotykova rovina prechadzajica danym bodom a obsahujuca tvoriacu priamku
kuzela

¢) bod X je vnatornym bodom kruznice k - bod M je vnitornym bodom kuzela

(kuzel'ovej plochy), iloha nema rieSenie (obr. 37c).

Obr. 37c: Dotykova rovina kuzel'a prechadzajuca danym bodom

d) v pripade, ked’ bod X je nevlastnym bodom priamky m a roviny a, priamka m je
rovnobezna s rovinou a, bod M je vonkaj$im bodom kuzela (kuzel'ovej plochy),

uloha mé dve rieSenia. (Obr. 37d).
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Obr. 37d: Dotykové rovina kuzel’a prechadzajice danym bodom

Zaver:
Vonkaj$im bodom kuzela, ktory nepatri vnatornej oblasti prislusnej kuzelovej plochy,

existuju dve dotykové roviny kuzel'a prechadzajuce danym bodom.

2. Dotykové roviny rovnobezné s danou priamkou

Nech K(k c «a,V) je kuzel a priamka m je l'ubovolne zvolend priamka. Zostrojte
dotykovu rovinu kuzela, ktora je rovnobezna s priamkou m. (Obr. 38a)

Rozbor:

Nech existuje dotykova rovina t; (obr. 38a), ktora spiiia pozadované vlastnosti, potom je
vrcholovou rovinou daného kuzela a lezi v nej vrcholova priamka m', ktora je rovnobezna
s priamkou m. Priese¢nica rovin 7; N a je dotyénicou t; urCujucej kruznice k a prechadza

bodom X, ktory je priese¢nikom priamky m’ a roviny a.

Obr. 38a: Dotykové roviny kuzel'a rovnobezné s priamkou

Algoritmus konstrukcie:

Zostrojime vrcholova priamku m', ktora je rovnobezna s priamkou m. Priese¢nik priamky
m' a roviny a uréujlcej kruznice je bod X. Z bodu X zostrojime doty€nicu t; uréujlce;j

kruznice k. Dotykova rovina t; je uréena doty¢nicou t; a vrcholovou priamkou m'.
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Zapis algoritmu:

1. m"m|m,Vem
2. mna=X
3. t; —doty¢nica kruznice k bodom X

4, T, = tim'

Dokaz:

—>

Rovina t; = t;m’ je vrcholovou rovinou kuzela K a ma s nim spoloéni prave jednu
priamku (dotyénicu). Rovina 7; = (tl_m’) je rovnobeznd s priamkou m (m |l m') a je
dotykovou rovinou kuzel'a, teda spifia poziadavky alohy.
Diskusia:
V diskusii budeme uvazovat’ Gplnt kuZelovli plochu, ktora patri danému kuZel'u.
Dotykova rovina t; existuje prave vtedy, ked existuje dotykova priamka t; urcujicej
kruznice k prechadzajtica bodom X. Pri rieSeni tilohy mézu nastat’ tieto polohy bodu X a
urcujucej kruznice k:

a) bod X je vonkaj$im bodom kruznice k - priamka m' obsahuje len vonkaj$ie body

kuzel'a (kuzel'ovej plochy), uloha ma prave dve rieSenia (obr. 38a);
b) bod X je bodom kruznice k — priamka m’ je tvoriacou priamkou kuzela (kuzelovej

plochy), tloha ma prave jedno rieSenie, rovina 7; obsahuje priamku m' (obr. 38b);

m

Obr. 38b: Dotykova rovina rovnobezna s danou priamkou obsahujtica
tvoriacu priamku kuzel'a

¢) bod X je vnlitornym bodom kruZnice k — na priamke m' lezia vnutorné aj vonkajsie

body kuzel'a, iloha nema rieSenie (obr. 38c);
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Obr. 38c: Dotykova rovina kuzel'a rovnobezna s danou priamkou neexistuje

d) v pripade, ked’ je priamka m' rovnobezna s rovinou a, dotykové priamky urcujicej

kruznice st rovnobezné s priamkou m’ (obr. 38d).

Obr. 38d: Dotykové roviny kuzel'a rovnobezné s priamkoum, mNna = @

Zaver:
Ak vrcholova priamka m' || m obsahuje len vonkaj$ie body kuzela, okrem bodu V, tak

existuji dve dotykové roviny rovnobezné s danou priamkou.
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3.5 Algoritmus kon$trukcie dotykovych rovin gulovej

plochy

Dotykové roviny incidentné danou priamkou

Nech G(S,7) je gulova plocha a priamka m je Tubovolne zvolend priamka. Zostrojte
dotykovi rovinu ku gul'ovej ploche, ktora je incidentna s priamkou m. (Obr. 39a)

Rozbor:

Nech existuje dotykova rovina t; (obr 39a), ktora spiiia pozadované vlastnosti, potom v
tejto rovine lezi tvoriaca priamka m’; valcovej plochy. Ak zostrojime ku gulovej ploche
G(S,r) doty¢nice rovnobezné s danou priamkou m, ktorych je nekone¢ne vela, vytvoria
rotaéna valcovi plochu V. Valcova plocha a gulova plocha maji spoloénii jednu kruznicu
k, ktora je hlavnou kruznicou a lezi v priemerovej rovine . Rovina S a tvoriace priamky
valcovej plochy st navzajom kolmé, teda aj priamka m je kolma na rovinu . Z tvoriacich
priamok valcovej plochy vyberieme tie, ktoré s priamkou m urcia dotykové roviny gulovej
plochy. Dotykova rovina t; musi obsahovat' doty¢nicu ku kruznici k, prechadzajucu

bodom X, ktory je priesenikom priamky m a roviny £.

Obr. 39a: Dotykové roviny gul'ovej plochy prechadzajice danou priamkou

Algoritmus konstrukcie:

Najskor zostrojime priemerovii rovinu S gulovej plochy G(S,r), ktora je kolma na
priamku m. Priese¢nicou roviny B a gulovej plochy G(S,7) je hlavna kruznica k a
prieseénikom priamky m a roviny S je bod X. Z bodu X zostrojime doty¢nicu t; ku

kruznici k. Dotykova rovina je uréena dotyénicou t; a priamkou m.
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Zapis algoritmu:

1. f:SeBBLm

2. X=mnBk=Gnp

3. t; — dotycnice ku kruznici k bodom X, T; — dotykové body
4. 1, =t;m

Dokaz:

Rovina ; = t;m inciduje priamkou m (je priamkou m uréen4) a ma s gulovou plochou G

spoloény prave jeden dotykovy bod T;. Rovina t; = t;m prechadza priamkou m a je

dotykovou rovinou gul'ovej plochy, teda spiiia poziadavky ulohy.

Diskusia:

Priamku m mozno zvolit' T'ubovolne. Dotykova rovina t; existuje prave vtedy, ked

existuje dotykova priamka t; hlavnej kruZnice k prechadzajlica bodom X. Pri rieSeni ulohy

mozu nastat’ tieto polohy bodu X a kruZnice k:

a) bod X je vonkajsim bodom kruznice k — vtedy existuji prave dve doty¢nice t;
bodom X ku gulovej ploche G(S, 1), uloha ma dve riesenia (obr. 39a);

b) bod X patri kruznici k — vtedy existuje jedind doty¢nica t; bodom X ku gulovej
ploche G(S,r) a zaroven aj priamka m je doty¢nicou gulovej plochy, iloha ma

prave jedno rieSenie (obr. 39b);

Obr. 39b: Dotykova rovina gulovej plochy incidujtca s danou priamkou

¢) bod X je vnatornym bodom kruznice k — vtedy neexistuje doty¢nica t; bodom X

ku gul'ovej ploche G(S,), tiloha nema riesenie (obr. 39¢).

Obr. 39c: Dotykova rovina gulovej plochy incidujuca s danou priamkou neexistuje
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Zaver:
Ak priamka nema s gulovou plochou ziaden spolo¢ny bod, tak existuji dve dotykové

roviny gul'ovej plochy incidujtce s danou priamkou.
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4. Aplikacia algoritmov na konStrukciu sty¢nych
a dotykovych rovin

V prvych dvoch kapitolach sme sa zaoberali zdkladnymi vlastnost'ami telies, ich

dotykovymi a Styénymi rovinami a ich réznymi polohami vzh'adom na dané teleso.

Algoritmy konstrukcie styénych a dotykovych rovin opisané v stereometrii

sa vhodnou tupravou aplikuju vo vSetkych zobrazovacich metodach:

1.

2
3
4.
5
6

kotované zobrazenie
Mongeovo zobrazenie

Sikmé zobrazenie

pravouhla a Sikma axonometria
stredové premietanie

linearna perspektiva

V tejto Kkapitole je =zvolena zobrazovacia metdda pravouhla axonometria, uréena

axonometrickym trojuholnikom AXYZ, na reprezentovanie algoritmov konstrukcie

sty¢nych a dotykovych rovin. Uvedené st rieSené ulohy pre vsetky skor opisané algoritmy.

Zadania uloh st zvolené tak, aby rieSenia mali dobrtl vizualizaciu.

62



Uloha 1.:
Zostrojte sty¢né roviny k 5-bokému hranolu Hs5(Ps € m,l = H), ktoré prechadzaju
bodom M. Ulohu rieite v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava hranola
je pravidelny péatuholnik ABCDE. Stred podstavy je bod S(0, 3j,0), vrchol podstavy bod
A(0,0,0), bod tvoriacej priamky [ = AA, A'(0,—-2j,5j) a bod M (—1j,7j,7)).
Zadanie:

Rie$enie: e Obr. 40a T

Zapis algoritmu v PA:

1. m: mg " la, Mmqq ” lla’ Ma € mg, Mla (= miq

2. X:Xalea:manmla

3. Xlacla = 1ta = 1t1a = Tlpa, XlaEla :2 ta — Ztla — ‘[Zpa
4

T, =mg ty, T, = my %t,
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Uloha 2.:

Zostrojte sty¢né roviny k 5-bokému hranolu H5(P; © m,l = ﬁ), ktoré st rovnobezné
s danou priamkou m = MN. Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ (10, 12j, 11j).
Podstava hranola je pravidelny patuholnik ABCDE. Stred podstavy je bod S(0,3j,0),
vrchol podstavy bod A(0,0,0) a bod tvoriacej priamky [ = H, A'(0,—-2j,5j). Priamka
m = MN, pricom M(—1j,7j,7j) a N(—2.5j,7j,0).

Zadanie:

Rie$enie: s
g Obr. 41a

Obr. 41b

Zapis algoritmu v PA:

1o Uil gy Uyl iy My €Uy My €114

2. B:T,m,

3. BNm = Ppg =1, =114

4. 1ta Il 7, 1ta = 1tla = Tlpar Bia = Bg € 1ta
2il:a I 7, 2il:a = 2tla = sza'Dla = D, € 2taL

5. 7, = W', 1t,, 1, = 21", %t,
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Uloha 3.:
Zostrojte dotykové roviny k valcu V(k c m,l = H), ktoré prechadzaju bodom M.
Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava valca je kruznica k
so stredom podstavy S(0,3j,0), bodom urcujicej kruznice A(0,0,0), bodom tvoriacej
priamky | = AA’, A'(0,—2j,5)) abod M je (—1j, 7], 7j).

Zadanie:

otenic: o T
RieSenie Obr. 42a

/Xa e 1T, =17, Y, : j\i
Obr. 42b =
Zapis algoritmu v PA:
1L mimg l lg, myg Nl lig, My, € my, My, € my,
2. X:X,=Xiq=myzNmy,
3. X141Ty, = 1ta = 1tla = 1-1pa:
X1a2T14 =2 tg = 2tla = sza

—

4. 1ty =mylty, T, = my%t,
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Uloha 4.:

Zostrojte dotykové roviny k valcu V(k < =m,l = H) rovnobezné s danou priamkou m =
MN. Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava valca je
kruznica k, ktorej stred podstavy je bod S(0, 3j,0), bod urcujtcej kruznice bod A(0, 0, 0),
bod tvoriacej priamky [ = H, A'(0,—2j,5j). Priamka m = MN, pricom M(—1j,7j,7j)
a N(—2.5j,10.5j,0).

Zadanie: !

RieSenie: Obr. 43a

1 1 1
t: ta Pa

Obr. 43b

Zapis algoritmu v PA:
1. l,: l,a ” la, llla ” lla» Ma (S l,a, Mla (S llla

2. B:1, m,

3. BNm = 'Bpa =Ta = Na

4. Mg 1y, Mt = Ttig = TP, 1Ty = 1T, € 'ty
2ta I 7, 2ta = Ztla = szarZTla = 2T, € 2ta

1”1 2”2
Ty = W ltg, T, = 217 %,

o
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Uloha 5.:
Zostrojte sty¢né roviny k 5-bokému ihlanu Is(Ps < m, V), ktoré prechadzaji bodom M.
Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava ihlana je pravidelny
patuholnik ABCDE, ktorého stred podstavy je bod S(0,3j,0), vrchol podstavy bod
A(0,0,0), wvrchol ihlana je bod V(0,1.5/,5j) a dany bod M (-1j,7j,1j)).
Zadanie:

Rie$enie:

Zapis algoritmu v PA:

1. m: MgV = mg, M1qVig = My,
2. X:Xa=X1a=maﬂm1a
3. X14Cia = 1ta = 1tla = 1-1pa:

X1aE1a =2 tg = 2tla = sza

—

4. 1ty =mylty, T, = my%t,
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Uloha 6.:

Zostrojte styéné roviny k 5-bokému ihlanu Is(Ps < m, V), ktoré st rovnobezné s danou
priamkou m = MN. Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava
ihlana je pravidelny péatuholnik ABCDE. Stred podstavy je bod S(0,3j,0), vrchol
podstavy bod A(0,0,0), vrchol ihlana je bod V(0,1.5j,5j). Priamka m = MN, pricom
M(-1j,7j,5j) aN(0,10.5/,0).

Zadanie: 1

RieSenie:

Obr. 45b

Zapis algoritmu v PA:
1. m''m'y Img m'yg Il myg V, €My, Vi, Em'yg
2. X: X, =X,=m';nm/y,
3. X14Cia = 'ta = 'tia = "0
X1aD1qa =2 lg = 2tla = sza

! !/
4. t, =m', t, 1, = m', %t,
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Uloha 7.:

Zostrojte dotykové roviny ku kuzelu K(k < m,V), ktoré prechadzaji bodom M. Ulohu
rieSte v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava kuzel'a je kruznica k so
stredom podstavy S(0,3j,0), bodom uréujicej kruznice je bod A(0,0,0), bod tvoriacej
priamky | = AA’, A'(0,—2j,5j) a dany bod M (1j, 7, 1.5)).

Zadanie:

Riesenie: g T
E—— unr. 40a

Obr. 46b

Zapis algoritmu v PA:

1. m: m = Mg, M1qV1iqg = My,

2. X:X,=Xiq=myzNmy,

3. X1g1Tia = 'ta = "t1a = "pa
X1a2T1q =2 tg = 2tla = sza

—

4. T, =mylty, T, = my%t,
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Uloha 8.:

Zostrojte dotykové roviny ku kuzel'u K(k < m,V) rovnobezné s danou priamkou m =
MN. Ulohu rieste v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Podstava kuzel'a je
kruznica k, ktorej stred podstavy je bod S(0,3j,0), bod urcujucej kruznice je A(0, 0, 0),

bod tvoriacej priamky [ = H, A'(0,—2j,5)). Priamka m = MN, kde M(—1j,7j,5)) a

N(0,10.54,0).
Zadanie: i
Rie$enie: Obr. 47a

Zapis algoritmu v PA:
1. m''m'g Img m'yg l myg V, Em'y, Vig €m'yy
2. X:Xyg=Xia=mgNnmyy,
3. Xiq1Tiq = 1ta = 1tla = 1-1pa:
X1a2T1q =2 lg = 2tla = sza

! !/
4. t, =m', t, 1, = m', %t,
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Uloha 9.:
Zostrojte dotykové roviny ku gulovej ploche G(S,r), prechadzajice priamkou m = MN.
Ulohu rie$te v pravouhlej axonometrii AXYZ(10j,12j,11j). Gulova plocha je dana
stredom S(2j,4j,5j) a polomerom r = 2j. Priamka m = MN, kde M(3j,0,4j) a
N(3/,0,2)). )

Zadanie: %

N

RieSenie: -
[ Obr. 48a

Obr. 48b

Zapis algoritmu v PA:

1 B:Sa €B,B Lmgmgllzg= Pmgll xa, Prg 1y, | Pmaxa| = | Prayal| = 1SaS1al
2. X:X,=myN Bmy kik, =GN,
3. m: ta, m=2 tg
4

T, =mg ty, T, = m, %t,
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Z.aver

Mate problém s priestorovou predstavivostou? Vidite priemety telies len ako subor
¢iar? Tak pre Vas bol spracovany ucebny text o geometrickych telesadch a konstrukcii ich
styénych resp. dotykovych rovin. Mali ste moznost' porovnat’ klasicky priemet telesa a
jeho anaglyfickl verziu. Snahou bolo vybrat’ "vhodné" polohy telesa a d’alSich vstupnych

prvkov a tym vytvorit priestorovua vizualizaciu situacie.
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