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1 Rasterizacia

Podl'a typu zobrazovacieho zariadenia su vysledkami algoritmov bud’ postupnosti bodov —
pixely alebo postupnosti useciek. V prvom pripade dostaneme rastrovy obraz — raster a v tom
druhom obraz vektorovy [2].

Rastrovy obraz alebo raster si mdZeme predstavit’ ako celociselnu siet’, ktorej kazdy uzol
je stred kruhu o polomere %, predstavujiceho pixel. Ciel'om je zobrazit’ (vysvietit’ na obrazovke)
mnozinu pixlov, ktorych geometrické stredy lezia na usecke alebo blizko nej (pozdfi danej usecky).
Tento proces sa nazyva rasterizacia a mdZeme si ho predstavit’ ako rozsvecovanie jednotlivych
bodov rastra. Pod rasterizaciou vektora budeme rozumiet’ rasterizaciu orientovanej usecky.

Za zakladné dvojrozmerné objekty povazujeme uUsecky, lomené Ciary, kruZnice, elipsy, mno-
houholniky, krivky a textové ret’azce [1]. Tieto objekty nazyvame zakladné grafické vystupné
prvky (output primitives) [2]. Poc¢itacova grafika je orientovana hlavne na tvorbu rastrového ob-
razu, a teda pri tvorbe rastrového obrazu je potrebné ndjst’ vSetky pixely, ktoré reprezentuju dany
graficky prvok [2].

V nasledujucej kapitole ukdzeme, ako je mozné zobrazit’ pomocou rasterizdcie usecku, kruz-
nicu a elipsu vyuZzitim troch zékladnych algoritmov.

1.1 Algoritmy na rasterizaciu asecky

Usecka je vo vieobecnosti vyjadrend neceloGiselnymi stiradnicami koncovych bodov. Algo-
ritmy na vykresl’ovanie do rastra ale pocitaji s celo¢iselnymi suradnicami. Preto sa na vstupe
algoritmu koncové body zaokrihl'ujd do celociselnej aritmetiky. Chyba, ku ktorej v dosledku za-
okruhlenia ddjde, je povaZzovana za bezvyznamnu (Obr. 1).
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Obr. 1: Spojité a rastrové zobrazenie usecky [2]

Usecka je segment priamky a uvedieme tri spdsoby opisu:

e Smernicova rovnica priamky:
y =mx + b, (1.1)

kde m je smernica priamky a b je y-ova suradnica priesecnika priamky s osou y. Smernica
priamky vyjadruje tangens uhla, ktory zviera priamka s kladnou ¢ast’ou osi .
Ak priamka prechddza bodom O (zaciatok stradnicovej ststavy), tak b = 0, t.j.:

Yy =mz (1.2)



e Priamka urcena dvoma bodmi:
Midme dva krajné body usecky AB, A = [za,yal, B = [zB,yB|, xa # Tp, Ti,y; €
NuU{0},z; € (za,2p),y; € (ya,yp). Priamku urend tymito dvoma bodmi dostaneme
zo smernicového tvaru rovnice:

Yy—ys="—"—"""—(r—xa) (1.3)

Po tprave y = max + b, kde m = % ab=yg — mxy. Hodnoty xp — x4 ayp — ya
vyjadruju prirastok v smere osi  a y a méZeme ich oznacit’ ako dov = xrp — x4 a dy =

yp — ya. V literatdre sa dx oznaCuje aj ako Az a dy ako Ay.

e VsSeobecna rovnica priamKky:
Rovnicu (1.1) vieme upravit’ na tvar
ar +by+c=0, (1.4)
kde a, b, c € R. Toto vyjadrenie nazyvame vSeobecnd rovnica priamky.

Dalej nds budi zaujimat’ priamky y = = a y = —z. Tie rozdelia rovinu na dve oblasti E, a Ey, z
ktorych kazda je zjednotenim dvoch protil’ahlych vrcholovych uhlov (Obr. 2).
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Obr. 2: Rozdelenie roviny na £, a F,, [6]

e Oblast’ £, obsahuje os z-ovu. Je zrejmé, Ze do oblasti £, patria tie a len tie priamky, ktorych
smernice spifiaji podmienku |m| < 1 ateda | dy |<| dz |. St to priamky s miernym
stupanim resp. klesanim vzhl’adom k osi z. Ak usecka patri do oblasti £, hovorime, Ze ma
dominantny smer .

e Oblast’ I, obsahuje os y. Do oblasti £, patria tie a len tie priamKy, ktorych smernice spiﬁajli
podmienku |m| > 1 a zédroveti | dy |>| dx |. To sd priamky so strmym stdpanim resp.
klesanim vzhl’adom na os z, ¢iZe s miernym stipanim resp. klesanim vzhl’adom na os y. Ak
tsecCka patri do oblasti £, md dominantny smer .

Hrani¢né priamky y = x a y = —r mdZeme zaradit’ do ktorejkol’ vek z tychto oblasti, dohodnime
sa, Ze ich zaradime napr. do oblasti F,.

Stradnicové osi = a y rozdelia rovinu na Styri kvadranty (Obr. 3a). Ak k nim priddme eSte
priamky y = z a y = —z, dostaneme rozdelenie roviny na osem oktantov (Obr. 3b). Usetke
AB vieme podl’a hodnoty smernice m priradit’ prislusnost’ do kvadrantu (Obr. 3a) alebo oktantu
(Obr. 3b). Medzi zédkladné algoritmy rasterizécie usecCky patria tri algoritmy: DDA, Bresenhamov
a Midpoint algoritmus.

Pri vSetkych algoritmoch plati, Ze vstupom je zaciatocny bod A = [x 4, y4] a koncovy bod dsecky
B = [z, yp] a vystupom mnoZina bodov rastra, ktoré aproximuji dand dsecku AB.
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Obr. 3: Rozdelenie roviny

1.1.1 DDA algoritmus (Digital Differential Analyzer Algorithm)
Historia
Je to jeden z prvych algoritmov pouzivanych v pocitacovej grafike.

Princip algoritmu

DDA algoritmus je rychlejSia metdda pre vypocet poloh pixlov ako pouZit’ smernicovi rovnicu
priamky (1.1).

V tomto iterativnom krokovom algoritme musime pracovat’ v redlnej aritmetike a robit’ zaok-
rihlenia. Nepouzivame pri nom ndsobenie, ale vypocet suradnic pixlov pozdfi priamky v redlnej
aritmetike. Chyba zaokruhlenia sa napriek tomu povazuje za nepodstatnii.

DDA (Digital Differential Analyzer) je prirastkovy algoritmus. Vychadza z rovnice dy = mdz,
ktortd dostaneme ako formélny prepis smernicovej rovnice priamky. Use¢ka je krokovand jednot-
kovym krokom v smere jednej z osi x alebo y a druhd stiradnica sa vyjadri zo smernice priamky
m = %' Os, v ktorej smere prebieha vzorkovanie, sa nazyva riadiaca/hlavnd os a druhd je ved-
lajSia os. Aby sme sa pri tomto postupe vyhli vyskytu medzier na zobrazenych useckach, nemdze
zobrazovand priamka prudko stipat’ alebo klesat' od riadiacej osi (Obr. 4a a Obr. 4b). Ak tento
pripad nastane, vymenime tlohu stradnicovych osi, t.j. jednotkové krokovanie budeme realizovat’
v smere druhej stiradnicovej osi.

(a) Vzorkovanie v smere osi « (b) Vzorkovanie v smere osi y

Obr. 4: Usetka z bodu A do bodu B vykreslend pomocou dvoch vzorkovani



Nachddzame sa v bode dseCky (x;,y;) a potrebujeme urcit’ nasledujici bod (z;41,¥;+1), ktory
vieme vyjadrit’ ako

Tip1 = X; +incry,
Yir1 = Yi +incry,

kde incr, a incry je prirastok (z ang. increment) v smere x a y.
Uvazujme useCku AB. Pripady, ktoré mozu nastat’:

e Ak |m| < 1 =| dy |<| dx | axs < zp (bod A sa nachddza vI'avo od bodu B), tak
useCka ma dominantny smer x. Vzorkovanie bude teda prebiehat’ v smere osi x o konStantni
hodnotu +1. Hodnotu nasledujicej y-ovej stradnice uréime z rovnice priamky (1.1) ako
Yir1 = mxi +b=m(x; + 1) + b = y; + m|. Teda plati

Tiy1 = x; + 1,
Yig1r = Yy +m.

e Ak /m| < 1 =|dy |<| dx|axs > xp (bod A sa nachadza vpravo od bodu B), mdZeme
body A a B navzdjom vymenit alebo ekvivalentne postupovat’ tak, Ze poloZime hodnotu
incr, = —1. Potom y;11 = my;11 +b=m(z; — 1) + b=y, — m. Teda

Tip1 = 2; + 1,
Yiv1 = Yi — M.

e Ak /m| > 1 =| dy |>| do | aya < yp (bod A sa nachddza nizsie ako bod B), tak

useCka ma dominantny smer y. Vzorkovanie bude prebiehat’ v smere osi y o konStantni

hodnotu +1. Hodnotu nasledujicej z-ovej siradnice ur¢ime z rovnice priamky (1.1) ako
Tiv1 = (Yis1 —b)= = (y; + 1 = b)+ = (max; + b+ 1 — b)= = z; + +. Teda plati

Tip1 = T + —,
m
Yit1 =y + L.

e Ak jm| > 1 =| dy |>| doz | ax4 > xp (bod A sa nachddza vysSie ako bod B), mdZeme
body A a B navzdjom vymenit alebo ekvivalentne postupovat’ tak, Ze polozime hodnotu

incry = —1. Potom z; 1 = (Y11 —b)= = (y; — 1 —b)L = (ma; +b—1—-b)~ =2, — =
Teda
1
LTit1 =Ty — —,
m
Yit1 =y — L.

Je zrejmé, 7e podet vykreslenych bodov v rastri pozdiZ dseky sa rovnd maximélnej hodnote
rozdielu z/y-ovej sdradnice krajnych bodov, teda n = maz{| dy |,| dz |}. MéZeme povedat’, Ze
pre incr, a incr, plati:

® Incr, = dn—z

U
<

® incry, =~



Postup

1. VloZ dva krajné body (z4,y4) a (xp,yp) a zober l'avy (s menSou z-ovou sdradnicou)
ako bod (g, yo).
2. Nahraj (g, yo) do frame buffera, teda zobraz bod (¢, yo) do rastra.
d

3. Vypocitaj konstanty dz = xp — x4, dy = yp —ya, m = 3£, n = maz{| dy |,| dr |} a

. __dx _dy
hodnoty incr, = SEincry = 2L

4. V kazdej pozicii x; po¢niic i = 1 a7 po i = n pozdlZ dse¢ky vykonaj:

@) (Tig1,Yir1) = (@ + incry, y; + incry).
(b) Zaokruhli (x;,1,y;+1) na celé Cisla.

(c) Vykresli bod (711, Yit1)-

Priklad
Na ilustraciu algoritmu si ukdZeme rasterizaciu dsecky s krajnymi bodmi (x4, y4) = (0,6) a

(zB,yB) = (4,0).

1. OznaCime (Qf(),yo) = ($A,?/A) = (076)
2. Zobrazime tento bod do rastra.

3. de =4—-0=4,

4. i=1: (x1,y) = (wo+incry, yo+incr,) = (2,5). Zaokrdhlenie (z1,y1) = (1,5). Vykresli

bod (z1,y1).

i =2: (x2,y2) = (x1+incry, yy+incry) = (3,4). Zaokrdhlenie (22, y2) = (1,4). Vykresli
bod (z2,ys).

s . _ . . o 6 , . _ .

i=3: (x3,y3) = (v2+incry, yo+incry) = (3, 3). Zaokrihlenie (x5, y3) = (2, 3). Vykresli
bod (x3,y3).

i =4: (z4,y1) = (w3+incry, ys+incry) = (3,2). Zaokrdhlenie (24, ys) = (3,2). Vykresli
bod (24, ya).

i =5: (x5,y5) = (x4 + incry, ys + incry) = (%, 1). Zaokrihlenie (z5,ys) = (3,1). Vy-
kresli bod (z5, ys).

i=6: (w6,y6) = (x5 + incry, ys + incry) = (%, 0). Zaokrthlenie (zg,ys) = (4,0). Vy-
kresli bod (zg, ys).Hodnota i = n a dostali sme sa do koncového bodu (z5,yg). Vy-
sledok m6Zeme vidiet’ na Obr. 5.

Pseudokéd
Implementicia DDA algoritmu je zhrnutd v nasledujicom pseudokdde. Na vstupe su krajné

body usecky. Parametre dx a dy predstavuju horizontdlnu a vertikdlnu vzdialenost’ dvoch krajnych

.....
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Obr. 5: Vysledok

Ak absolitna hodnota dz je vdcSia ako absolitna hodnota dy a x4 je menSie ako x g, hodnoty
prirastku xIncrement ayIncrementsu l am.V opatnom pripade, ak x4 > x g, tak hodnoty
prirastkov xIncrement ayIncrement su-1a—m.Funkcia ROUND (x)

rihlenie hodnoty x na celé Cisla.

predstavuje zaok-

1lineDDA (int x4, int w4, int zp, int ygp)

{

int dr=2xp—2x4, dy=1yp—ya, steps,k;

float xIncrement, yIncrement, x = T4,
if (abs (dx) > abs(dy)) steps = abs(dx);
else steps = abs(dy);
xIncrement = dx/ (float) steps;

(

yIncrement dy/ (float) steps;

vykresliPixel (ROUND (x), ROUND (y));

for(k = 0; k < steps; k++){
x + = xIncrement;
y + = yIncrement;

vykresliPixel (ROUND (x), ROUND(y));

}
}

Literatara

Algoritmus DDA je spracovany v anglickej literature [3] od strany 87. S jeho odvodenim sa

stretneme aj v [1] na strane 55 a na strane 81 v [2].



1.1.2 Bresenhamov algoritmus rasterizacie Gsecky (Bresenham’s Line Algorithm)

Princip algoritmu

Tento algoritmus vykresl'uje body rastra, ktoré leZia najblizsie ku geometrickému obrazu dsecky
v zvislom/vodorovnom smere. Vyuziva sa vyhradne celo¢iselna aritmetika.

[lustrujeme postup pre Cast’ tseCky AB (bod A leZi nal’avo od bodu B), ak riadiacou osou je
x-ova siradnicova os a pre smernicu tejto tisecky AB plati 0 < m < 1. Prirastok v smere osi x sa
konStantne zvdcsuje o hodnotu +1 (Obr. 6).

Predpokladajme, Ze sme v pozicii bodu dse¢ky X = (z;,y;). Vzhl'adom na jednotkové kroko-
vanie v smere osi x, kandiddtmi na d’al$i bod su pixely £ = (z;+1,y;) alebo NE = (z;+1, y;+1).
Je to ten z nich, ktory je blizsie ku geometrickému priesecniku P danej dsecky so spojnicou tychto
pixlov. Ozna¢ime d; =y — y; ads = (y; + 1) — y, kde y je y-ovd stradnica bodu P na priamke a
teda plati y = m(x;+1)+b (Obr. 6). Ztoho d; = m(x;+1)+b—y;ady = (y;+1) —m(z;+1)+b.
Zvolime si premennd Ad = dy — dy = 2m(z; + 1) — 2y; + 2b — 1, podl’a ktorej vieme ur€it’, ktory

e
ANV
%//

/ X [x+1

Obr. 6: Cast’ tse¢ky AB

yi+1

z dvoch moznych pixlov je blizsie k usecke AB. Je zrejmé, Ze:
e Ak Ad < 0 < d; < dy, tak blizsie k dsecke je pixel £ = (z; + 1, y;).
e Ak Ad > 0 < dy > dy, tak blizsie je pixel NE = (x; + 1,y; + 1).

e V pripade, ak Ad = 0 < d; = ds, je jedno, ktory z tychto pixlov sa vykresli, obyCajne ten s
vicSou y-ovou suradnicou.

Z uvedeného postupu vyplyva, Ze pre urCenie, ktory pixel sa vykresli, nie je dolezité vypocitat’
hodnotu premennej Ad, ale iba urcit’ jej znamienko. Preto pri rozhodovani méZeme tito hodnotu
nahradit’ 'ubovol’'nym jej kladnym nasobkom, konkrétne parametrom p; = dxAd. Tymto krokom
prenesieme V}’/p((i)éet do celociselnej aritmetiky, pretoZe tym eliminujeme jediny necelociselny Clen,

Y

smernicu m = o
XL

Pre zjednodusSenie vypoctov je vhodné si vyjadrit’ parameter p; rekurentne:
pi = 2dyx; — 2dzy; + C, kde C' = 2dy + dx(2b — 1) je konStanta nezavisla od :.

Piv1 = 2dyzip1 — 2dxy +C



Z toho: pir1 — pi = —2dx(Yir1 — Yi) + 2dy = piy1 = pi — 2dx(yiv1 — yi) + 2dy. Aby sme
mohli tento predpis vyuzit’, potrebujeme eSte hodnotu py = 2dy — dx, kde sme pri vypocte vyuzili,
Ze 1o je bod na priamke a plati yy = mxg+ b. Teraz mdZeme iteraCnym spdsobom pocitat’ hodnoty
kazdého nasledujuceho parametra p z jeho predchadzajicej hodnoty. Teda:

e Ak p; < 0 < dy < dy, tak vykreslime bod na pozicii £ = (z; + 1, ;), t.j. y;41 = y; ateda
Pit1 = pi +2dy

o Akp; > 0 < dy > dy, tak vykreslime bod na poziciil NE = (z;+1,y;+1), tj. yis1 = yi+1
atedap;.1 = p; + 2(dy — dx)

Vseobecne:

Vo vysSie opisanom postupe sme predpokladali, Ze smernica 0 < m < 1 ateda x; .1 = z; + 1.
Ak pre smernicu m plati —1 < m < 0, tak sa jednotkovy krok na x-ovej osi zmeni na -1, teda
Tit1 = Ty — 1.

Princip algoritmu je rovnaky aj pre usecku AB so smernicou m > 1.

Vtedy sa bod A nachadza niZsie ako bod B, t.j. y4 < yp (Obr. 7). Uselka je priklonend k osi
y. Preto zvolime vzorkovanie v smere osi y o hodnotu +1. Ak sa nachadzame v pixli X = (x;, v;),
tak kandidati na vykreslenie si na pozicii N = (z;,y; + 1) a NE = (z; + 1,y; + 1). Oznacime
P geometricky priesecnik danej tisecky so spojnicou tychto pixlov. Hodnoty d; a d, reprezentuji
vzdialenost’ medzi prieseCnikom P a stredom pixlov N a NE (Obr. 7). Teda dy = = — x; a
dy = x;41 — z, kde x je x-ova stradnica bodu P a z rovnice priamky (1.1) pre fiu dostaneme
T = %(yi-i—l —b).

Parameter p; je mozné ur€it’ ako p; = dy(dy—ds) = 2dzy;—2dyx;+C, kde C' = 2dz(1-b)—dy
je konstanta nezdvisld od i. Potom p; 1 = p; + 2dx — 2dy(x;41 — x;) apg = 2dx — dy

/

/

X |x+1

Obr. 7: Cast’ tse¢ky AB

Teda pre vzorkovanie v smere osi y plati:

e Ak p; < 0 & d; < dy, tak vykreslime bod na pozicii N = (x;,y; + 1), tj. x;11 = x; a
Piy1 = pi + 2dx

e Ak p; > 0 & dy > dy, tak vykreslime bod na pozicii NE = (211, Yir1), tj. Tiy1 = 2 + 1
apiy1 = pi + 2(dx — dy)

10



Postup pre 0 < m < 1

1. Vloz dva krajné body (z4,y4) a (zp,yp) a zober 'avy (s menSou z-ovou suradnicou)
ako bod (g, 10)-

2. Nahraj (g, yo) do frame buffera, teda zobraz bod (¢, yo) do rastra.
3. Vypocitaj konstanty dz, dy, 2dy, 2(dy — dx) a ur¢i hodnotu parametra py.
4. V kazdej z pozicii z; poénic i = 0 pozdiZ dsecky vykonaj test:

(a) Ak p; < 0: nasledujici bod je (711, yir1) = (z; + 1, ;) apiv1 = pi + 2dy.
(b) Inak je nasledujici bod (41, yi41) = (x; + 1,y; + 1) apie1 = p; + 2dy — 2dz.
(c) Vykreslibod (41, vir1)-

5. Opakuj krok 4. dx-krat.

Priklad
Na ilustrdciu algoritmu si ukdZeme rasterizaciu usecky s krajnymi bodmi (z4,y4) = (0,0) a
(B, yp) = (7,4).

1. Oznacime (xo, o) = (z4,y4) = (0,0)
2. Zobrazime tento bod do rastra.

3.de=7-0=71,
dy=4—-0=4
(smernica m = % < 1 ateda sa priamka lezi v I. oktante a riadiaca os je x)
2dy = 2.4 =28
2(dy —dx) =2.(4—-7)=—6
pp=24-7=1

4.1=0:py > 0= (z1,y1) = (vo+ Liyo + 1) = (1,1) ap, = po + 2(dy — dx) = 5.
Vykresli bod (x1, 31).
i=1:p < 0= (z2,52) = (1 + Ly1) = (2,1) apo = p1 + 2dy = 3. Vykresli bod
(72, 12)
i=2:py > 0= (3,93) = (k2 + Ly + 1) = (3,2) aps = po + 2(dy — dx) = 3.
Vykresli bod (3, y3).
i=3:p3 <0 = (v4,y4) = (x3+ 1,y3) = (4,2) apy = p3 + 2dy = 5. Vykresli bod
(T4, Ya)
i=4:py>0= (z5,95) = (xa+ Lya+ 1) = (5,3) aps = ps + 2(dy — dr) = —1.
Vykresli bod (x5, y5).
i=5:ps <0 = (z6,45) = (x5 + 1,y5) = (6,3) aps = ps + 2dy = T. Vykresli bod
(76, Ys)-

i=6:ps>0= (v7,y7) = (rg+1,y6+1) = (7,4). Prikaz sme vykonali dz-krét a dostali
sme sa do krajného bodu (xg,yp). Vykresli bod (z7,y7). Vysledok je zobrazeny na
Obr. 8.
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Obr. 8: Vysledok rasterizacie usecky AB

Pseudokod
Implementécia Bresenhamovho algoritmu pre smernicu isecky 0 < m < 1 je zhrnutd v nasle-
dujicom pseudokdde. Na vstupe st dva krajné body usecky A = (z4,y4) a B = (2, yB)-

lineBres (int x4, int wya, int zp, int yp)

{

int dx = abs(zp —x4), dy=abs(ys —ya);
int p=2 x dy - dx;
int x, y, xKoncovy;

/+ Rozhodnutie, ktory krajny bod sa pouzije ako zaciatoény a koncovy
if (xa>2ap) {

X = Iy
Y = Yns
xKoncovy = Z4;
}
else {
X = TA;
Y = Yaq
xKoncovy = xp;

}

vykresliPixel (x,V);

while (x < xKoncovy) {
X++;
if(p < 0) p += 2 * dy;
else {
yt+;
p +t= 2 x (dy - dx);
}
vykresliPixel (x, V);
}
}

Literatira
Bresenhamov algoritmus je podrobne spracovany v literatdre [3] od strany 88. V slovenskej/Ceskej
literatdre ho ndjdeme odvodeny v [1] na strane 58 a taktiezZ v [2] od strany 82.
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1.1.3 Bresenhamov stredovy algoritmus rasterizacie tisecky (Bresenham’s Midpoint Line
Algorithm)

Princip algoritmu

Orientovana usecka je nenulova dsecka, ktorej krajné body su usporiadané. Hovorime o zacia-
tocnom a koncovom bode orientovanej usecky (Obr. 9. a Obr. 10). Hovorime tieZ, Ze orientovana
usecka zo svojho zaciatocného bodu vychddza a do koncového bodu vchédza. Orientovand tsecka
orientuje prirodzenym spdsobom priamku, na ktorej leZi a naopak. Orientaciu tsecky moZeme
intuitivne vnimat’ ako jeden z dvoch smerov pohybu po nej [8].

B B

A A
Obr. 9: Orientovana Usecka AB Obr. 10: Orientovand tsecka BA

Uvazujeme orientovanu tsecku AB, kde x4 < xg (bod A je vI'avo od bodu B) a smernica m
usecky ABje 0 <m < 1(Obr. 11.).

dy=Ys-Ya

Ax(Xa,Ya)

dX=Xg-Xn

Obr. 11: Usetka AB

Rovnicu priamky potom moZno napisat’ v implicitnom tvare f(z,y) = ax + by + ¢ = 0,
kde a = dy,b = —dz,c = dr.ygp — dy.xp. VSimnime si, Ze vSetky koeficienty su celociselné.
Budeme pouzivat’ ekvivalentnd reprezentdciu priamky f(x,y) = 2ax + 2by + 2¢ = 0. Kvoli
vhodne zvolenej reprezentdcii sa presunieme do celoCiselnej aritmetiky.

Téato priamka rozdel uje rovinu £? na dve polroviny (Obr. 12.):

o £% ={(z,y); f(x,y) < 0}. Je to otvorena polrovina, ktori nazgvame I'avé polrovina.
o E2 = {(x,y); f(z,y) > 0}. Je uzavretd polrovina a nazyvame ju prava polrovina.

Z toho mdézeme povedat’, Ze:

13



A A

Obr. 12: Polroviny vzhl’adom na orientovanu tdsecku AB

e bod X = (z,y) leZi vpravo od priamky AB < f(z,y) >0
e bod X = (z,y) lezi vlI'avo od priamky AB < f(z,y) <0
e bod X = (z,y) lezi na priamke AB < f(z,y) = 0.

Predpoklad, Ze pre smernicu vykresI'ovanej dsecky plati 0 < m < 1, mdZeme odstranit’. Ak
|m| > 1, tak zdmena x <> y vedie k useCke s prevritenou hodnotou smernice. Ak m < 0, al-
goritmus vieme modifikovat’ zdmenou prirastok <+ ubytok alebo stipanie <+ klesanie. Vymenou
vstupnych bodov A <+ B je mozné vzdy zabezpecit’ kreslenie zI'ava doprava.

Opét’ uvaZujme, Ze pre smernicu plati 0 < m < 1. Pri rasterizacii sme dosiahli pixel (z;, y;).
Potrebujeme rozhodnit’, ktory z nasledujdcich pixlov E = (x;+1,y;) alebo NE = (z;+1,y;+1)
vykreslime.

Pouzijeme bod M = stred(E,NE) = (z; + 1,y; + 1) a jeho polohu vzhl'adom na priamku
f(x,y) (Obr. 13.). Oznatime D = f(M) = 2a(z; + 1) + 2b(y; + 3) + 2¢ = 2ax; + 2by; + (2a +
b+ 2c) € N. Zrejme plati:

e Ak D > 0, tak bod M lezi v E? a z uvazovanych pixlov je blizSie N E, ktory sa vysvieti.
e Ak D < 0, tak bod M lezi v E* a blizie je bod E, ten sa rozsvieti.

e Ak nastdva D = 0 vysvietime hociktory z bodov NE, E, zvyCajne NE.

f(x,y)=0

L~
yi+1 ﬁ\La

+1/2 /
g3
L~

/ X; X+1

Obr. 13: Vyber NE resp. E

Je vyhodné, Ze D je celocCiselné, ale jeho vypocet si vyZaduje dve ndsobenia a dve scitania,
ak nemeniaca sa zlozka v zatvorke je prepocitand. Jednym z vel'mi Sikovnych trikov je vSak, Ze
hodnota D sa pocita prirastkovo.
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Predpokladajme, Ze pozndme aktudlnu hodnotu D a chceme vypocitat’ jeho nasledujicu hod-
notu:

1. Ak sme ako novy vysvieteny pixel vybrali £ = (z; + 1,v;), tak v nasledujicom kroku k
nemu prislicha novy stred M., = ((x; + 1) + 1,y; + %) anové Doy = f(Mpew) =
2a(z; +2) + 2b(y; + 5) + 2¢ = 2a(x; + 1) + 2by; + (2a + b+ 2¢) = D 4 2a = D + 2dy

2. Ak sme vSak ako novy vysvieteny pixel vybrali bod NE = (z; + 1,y; + 1), tak k nemu
prislicha novy stred Me,, = ((2;+1)+ 1, (yi+1) +3) @ Dyew = f(Mpew) = 2a(x; +2) +
2b(y;+1+2)+2¢ = 2a(z;+1)+2b(y;+1)+ (2a+b+2c) = D+2a+2b = D+2(dy—dx).

Plati teda:
e Ak D < 0, tak D,e, = D + 2dy a vysvietime bod E
e Ak D > 0, tak Dy, = D 4 2(dy — dx) a vysvietime bod NE

Z toho vyplyva, Ze parameter D je ekvivalentny parametru p z predchddzajiceho algoritmu a
mozno ho povazovat’ za rozhodovaci parameter Bresenhamovho algoritmu rasterizicie tsecky.
Teda algoritmus mozno dokoncit’ ako Bresenhamov line algoritmus.

V literatire parameter D autori Casto uprednostiiuju pred parametrom p z predchddzajiceho
algoritmu, lebo princip jeho konStrukcie je moZno pouzit’ aj v d’alSich algoritmoch ako napr. v
Bresenhamovom algoritme rasterizdcie kruZnice.

Postup pre |m| < 1
Kroky algoritmu vieme zhrnut’ rovnakym spdsobom ako v predoSlom algoritmu, ked’Ze para-
meter D je ekvivalentny parametru p.

1. Vloz dva krajné body (z4,y4) a (xp,yg) a zober I'avy (s menSou z-ovou sdradnicou)
ako bod (g, 1o)-

2. Nahraj (xg, 30) do frame buffera, teda zobraz bod (1, yo) do rastra.

3. Vypocitaj konstanty dz, dy, 2dy, 2(dy — dx) a ur¢i pociato¢nd hodnotu parametra D =
F(M) = 2az; + 2by; + (2a + b+ 2¢), kde M = (z; + 1, y; + 3).

4. V kazdej pozicii x; zatinajic s i = 0 pozdiZ dseky vykonaj test:

(a) Ak D < 0: nasledujici bod je (41, yir1) = (x; + 1,9;) @ Dypew = D + 2dy.
(b) Inak je nasledujici bod (211, yi11) = (x; + 1,y; + 1) @ Dyew = D + 2dy — 2dxx.
(c) Vykreslibod (z;11,%i+1) @ D = Dypey-

5. Opakuj krok 4. dx-krat.

Priklad
Ako sme uviedli parameter D je ekvivalentny parametru p z predchddzajiceho algoritmu, po-
stup vypoctu prikladu je rovnaky ako v predchadzajicom priklade.
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Pseudokod

Ked'Ze parameter D je ekvivalentny parametru p z predchddzajiceho algoritmu, implementéacia
Bresenhamovho stredového algoritmu pre smernicu usecky 0 < m < 1 je zhrnutd v predchadza-
jucej kapitole.

Literatara

Bresenhamov stredovy algoritmus sa nenachddza v [3] ani v [7]. Zo slovenskej/Ceskej literattry
sa taktieZ nenachadza v [1] ani [2].
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1.2 Algoritmy na rasterizaciu kruznice

Kruznice su Casto pouzivané komponenty v obrazkoch a grafoch, a preto si procediry na
ich generovanie zahrnuté v grafickych kniZniciach. KruZnica v E? je definovand ako mnoZina
vietkych bodov v rovine, ktoré st vo vzdialenosti r od stredu kruZnice (z¢, y¢). Cislo r nazgvame
polomerom kruZznice. Implicitnu rovnicu kruZnice v kartezidnskej suradnicovej sustave mozeme
zapisat’ ako mnozinu bodov (x, y), ktoré vyhovuji rovnici

(x—20)’+ (y—yc)* —1° =0, (1.5)

kde (xz¢, yc) je stred kruznice a r je polomer danej kruznice. Tito rovnicu je mozné upravit' na
explicitné vyjadrenie

y=yc+r?— (zc— )2 (1.6)

v ktorom mdézeme vyuzit' jednotkovy krok na osi z,a x €

(xc — r,xc + r) Této metéda vSak nie je najvyhodnejSia pre generovanie kruznic. Problémom
je vel'a vypoctov v kazdom kroku a pri vykresl'ovani sa objavuji medzery medzi jednotlivymi
pixelmi (Obr. 14). MdZeme zamenit’ dlohy x a y a postupovat’ jednotkovym krokom po y-ovej

Obr. 14: KruZnica vykreslend v kladnej polrovine pomocou rovnice (2.6) [3]

siradnici, &¢fm vSak zvy§ime podet potrebnych vypoltov a predizime ¢as behu algoritmu. Uritd
elimindciu nerovnomerne zobrazenych pixlov (na Obr. 14) m6Zeme zabezpecit pomocou para-
metrizovaného vyjadrenia kruZnice.

Parametrizovand rovnica kruZnice:

x(t) = z¢ + 1. cos(t),

y(t) = yo + r.sin(t), (1.7)

kde parameter ¢ € (0, 27), r je polomer kruznice a (z¢, yc) je stred danej kruznice.

Ak generujeme kruZnicu pomocou tychto rovnic pri rovnomernom uhlovom kroku, kruZnica
je zobrazend s rovnomerne vzdialenymi bodmi pozdfi kruznice. VicSie medzery medzi bodmi
kruznice mdzu byt’ spojené useckami, aby aproximovali kruZnicovy tvar. Pre spojité zobrazenie
kruZnice mdéZeme pouZit’ krokovanie o vel’kosti % Ziskané body nédsledne budu vzdialené priblizne
jeden pixel od seba.

Generovanie bodov kruZnice moZe byt zjednodusené vyuZitim osovych a stredovych simer-
nosti kruZnice (Obr. 15). Segmenty kruZnice sd v jednotlivych oktantoch 1-8 rovnaké. Preto staci
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Obr. 15: Symetrie bodu (x, y) na kruznici[3]

generovat’ iba segment kruZnice v jednom oktante a ten pomocou stimernosti zobrazit' do ostat-
nych.

Generovanie kruznice pomocou vyssie opisanych postupov vyzaduje znaéné mnoZzstvo vypoc-
tov a teda dlhsi ¢as behu algoritmu. V nasledujicich podkapitoldch opiSeme algoritmy na efektivne
vykreslenie kruZnice: minimalizdcia vypoctov a s vyuZitim len celoCiselnej aritmetiky.

Pri v8etkych algoritmoch mdme na vstupe polomer r a stred (z¢, yc) kruznice K. Na vystupe
dostaneme mnoZinu bodov rastra, ktoré aproximuju dant kruznicu K.

1.2.1 Bresenhamov kruznicovy algoritmus (Bresenham’s Circle Algorithm)

Princip algoritmu

Tento algoritmus predstavuje zovSeobecnenie Bresenhamovho algoritmu rasterizacie tisecky na
kruznicu. Rozklad zrychlime tym, Ze budeme generovat’ len segment kruZnice v jednom oktante.
Ostatné Casti kruZnice dostaneme sumernost'ou podl’a stradnicovych osi z, y a priamok z = y a
Y= —x.

Vyber pixlov je zaloZeny na rovnakom principe ako pri dsecke, kde z dvoch moznych kandida-
tov na vysvietenie vyberdme toho, ktorého stred je blizsie ku danej kruznici. VyuZivame parameter
p; = di — ds, ktory sa vycisl'uje rekurentne, kde hodnoty d; a ds su Stvorcami rozdielov y-ovych
suradnic.

Pre ilustraciu algoritmu volime kruZnicu so stredom v zaciatku stiradnicovej sdstavy a zobra-
zime jej segment, ktory sa zacina v bode (0, r) a kon¢i, v bode (z;,y;), kde x; > y; (Obr. 16). V
tomto pripade je jednotkovy krok v smere siradnicovej osi x. Nachddzame sa v bode (x;, y;) a po-
trebujeme sa rozhodnit’, ktory z pixlov E = (x; + 1,y;) alebo SE = (x; + 1, y; — 1) si vyberieme
(Obr. 17).

Oznatime si d; = y? —y* ady = y*> — (y; — 1)%, kde y je hodnota urena rovnicou y? =
r? — (z; + 1)? z (1.5). Hodnota d; vyjadruje vzdialenost medzi bodmi F a (z; + 1,y) a hodnota
dy medzi (x; +1,y) a SE. Uréime p; = dy — dy = 2(x; + 1)® +y? + (y; — 1) — 2r2. Zrejme plati

e Akp; <0< dy < dy, tak bod E je blizsie k bodu na kruznici (x; + 1, y;) a preto vysvietime
pixel E.

e Ak p; > 0 & d; > ds, tak je blizSie bod SFE, ktory nasledne vysvietime. Pri rovnosti
mdZeme vybrat’ 'ubovol'ny z bodov E, S F, no zvycajne sa vybera vyssie poloZeny bod.
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Obr. 17: Bresenhamov algoritmus generovania

kruZnice

Obr. 16: Generovany segment

Teraz vyjadrime parameter p; rekurentne pomocou p; 1
pis1 = 2(xiy1 + 1) +y2, + (yir1 — 1)? — 2r? arozdielu
Pit1 — P = 4x; + 6 + 2(y§+1 —y7) — 2(Yiy1 — Vi)
Mozno zapisat’ rekurentny vzt'ah p; 1 = p; +4x; + 6 + 2(y2, — y7) — 2(Yis1 — y;). Teda:

e Akp; <0< dy < dy,nasledujicibod je (z;41,yi41) = E = (x;4+1,y;) apiv1 = pi+4az;+6

e Ak p; > 0 < dy > ds, nasledujuci bod je (z;41,yi41) = SE = (x; + 1,y; — 1), a preto

Di+1

Potom

= pi + 42 + 6+ 2(y; — 47)

pre zaciato¢ni hodnotu py v bode (z¢, yo) = (0,r) dostaneme py = 3 — 2r. Hoci pri

vypocte parametra sa pouziva nasobenie, prislusny ndsobok je druhou mocninou a je mozna im-
plementdcia cez logické operdcie. Ostatné operdcie st celoCiselné sCitanie a odCitanie.

Postup

I.

Kroky algoritmu vieme zhrnit’ nasledovne:

Zadaj polomer r a stred kruznice (z¢,yc) a ur€i prvy bod na kruZznici so stredom v za-
Ciatku ako (g, yo) = (0,7).

. Vypocitaj zaciato¢ni hodnotu rozhodovacieho parametra ako pg = 3 — 2r

.V kazdej pozicii z;, Startujuc v ¢ = 0, vykonaj nasledujuci test:

(a) Ak p; < 0: nasledujici bod pozdiz kruZnice so stredom (0,0) bude (z;41,¥yir1) =
(xz- +1,9:) apiy1 = p; + 4x; + 6.

(b) Inak je nasledujici bod (41, yiv1) = (2 + 1, y; — 1) a pip1 = p;i + 4(x; — y;) + 10.

. Ur¢i sumerne poloZené body v ostatnych siedmich oktantoch.

. Posun kazdu vypocitanud pixlovi poziciu (x, y) na kruznicu so stredom (z¢, yc) a zobraz

bod so suradnicami: x = x + 2o,y = Yy + Yo

. Opakuj kroky 3. az 5. pokial’ z; > y;.
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Priklad
Na ilustraciu algoritmu si ukdZeme rasterizdciu kruZnice s polomerom r = 8 a stredom kruz-

nice (z¢,yc) = (1, 2).
1. (zo,y0) = (0,7) = (0,8)

2. pp=3—2r=-13

3.i=0: pp<0= (z1,11) = (wo+ 1,50) = (1,8) ap; = po+ 4o+ 6 = -7
i=1:p1<0=(22,9) =(x1+ 1L,y1) =(2,8)apy =p; + 421 +6 =3
i=2:p>0= (23,93) = (2 + Liya — 1) = (3,7) aps = po + 4(x2 — y2) + 10 = —11
i=3:p3<0= (vg,y1) =(x3+1,y3) =(4,7)apy=ps+4a3+6=7
i=4:py>0= (z5,y5) = (s + Lys— 1) = (5,6) aps =ps + 4(x4s —ys) + 10 =5
i=5:p5s>0= (w,y6) = (x5 +1,ys — 1) = (6,5) a xg > y teda algoritmus kond;.

4. Urc¢ime sumerne poloZené body v ostatnych oktantoch (Obr. 18).

5. Posunieme kazdd hodnotu pixla do stredu (1, 2). Teda body: (2, 10), (3, 10), (4,9), (5,9), (6,38), ...

T P UL R R

-gl7lelsl gl 3lal T g1 T2 T3TaTsTel7Tyg

Obr. 18: Vysledna kruznica so stredom v bode (0, 0)

Pseudokéd
Implementécia Bresenhamovho kruZnicového algoritmu je zhrnutd v nasledujicom pseudo-
kéde. Na vstupe je stred (z¢, yo) a polomer kruznice 7.

circleBres (int z¢, int yg, int r)

{
int x = 0;
int vy = r;
int p =3 - (2 * r);
void vykresliBodKruznice (int, int, int, int);

/* Vykresli prvy bod kruZnice
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vykresliBodKruznice (z¢o, Yo, X, V)i

while (x < y) {
X++;
if(p < 0) p=p + (4 » x) + 6
else {
Y——7
p=prt 4 x (x —vy) + 10;
¥
vykresliBodKruznice (Z¢o, Yo, X, V)i
¥
}

void vykresliBodKruznice (int z¢, int ye, int x, int vy);

{

vykresliPixel (z¢ + %X, Yo + V);
vykresliPixel (z¢ - X, Yo + V);
vykresliPixel (z¢ + X, Yo — V)i
vykresliPixel (z¢ — %X, Yo — V)i
vykresliPixel (z¢ + v, Yo + X);
vykresliPixel (z¢ — v, Yo + X);
vykresliPixel (z¢ + Vv, Yo — X);
(xo

vykresliPixel - VY, Yo — X);

Literatira

Bresenhamov kruznicovy algoritmus sa nachddza podrobne spracovany v literatdre [3]. Jeho
mysSlienka je nacrtnutd aj v [1] na strane 62 a taktieZ jeho vysvetlenie sa nachddza v [2] od strany
88.
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1.2.2 Bresenhamov stredovy kruZnicovy algoritmus (Midpoint Circle Algorithm)

Princip algoritmu

Algoritmus predstavuje dpravu Bresenhamovho midpoint line algoritmu pre kruZnicu. Algo-
ritmus vychddza z polomeru r kruZnice K a jej stredu v zaciatku siradnicovej sustavy, t.j. v bode
(l’c, yc) = (0, 0)

Ak sa stred (z¢, yo) nenachadza v zadiatku, tak poziciu bodu kruznice (z, y) vieme vypocitat
pri¢itanim z¢ k z-ovej stiradnici a yo k y-ovej. Vychddzame z rovnice kruznice: f(x,y) = 2% +
y? — 1% =0.

Plati:

o Ak f(x,y) < 0, tak bod (z,y) sa nachddza vnitri kruznice K. Takyto bod nazyvame vnu-
torny bod

e Ak f(z,y) =0, tak bod (x,y) sa nachadza na kruznici K

e Ak f(z,y) > 0, tak bod (z,y) sa nachddza mimo kruZnice K. Takyto bod nazgyvame von-
kaj3i bod.

Opit sa nachddzame na segmente kruZnice od bodu (0,r) aZ po bod, pre ktory je z; > y;
Nech sme v bode (z;, ;) a hl'addme nasledujici bod. Rozhodujeme sa medzi dvoma kandidatmi
E=(z;+1,y;)aSE = (z; + 1,y; — 1) (Obr. 19).
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Obr. 19: Midpoint algoritmus

Urtime M = stred(E,SE) = (z; + 1,y; — ). Budeme zist ovat’, & tento bod je vnitorny
alebo vonkajsi. Definujeme rozhodovaci parameter p;: p; = f(M) = (z; + 1) + (y; — 3)* — 1% a
odvodime z neho rekurentny vzorec:
Piv1 = f((@iy1 + 1, yip1 — %) = (i1 +1)° + (Yir1 — %)2 —r?
Potom p; 1 — p; = 2x411 + (Y71 — Yiv1) — (Y7 — y;) + 1 rekurentny predpis mé tvar:
Pivt = pi+ 2Tir1 + (Y — Yirr) — (%7 — i) +1

Zrejme plati:

e Ak p; < 0, vyberame ako nasledujuci pixel (z;41,yi41) = F = (z; + 1,y;) a

Pit1 =pi +2x; + 3
e Akp; > 0, vyberdme bod (211, yit1) = SE = (z;+1,y,—1) atedapiy1 = pi+2(z;—y;)+5
2 _ .2

Potrebujeme eSte poznat'’ hodnotu zaciato¢ného parametra py = (zo + 1)? + (yo — 3)* — 72,

ktory pre bod (xg,y0) = (0,7) sa rovnd py = % — r. Ak je polomer Specifikovany ako celé Cislo,

modZeme hodnotu py zaokrihlit’ ako pg = 1 — r, lebo vSetky prirastky st celociselné.
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Na rozdiel od linedrnych algoritmov rasterizicie dsecky, sme v pripade kruZnicovych algorit-
mov neziskali rovnaké rozhodovacie parametre.

Postup algoritmu sme ilustrovali pre kruZnicovy obluk, ktory sa nachddza v II. oktante, av§ak
algoritmus je mozné rovnakym spdsobom odvodit’ aj pre ktorykol'vek z ostatnych oktantov. Po-
dobne ako Bresenhamov line algoritmus, aj tento vypocitava pixely pozdii kruZnice, pouzivajic
pri tom len celociselné s¢itania a odCitania za predpokladu, Ze stred a polomer kruZnice su Specifi-
kované v celociselnych obrazovych suradniciach.

Postup
Kroky algoritmu vieme zhrnat' nasledovne:
1. Zadaj polomer r a stred kruznice (z¢, yc) a uréi prvy bod na kruznici so stredom v za-
Ciatku (g, yo) = (0,7).
2. Vypocitaj zaciatond hodnotu rozhodovacieho parametra ako py = 1 — r (pretoZe pred-
pokladame, Ze r je celoCiselné).
3. V kazdej pozicii x;, Startujic v ¢ = 0, vykonaj nasledujuci test:
(a) Ak p; < 0: nasledujiici bod pozdiz kruZnice so stredom (0,0) bude (1, ¥ir1) =
(zi + 1, y:) apiy1 = pi + 22, + 3.
(b) Inak je nasledujiici bod (i1, yiy1) = (zi + 1,y — 1) apiy1 = ps + 2(2; — ;) +5.
4. Urc¢i simerné body v ostatnych siedmich oktantoch.
5. Posuii kazdd vypocitani pixlovi poziciu (z, y) na kruZnicu so stredom (z¢, yc) a zobraz
bod so suradnicami: * = x + 2o,y = Yy + Yo
6. Opakuj kroky 3. az 5. pokial’ z; > v;.
Priklad

Na ilustraciu algoritmu si ukdZeme rasterizaciu kruZnice so stredom v bode (z¢, yc) = (1,2)
a polomerom r = 7.

L. (:U07y0) = (O7T) = (07 7)
2. pp=1—r=—6

3.i=0: pp < 0= (z1,1n) = (xo+ 1L,90) = (1,7)ap; = po + 2290 +3 = —3
1: p1<0= (zo,0) =(r1+Ly1)=(2,7)aps=p1 + 22, +3=2
2:p>0=(z3,y3) = (w2 + 1,2 — 1) = (3,6) aps = pa+ 2(x2 —y2) + 5= —3
3:p3<0= (r4,y4) = (w3 +1,y3) = (4,6) apy =p3+2x3+3 =06
4: py>0= (v5,y5) = (x4 + 1,y4 — 1) = (5,5) a x5 > y5 teda algoritmus konci.

4. Ur¢ime sumerné body v ostatnych oktantoch (Obr. 20).

5. Posunieme kazdu hodnotu pixla do stredu (1, 2). Teda body: (2, 9), (3,9), (4,8), (5,8), (6, 8), ...

Pseudokéd
Implementécia Bresenhamovho stredového kruznicového algoritmu je zhrnutd v nasledujicom
pseudokdde. Na vstupe je stred kruZnice (x¢, y¢) a polomer kruznice .
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Obr. 20: Vysledna kruznica so stredom v bode (0, 0)

circleMidpoint (int z¢, int ye, int r){
int x = 0;
int v = r;
int p =1 - r;
void vykresliBodKruznice (int, int, int, int);

/+ Vykresli prvy bod kruzZnice
vykresliBodKruznice (Z¢o, Yo, X, V)i

while (x < y) {
x++;
if(p < 0) p+=2 * x + 3;
else {
Y——1
p +t= 2 % (x —y) + 5;

}

vykresliBodKruznice (¢, Yo, X, V)i
void vykresliBodKruznice (int z¢, int yo, int x, int vy); {

vykresliPixel (z¢ + %, Yo t V);
vykresliPixel (x¢c — X, Yo + V);

vykresliPixel (z¢ + %, Yo — V)i
vykresliPixel (z¢ — X, Yo — V)i
vykresliPixel (z¢ + y, Yo + X);
vykresliPixel (xr¢ — vy, Yo + X);
vykresliPixel (z¢ + v, Yo — X);

(
(
(
(
(
(
(
vykresliPixel (z¢ — VvV, Yo — X);

Literatira
Bresenhamov stredovy kruZnicovy algoritmus je detailne spracovany v knihe [3] od strany 98.
Zo slovenskej/Ceskej literatiry nie je uvedeny ani v [1] ani v [2].
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1.3 Algoritmy na rasterizaciu elipsy

Elipsa je rovinnd krivka, ktord patri do triedy kuZel oseciek.
Elipsa E je definovand ako mnoZina vSetkych bodov roviny, ktoré maji od dvoch ré6znych

.....

(Obr. 21.).

F1

Obr. 21: Elipsa

Body F a F; nazyvame ohniska elipsy. Priamka prechadzajica tymito dvoma bodmi sa nazyva
hlavna os elipsy a ozna¢ime ju o;. Stred usecky FjF5, nazyvame stred elipsy a oznacime ho ako
Sg = (z¢,yc). Priamku kolmd na os o; prechddzajicu bodom Sy nazyvame vedl’ajSia os elipsy
a oznac¢ime ju o0,. Body, v ktorych elipsa E pretne os o1, nazyvame hlavné vrcholy (body K a L
na Obr. 22.) a body prieniku osi o5 s elipsou £ nazyvame vedl ajSie vrcholy elipsy (body M,N na
Obr. 22.).

Dizku usecky SgpL oznacime ako 7, a nazyvame ju hlavna poloos elipsy. Analogicky dizku
usecky Sg M oznaCujeme 7, a nazyvame vedl ajsia poloos.

M

Ty

02
N

Obr. 22: Casti elipsy

Dalej sa budeme zaoberat’ iba $pecidlnou polohou elipsy, v ktorej je hlavnd a vedl'aj$ia os
rovnobeZnd so suradnicovymi osami. Tdto polohu nazyvame zdkladné pozicia elipsy (Obr.23.).
V tomto pripade mdZeme rovnicu elipsy zapisat’ ako

r—Ic ? Y—Yc ?
( ) + ( ) =1 (1.8)
Tz Ty
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Obr. 23: Elipsa so stredom v bode (z¢, y¢) v zakladnej pozicii [3]

Pomocou parametrickych siradnic vieme elipsu v zdkladnej pozicii vyjadrit’ pomocou rovnic

z(t) = ¢ + 1y cos(t),

1.9
y(t) = yo + r, sin(t). (19)

kde parameter ¢ € (0, 27).

Na zrychlenie vypoctov pixlov pozdiZ elipsy mdZzeme vyuZit' simernosti elipsy. Elipsa v za-
kladnej pozicii na rozdiel od kruZnice je simernd iba podl’a suradnicovych osi x a y. Preto m6Zeme
vycCislit’ pozicie pixelov v jednom kvadrante a ostatné dostaneme zo simernosti (Obr. 24.).

Obr. 24: Stiimernosti elipsy [3]

V nasledujiicej podkapitole si ukdZeme jeden algoritmus na zobrazenie elipsy do rastra. Na
vstupe algoritmu mdme polomer stred (z¢, y¢) elispy £ a hodnoty r, a r,. Na vystupe dostaneme
mnoZzinu bodov rastra, ktoré aproximuju danu elipsu E.

1.3.1 Bresenhamov stredovy elipsovy algoritmus (Midpoint Ellipse Algorithm)

Princip algoritmu

Bresenhamov stredovy elipsovy algoritmus je zaloZzeny na rovnakom principe ako Bresenha-
mov kruZnicovy algoritmus. Dané si parametre r,, r,, a stred elipsy (z¢, yc). Vy€isl'ujeme body
elipsy v zdkladnej pozicii a to so stredom v bode (0, 0). Nasledne sa vSetky body elipsy posunt
tak, Ze bod (z¢, yo) je jej stredom.
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Ak chceme vykreslit’ elipsu v inej ako zdkladnej polohe (ak hlavnd a vedI’ajSia os elipsy nie si
rovnobeZzné so stradnicovymi osami), mdZeme elipsu otocit’ okolo tredu otdcania (vid® Kapitola
1. rotacia).

V nasledujicej Casti ukdZeme rasterizdciu elipsy so stredom v bode (0, 0) a zdkladnej pozicii.
Algoritmus budeme aplikovat’ v I. kvadrante v dvoch oblastiach (Obr. 25.). Tieto oblasti vzniknu
rozdelenim I. kvadrantu na dva v bode elipsy, v ktorom dotycCnica k elipse md smernicu m = —1.

Hranicou medzi oblast’ami je priamka spdjajuca stred elipsy s dotykovym bodom.

m=1
Oblast 1

Oblast 2
r

X X

Obr. 25: 1. kvadrant elipsy rozdeleny na dve oblasti [3]

Zaciname v bode elipsy (0,r,) a postupujeme v smere chodu hodinovych rucic¢iek. Najprv
postupujeme jednotkovym krokom v smere osi x v prvej oblasti, az pokym sa nedostaneme na
hranicu medzi oblast’ami. Vtedy prejdeme na jednotkovy krok v smere osi y, aZ kym neprejdeme
cely I. kvadrant.Tento postup je potrebny, pretoZe ak by sme postupovali jednotkovym krokom
iba v smere jednej zo sturadnicovych osi, pri rasterizicii by vznikali medzery medzi zobrazenymi
pixlami a vyslednd elipsa by bola nespojit4.

Pre smernicu m doty¢nice v bode elipsy X = (x,y) na hranici oblasti plati m = —1 = % =
2r§z

by = 2r2x = 2r2y. Teda pre smernicu m dotyénice v bode elipsy X = (z,%) v prvej oblasti L.
kvadrantu plati m > —1 a v druhom m < —1. Preto méZeme povedat’, Ze bod elipsy X = (z, )
sa nachadza v prvej oblasti, ak plati 27“595 > 2r2y, tj. vzorkujeme jednotkovym krokom v smere
osi x, inak v smere osi ¥.

Samozrejme, modifikdciou algoritmu je mozné postupovat’ zo zaciato¢ného bodu (7, 0) proti
smeru hodinovych ruciciek.

Zapiseme rovnicu elipsy vyjadrend v rovnici (1.8) so stredom (z¢, yo) = (0,0) ako
flw,y) = rga® +roy* —riry

Je zrejmé, Ze plati:

o Ak f(z,y) < 0tak bod X = (x,y) je vniitorny bod elipsy
e Ak f(z,y) = 0tak bod X = (x,y) je bodom elipsy
e Ak f(x,y) > 0tak bod X = (z,y) je vonkaj$im bodom elipsy

Napr. nachddzame sa v bode elipsy (z;,y;) a rozhodujeme sa, ktory z nasledujicich bodov
pozdlZ elipsy vykreslime. M6Zu nastat’ dve situdcie:
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1. Nachddzame sa v prvej oblasti. Teda plati 27“5:)% < 2r2y; a kandidéti na nasledujici bod
si body na mieste ¥ = (z; + 1,y;) a SE = (z; + 1,y; — 1) (Obr. 26.). Ako v oboch

— |

Yi o °
yi-1/2 \ /

i_]. . 9 \e
V \isEM

X 'X+1 \ £

Obr. 26: Dvaja kandidati na vykreslenie

Midpoint algoritmoch, pouZijeme bod M = stred(E,SE) = (z; + 1,y; — 1). Vyjadrime
si rozhodovaci parameter pre prvi oblast” ako pl; = f(M) = f(x;+ 1,y — 3) = ra(z; +
1)? +r2(y; — 3)* — r2r2 a odvodime rekurentny vzorec.

plivi = f(@ip + Ly — 3) =73 (Iz+1 +1)° + (yz+1 3
Pligy = pli + 2r (2 + 1) + 77 + 77 (Y1 — 3)° — 2)?).
Zrejme plati:

2
)" —r2r2. Z toho

e Ak pl; < 0, tak vyberame za nasledujdci pixel (z;41,v%i+1) = E = (x; + 1,y;) a
plivs = pli 4+ 2r0xi + 77

e Ak pl; > 0, tak vyberame za nasledujuci pixel (z; 41, yiy1) = SE = (z; + L,y; — 1) a
pliqi =pli + 2T§$i+1 + 7’5 — 22y 1.

Potrebujeme este vycislit’ hodnotu zaciato¢ného parametra v zaCiatonej pozicii pre (xo, yo) =
1 1
(0,7y), teda plo = f(1,ry — 5) =72 —rary + 373

2. Ak 27“5 x; > 2r2y; nachadzame sa v druhej oblasti. Teda kandidati na nasledujici bod sd body
na mieste S = (x;,y; — 1) a SE = (x; + 1,y; — 1) (Obr. 27.).V tomto pripade pouZijeme
bod M = stred(S, SE) = (z; + 5,y — 1). Vyjadrime si rozhodovaci parameter pre druhd

|
Xj X+ 1
X;+1/2

Obr. 27: Dvaja kandidati na vykreslenie
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oblast’ ako p2; = f(M) = f(x; + 5,y; — 1) = r2(zi + 3) + r2(y; — 1) — r2r} a odvodime
rekurentny vzorec.
p2i+1 = f<$i+1 + %7yi+1 — 1) = 7"3<$U1;+1 + %)2 + 7”3: (yl — 1)2 — 7”'3237”;. Z toho
P21 =2+ 2r2(yi — 1) + 12 + 12 (Tig1 + 3)° — (2 + 3)%).
Zrejme plati:
e Ak p2; < 0, tak vyberdme za nasledujici pixel (z;11,y;41) = S = (z5,y; — 1) a
P2i41 = P2 — 22y + 72
e Ak p2; > 0, tak vyberame za nasledujici pixel (x;11,yi+1) = SE = (x; +1,y;, — 1) a
P2ip1 = P2i + 2] xipy — 21y + 72
Potrebujeme este vycCislit’ hodnotu zaciato¢ného parametra v poslednom bode z prvej oblasti,
ktory je vlastne bod (z¢,yo) v oblasti dva. Teda p2y = f(zo + 3,40 — 1) = ro(zo + 3)> +
ra(yo — 1)* —riry.
Pre zjednodusenie mdZeme pixely v druhej oblasti 1. kvadrantu vycisl’'ovat’ taktieZ z bodu

(r%,0) proti smeru chodu hodinovych ruciciek, az kym sa nedostaneme do posledného vy-
¢isleného bodu prvej oblasti.

Tak ako v kruZnicovom algoritme, pri vypocte pl;.; a p2;,; pouZivame iba opericie sCitovania
a odcitovania. Hodnoty 2r§xi+1 a 2r2y;.1 je mozno poditat’ s pomocou konstantného prirastku.
Pre hodnotu zaciatoného parametra v bode (o, %0) = (0,7,) plati 212z = 0 a 2r2yy = 2r2r,.
Ako sa budu hodnoty z; a y; zvySovat’, budu sa tieto parametre menit’ v [ kvadrante takto:

o Ak ziy > wiplati 2r)x; = 2r)x; + 20, inak 2riz, . = 27 ;.

o Ak y; 1 < yi plati 2r§yi+1 = 27’%% — 27’3},, inak 2r§yi+1 = 27“32;%.
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Postup

Kroky algoritmu vieme zhrnut’ nasledovne:

1. Zadaj r, a r, a stred elipsy (¢, yc) a urCi prvy bod na elipse so stredom v zaciatku
(0, 50) = (0, 1y).
2. Vypocitaj zaciatoénd hodnotu rozhodovacieho parametra v prvej oblasti ako ply = 7“5 —
r2r, + 717“3:’ uréi 2T§x0a2riy0.
3. V kaZzdej pozicii x; v prvej oblasti, Startujuc v ¢ = 0, vykonaj nasledujuci test:
(a) Ak pl; < 0: nasledujici bod pozdiz elipsy so stredom (0,0) bude (241, yis1) =
(zi+1,y) aplis = pl; + 27“5$z‘+1 + 7”5-
(b) Inak je nasledujici bod (z;41,yi+1) = (x; + 1,y;, — 1) apliy = pl; + 2r§xi+1 —
20 Yi1 + 1y
awrti 22w,y = 200w 4 2r) a 23y = 25y, — 22
4. Opakuj krok 3. aZz pokym 2>z < 2r2y.
5. Ur¢i zaciatonu hodnotu rozhodovacieho parametra v druhej oblasti vyuzitim posledného
bodu z prvej oblasti ako p2y = r2(zg + 3)* + r2(yo — 1)* — r2r?
6. V kazdej pozicii x; v druhej oblasti, Startujic v = = 0, vykonaj nasledujuci test:
(a) Ak p2; > 0: nasledujiici bod pozdiz elipsy so stredom (0,0) bude (241, yis1) =
(s, 9 — 1) ap2ip1 = p2; — 2r2ysp1 + 72
(b) Inak je nasledujici bod (z;41,yiv1) = (x; + 1y, — 1) ap2;1 = p2; + 2r§xi+1 —
2r2yig1 + 73
aurti 22w,y = 2rox; 4 2r) a 2riyin = 2riy; — 212

7. Urci sumerné body v ostatnych troch kvadrantoch.

8. Posuti kazdd vypocitand pixlovi poziciu (z,y) na elipsu so stredom (z¢,yc) a zobraz
bod so suradnicami: * = x + 2o,y = Yy + Yo

Priklad
Na ilustraciu algoritmu si ukdZeme rasterizdciu elipsy s parametrami r, = 8 ar, = 6 a stredom
elipsy v bode (0, 7)

1. ((L’(),y()) = (O,Ty) = (0,6)

2. plg = =332, 2r2x0 = 0 a 2rlyo = 2.8%.6 = 768. Vyraz 27z sa bude zvySovat’ o hodnotu
2r2 = 72 a vyraz 2r}y o hodnotu —2r7 = —128.

3.i=0:plg < 0= (z1,11) = (zo + 1,90) = (1,6), ply = plo + 2rjzy + 1) = —224,
2r2xy = T2 a 2riy, = 768.

i=1:ply <0 = (22,02) = (21 + 1,p1) = (2,6), plo = ply + 2riay + 1) = —44,
27‘5@ =72+ T2 =144 a 2r2y, = 768.

i=2:ply <0 = (23,43) = (v2+ 1,42) = (3,6), pls = ply + 275 + r; = 208,
27“2,1’3 = 144 4 72 = 216 a 2r2y; = 768.
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i=3:ply>0= (va,y4) = (23 + L,y — 1) = (4,5), ply = ply + 2rjws — 2riys + 1) =
—108, 21“5334 = 216 + 72 = 288 a 21y, = 768 — 128 = 640.

i=4:ply <0 = (25y5) = (x4 + Lys) = (5,5), pls = ply + 2riws + 1) = 288,
27’2%5 = 288 + 72 = 360 a 2r2ys = 640.

i=5:pls > 0= (6,y5) = (v5+1,y5—1) = (6,4), ple = pls+2rjws—2riys+r; = 244,
27'5$6 =360+72=432a 27"3;?/6 =640 — 128 = 512.

i=6:plsg >0 = (v7,97) = (w6 + Lys — 1) = (7,3), 2rjz; = 432 + 72 = 504 a
2r2y; = 512 — 128 = 384. Plati 2r;x7 > 2r2y; , preto prechddzame do druhej oblasti.
4. (zo,90) = (7,3) ateda p2y = r2(wo + )2 + r2(yo — 1) — r2r2 = ~151.
5.i=0:p2) < 0= (z1,51) = (xo+1,y0—1) = (8,2),p2y = p20+2r§x1—27“§y1+7’§ = 233,
27’§$1 = 504 + 72 = 576 a 2r2y; = 384 — 128 = 256.

i=1:p2) >0 = (v9,92) = (z1,y1 — 1) = (8,1), p2o = p2y + 2riy, + 12 = 169,
QTZ.Z'Q = 576 a 2rly, = 256 — 128 = 128.

i=2:p2y>0= (23,93) = (x2,y2 — 1) = (8,0), algoritmus kon¢f, pretoZe sme sa dostali
na hranicu I. oktantu. Vysledné body mozno vidiet’ na Obr. 28.

6. Urc¢ime stimerné body v ostatnych oktantoch. Vyslednu elipsu moZno vidiet’ na Obr. 29.

7. Posunieme kazdu hodnotu pixla do stredu (0, 7). Teda dostaneme body: (0, 13),(1, 13),(2, 13),
(3,13), (4,12), ...

t e
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Obr. 28: Body elipsy v 1. kvadrante Obr. 29: Vyslednad elipsa
Pseudoko6d

Implementacia Bresenhamovho stredového elipsového algoritmu je zhrnutd v nasledujicom

pseudokéde. Na vstupe su parametre 7, 7, a stred elipsy(zc, yo).

ellipseMidpoint (int z¢, int ye, int r,, int 1)

{

int p;

int x = 0;

int y = ry;

int p, = 0;
il’ltpy=2*?”x*rw*y;
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void vykresliBodElipsy (int, int, int, int);

/* Vykresli prvy bod elipsy
vykresliBodElipsy (zZo, Yo, X, Y);

/+ Regidén 1

P=ROUND (ry, * 1y, —(rgy * 1, *x 1y) + (0.25 x 1, *x 1,));

while (p, <py) {
X++;
Pe t= 2 % Ty * Ty;
if(p < 0) p += 1y * 1y + Du;

else {
Y——7
py_:2*rm*rw;

P +=1y * Ty t Dr — Dy;
}

vykresliBodElipsy (¢, Yo, X, V)i

}

/+ Regidn 2
p=ROUND (r, * 71, * (x+0.5) * (x+0.5) + 1, * 71,
_Tx*rx*ry*ry);
while(y > 0) {
Y——
py+:2*rm*rm;
if(p < 0) p += 71, *x 1 + py;
else {
x++;
pm_:2*ry*ry;
P t= Ty * Tp + Du;
}
vykresliBodElipsy (¢, Yo, X, V)i
¥
}

void vykresliBodElipsy (int z¢, int yo, int x,

{

vykresliPixel (z¢ + X, Yo + V);
vykresliPixel (z¢ — X, Yo + V);
vykresliPixel (x¢ + X, Yo — V);
vykresliPixel (z¢ — X, Yo — V)i
Literatara

int y);

Bresenhamov stredovy elipsovy algoritmus je podrobne spracovany v [3] od strany 102. Je
uvedeny aj v [2] od strany 88, avSak je uvedeny iba vysledny vzorec na vypocet bodov pozdlz

elipsy, bez odvodenia.
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