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1 Nevyhnutna matematika

1.1 Zakladné pojmy rastrovej grafiky

Jednou z najdolezitejSich uloh pocitacovej grafiky je zobrazovanie modelov objektov zo spoji-
tého priestoru £? do dvojrozmerného diskrétneho priestoru, ktory predstavuje obrazovka pocitaca
[6].

Prakticky vSetky sucasné grafické displeje pouzivajui metddu rastrového skenovania. Jej pod-
stata spociva v tom, Ze pocitaCovy program pripravuje cely obraz v pamét’ovom bufri (frame
buffer) nazyvanom aj bitmapa, pricom operuje s diskrétnymi bodmi. Aj samotny obraz pozostdva
z tzv. obrazovkovych bodov zndmych ako pixely (picture elements), ktoré mézu byt zapnuté
alebo vypnuté. Pixel je najmensi adresovatel' ny element obrazovky, jej najmensSia Cast’, ktord mo-
Zeme nezdvisle ovladat’, ¢ize mdzeme jej priradit’ napriklad urcitd farbu prip. odtien — hodnotu
Sedej, ak zariadenie je monochromatické. Také jednoduché dtvary, akymi sd napr. krivky, Specidlne
usecCky, potom zobrazujeme tak, Ze rozsvietime urcitou intenzitou (jasom) ret’azec pixlov medzi jej
zaciatocnym a koncovym bodom. Ddlezitd tulohu pri tvorbe obrazov dvoj a viac- rozmernych dtva-
rov hré vypliianie oblasti takymito pixlami. Ked’Ze pixely nie sii idedlne geometrické body, ale isté
podmnoZziny (najcastejSie Stvorceky) konecnej roviny, netvoria takto skonstruované objekty krivky,
useCky, mnohouholniky v matematickom zmysle slova, ale my ich budeme za krivky, dsecky resp.
mnohouholniky povaZovat’, pricom sa budeme snazit’, aby sa im ¢o najviac podobali. Ako sme
povedali vysSie, kazdému pixlu je v bitmape priradené urcité Cislo Specifikujice jeho farbu, odtien
Sedej a pod. Z praktickych dovodov je uzZito¢né predstavovat’ si obrazovku ako pravouholnikovi
mriezku, ktord ma r riadkov ocislovanych zdola nahor nezapornymi celymi ¢islami 0,1, ...,r—1a
s stipcov o&islovanych zI'ava doprava &islami 0, 1, ..., s — 1. Potom kaZdy pixel bude jednoznacne
uréeny dvojicou tzv. obrazovkovych sdradnic (x,y) € {0,1,...,r — 1} x {0,1,...,s — 1} (Obr. 1.)
[6].

Na druhej strane bitmapa byva uloZend v pamiti pocitaca ako jednorozmerné pole, ktorého
indexy i € {0,1,...,r x s — 1} st také, Ze pixlu (x, y) priradia index i = = + ys. Napr. pre r = 5
a s = 7 je vSetkych pixlov 35 a pixlu (5, 3) prislicha ¢ = 5 + 3.7 = 26. Na Obr. 1 je ilustrované
vzdjomne jednoznacné priradenie medzi mnoZinou pixlov a frame bufrom (bitmapou) [6].
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Obr. 1: Bitmapa [6]

Obrazovka s rozliSitel' nost’ou napr. 512 na 512 pixlov sa skladd z 512? = 262144 pixelov ulo-
Zenych do 512 riadkov a 512 stfpcov ocislovanych ¢islami 0,1,...,511. Tie vytvdraji mnoZinu
usporiadanych dvojic nezapornych celych ¢isel 0, 1, ..., 511 x 0,1, ..., 511, ktord sa nazyva sarad-
nicovym priestorom obrazovky — alebo DC priestorom (Device Coordinates Space). Ak by
aplikacny program pracoval len v malych celociselnych pouZivatel skych suradniciach, mohli by
sme tento priestor povazovat’ za vyhovujici pracovny priestor pre pocitacovu grafiku. Existujice
grafické systémy vSak nemdzu aplikacné programy takto obmedzovat’, a preto je potrebné, aby
DC-priestor akceptoval aj redlne suradnice. Treba ho teda roz$irit' na priestor redlnych sdradnic
a to tak, aby pixely zodpovedali prave tym bodom rozSireného DC, ktoré maju celoCiselné su-
radnice. Toto moZno dosiahnut’ napr. tak, Ze idedlnemu bodu obrazovky s redlnymi suradnicami
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(z,y); x > 0,y > 0 priradime pixel so siradnicami (round x,round y), kde napriklad: round x = k
= ak k je to jediné nezdporné celé &islo, pre ktoré plati: x € (k — 0.5,k + 0.5).

Pripomenieme este, Ze dizky na obrazovke sa nemeraji v cm ani v palcoch, ale v pixloch, ¢o
predstavuje dizku jednej strany pixla. Ked’Ze kazdému idedlnemu bodu (x, y); z, y € R (presnejsie
z istej podmnoZziny R) vieme jednoznacne priradit’ pixel a pixlu miesto vo frame bufri, prislicha
toto miesto aj bodu (z, y) [6].

Bitova mapa je teda Cast’ pamite pocitaca, ktoru si predstavme ako Stvorcovi siet’. Jednotlivé
jej prvky zodpovedajui obrazovym bodom na rastrovom zariadeni. Ak je v niektorom prvku bitove;j
mapy zapisand hodnota, tak je prisluSny pixel rastra vysvieteny farbou prislichajicou tejto hod-
note. Pri vykresl’ovani tseCky sa pre vykreslenie jednotlivych bodov volé funkcia, ktord na urcené
miesto bitovej mapy zapise hodnotu farby.

V niektorych algoritmoch vypliiania budeme potrebovat’ pojem susednost’. V bitovej mape
ma kazdy vnutorny bod 6smich susedov. Je zvykom oznacovat’ ich spdsobom, ako je uvedené na
obrazku 2. Susedov s ¢islami 0, 2, 4, 6 nazyvame priami susedia, alebo 4-susedia, susedov s
¢islami 1, 3, 5, 7 nazyvame nepriami susedia. VSetkych spolu nazyvame 8-susedia.

3 2 1
4 F| 0
5 6 7

Obr. 2: Susednost’ v bitovej mape [6]

Oblast’ je mnozina prvkov bitovej mapy, ktoré su suvislo pospdjané. Prvkom oblasti hovorime
aj body. Oblasti mdzu byt zadané vsetkymi svojimi bodmi (pouZiva sa aj pojem vnutorne defi-
novand oblast’) je zadand farba tychto bodov a typ suvislosti. Pri oblasti danej hranicou je zadand
farba hranice.

Podl'a typu suvislosti rozdel'ujeme oblasti na:

e 4-suvislé (4-connected): Oblast’, ktorej kazdé dva prvky mdzeme spojit’ postupnost’ou 4-
susedov. Sused sa teda mdZe nachddza iba vo vodorovnom alebo zvislom smere. Smery
oznacujeme pomocou skratiek N, S, E, W (z ang. North - Sever, South - Juh, East - Vychod,
West - Zapad)(Obr. 3b).

e 8-suvislé (8-connected): Oblast’, ktorej kazdé dva prvky mdzeme spojit’ postupnost’ou 8-
susedov, teda najblizsi sused kazdého pixla mdze lezat’ v 6smich okolitych smeroch. Tieto
smery oznacujeme pomocou skratiek N, S, E, W, NE, SE, SW, NW (z ang. Northeast -
Severovychod, Southeast - Juhovychod, Southwest - Juhozdpad, Northwest - Severozapad).

8-susednost’ sa vyuZziva aj pri algoritmoch vypliiovania oblasti (Obr. 3a).

Je zrejmé, Ze kazda 4-suvisld mnozina je 8-suvisld, ale naopak to neplati.

1.2 Dvojrozmerné geometrické transformacie

Ked'Ze téma transformécie je dobre spracovand v pouZitej slovenskej literatire, v tejto podka-
pitole Cerpdme informécie z [1].
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Obr. 3: Susednost’ pixelov

V tlohéch Casto vytvarame alebo pouZivame obraz urcitého objektu, ktory treba vhodne trans-
formovat’, teda vybrat’ urcitd Cast’ a prepocitat’ stradnice na dané vystupné zariadenie. V tejto
podkapitole si ukdZeme stru¢ne vzajomndu stuvislost’ medzi maticami a linedrnymi transformdciami
v rovine a odvodime matice najcastejSie pouzivanych rovinnych transformécii: posunutia, otocenia
a Skélovania.

Medzi transforméciami a maticami je vzt'ah: kazdej linedrnej transformécii vieme priradit’
urcity typ matice. Pri linedrnych transformacidch dvojrozmernych vektorovych priestorov pouzi-
vame maticu typu 2x2. Kazdy bod v rovine budeme stotoZnovat’ s vektorom typu 1x2. Pri vyjad-
rovani bodov pomocou matic 1x3 hovorime o homogénnych siradniciach. Bodu so siradnicami
(x,y) priradime homogénnu stradnicu (x, y, 1) a vektoru so stiradnicami (x, y) priradime (z, y, 0).

1.2.1 Otocenie alebo rotacia

Transformacia objektu po kruhovej drahe sa nazyva otocenie.
Je urc¢ené uhlom a stredom otocCenia (pevnym bodom). Priklad na obr. 4 ukazuje otoCenie ob-
jektu so stredom v zaciatku suradnicovej sustavy o uhol 15 stupnov.
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Obr. 4: Otocenie pre dany objekt [1]

Odvodime vzt ah pre vyjadrenie tohto zobrazenia. Objekt mo6Zeme otocit’ o I'ubovolny uhol ¢
vzhl’adom k zaliatku stiradnicovej ststavy. Ked'Ze sa vSetky body otocia zhodne, sta¢i ukdzat’, ¢o
sa deje s 'ubovol'ne vybratym bodom.



Pri otoCeni o uhol ¢ sa bod A(z,y) zobrazi do bodu A(z’, ') (Obr. 5).
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Obr. 5: Otocenie bodu A do bodu A'[1]

PouZijeme polarne stiradnice bodov:

x = r.cos(a) z' = r.cos(a+ p)

y = r.sin(a) Y =r.sin(a+ @)

Pomocou stctu uhlov pre goniometrické funkcie sin(a + ¢) a cos(a + @) mdézeme vyjadrit’ 2" a
y' ako:

1’ = r.cos(a).cos(p) — r.sin(a).sin(p) = x.cos(p) — y.sin(p)
Y = r.cos(a).sin(p) + r.sin(a).cos(p) = z.sin(p) + y.cos(p)

Tym sme dostali transformacnu maticu R otocenia o uhol ¢ v homogénnych suradniciach:

cos(p) sin(p) 0
R = | —sin(p) cos(p) 0
0 0 1

1.2.2 Skalovanie alebo zmena mierky

Pomocou tejto transformicie moZeme zmenit’ vel'’kost' objektu. Tento typ zobrazenia vse-
obecne moZzeme zapisat’ nasledovne:

= s,.x
/
Y = Sy.Y

kde s, a s, sa nazyvaji Skdlovacie faktory a zodpovedajiica transformac¢nd matica S ma tvar:

s, 0 0
S=10 s, 0
0 0 1

Pre Skdlovanie vzdy existuje pevny bod, v naSom pripade nech je to zaciatok stradnicovej
sustavy. Na Obr 6 vidime Skalovanie objektu v tvare domc¢eka pre hodnoty s, = 0.5 a s, = 0.5.



Obr. 6: Skélovanie objektu[1]

1.2.3 Posunutie objektu a siistavy saradnic

Posunutie je premiestnenie objektu z jednej pozicie do druhe;.
Na rozdiel od rotécie a Skdlovania neméa pevny bod. Posunutie v rovine je definované pomocou

vektora (., t,). Zodpovedajicu transformaéni maticu 7' mdZeme zapisat’ nasledovne:

Ale ako sa zmenia stradnice bodov pri posunuti ststavy stradnic? Na Obr 7 vidime, Ze ten isty
bod ma vzhl'adom k posunutej sustave stradnic siradnice posunuté o opacny vektor (—t,, —t,).

Obr. 7: Posunutie bodu a ststavy sdradnic [1]

Zodpovedajica matica 7’ ma potom tvar:

T =

10 +

Y

0 0
10
t, 1

10
0 1
—t, —t,

Matica 7" je inverzna k matici posunutia 7. Obdobne vieme odvodit’ inverzné matice pre $ka-

lovanie a otocenie ststavy suradnic ako:

S =

oL o



cos(p) —sin(p) 0
R = | sin(p) cos(p) 0
0 0 1

Vseobecne plati Ze pre transformdciu objektov a transformaciu suradnicovej sustavy plati vzt’ah
navzdjom inverzného zobrazenia, pokial’ su tieto zobrazenia jednoznacné.

1.2.4 Sumernosti podl'a priamky

Niektoré aplikicie pocitaovej grafiky vyZzaduju aj iné transformécie v rovine. V pripade, Ze
uvazujeme len transformdcie zachovdavajice zaciatok sustavy suradnic, potom moZeme napisat’
matice pre simernosti(zrkadlenia) podl'a osi = a y.

1 0 0
Z,={0 =1 0
0 0 1
-1 0 0
Zy=10 10
0 01
Ide o Specialny pripad Skédlovania, kde s, = —1 alebo s, = —1.

V obidvoch pripadoch transformécie menia orientaciu (Obr 8). Na toto treba davat’ pozor. Ak
totiZ mdme mnohouholnik orientovany proti smeru chodu ruciciek, potom takdto transformécia
zmeni orientdciu mnohouholnika na opa¢nd. Maticu stimernosti podl’a 'ubovolnej priamky zis-
kame skladanim s prisluSnymi oto¢eniami a zdkladnymi simernost’ami podl’a osi.
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Obr. 8: Sumernosti podl'a osi x a y[1]

1.2.5 ZloZenie dvojrozmernych transformacii

UkdZeme, ako m6Zeme vyuZit' ndsobenie matic pri skladani zobrazeni na priklade.
Chceme vyjadrit' zmenu mierky so stredom v 'ubovol'nom pevnom bode A(z,y). RieSime to
tak, Ze uskutocnime za sebou tri zobrazenia, a to:

1. Posunieme sustavu suradnic do bodu A.



2. Uskutoénime zmenu mierky v zaCiatku sdradnicovej sustavy.
3. Posunieme spit’ bod A do povodného zaciatku.

Kazdej tejto transformécii zodpoveda jedna transformacnd matica. Vyslednej zloZenej trans-
formécii zodpoveda nasledujica matica:

1 0 O sz 0 0 1 00 Sz 0 0

0 1 O0]*x|0 s, OJ*x|0 1 0] = 0 Sy 0

- —y 1 0 0 1 r oy 1 z(l—s;) y(l—s,) 1
Podobne otoéenie zo stredom v 'ubovol’'nom bode A(z,y) vykondme pomocou tychto troch

transformaécii:
1. Posunieme sustavu suradnic do bodu A.
2. Uskuto¢nime otocenie okolo zaciatku siradnicovej sdstavy o uhol .
3. Posunieme spit’ bod A do pdvodného zaciatku.

Vyslednu zloZend transformdciu vyjadrime ako:

1 0 O cos(p) sin(p) 0 1 00

0 1 0)=x|—sin(p) cos(p) 0«0 1 0=

—x —y 1 0 0 1 z y 1
cos(y) sin(y) 0
—sin(p) cos(p) 0

2(1 - cos()) + ysin(p) y(1 — cos(p)) — wsin(g) 1
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